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Zur Erinnerung: Mit allen regulidren Punkte (2 P.) erreichen Sie 100%. Mit Bonuspunkten (3 BP.) konnen
Sie mehr als 100% erreichen. Keine Punkte fiir Stern-Aufgaben (*).

Aufgabe 1: (*) Sei B eine Basis des n-dimensionalen k-Vektorraums V. Zeigen Sie: Zu jeder invertierbaren
Matrix T € M, (k) gibt es eine Basis C' des V derart, dass die Basiswechselmatrix pM¢(Id) = T erfiillt.

Losung: Die Basiswechselmatrix war so konstruiert, dass die Koeffizienten der Bilder der Basisvektoren
aus B als Linearkombinationen der Basisvektoren aus C' als Spaltenvektoren geschrieben werden.

Wenn wir nun die Basisvektoren aus B als Spalten einer Matrix B’ auffassen, dann sind die Basisvektoren
aus C die Zeilen der Matrix C’ mit der Eigenschaft, dass B’ = C'T, denn dann ist jede Spalte in B’ die
Linearkombination der Zeilen aus C’ mit Koeffizienten in einer Spalte in T

Daher ist dann B'T~! = C’. Da B einer Basis ist, konnen wir die Matrix der Vektoren in B ausgedriickt in
der Basis B als der Identitdtsmatrix hinschreiben, d.h. B’ = Id. Dann ist ¢’ = T, und wir haben schlicht

und einfach dass der Basis C' aus der Zeilenvektoren aus 71 entsteht.

Aufgabe 2: Diagonalisieren Sie die reelle Matrix A oder zeigen Sie, dass sie nicht diagonalisierbar ist.
Finden Sie ggf. eine invertierbare Matrix T derart, dass T~ AT eine Diagonalmatrix ist, und geben Sie diese

Diagonalmatrix an.

3 -1 -3 -3 -2 3 1 4 -1
a)(@apPylo 1 o0 b)(4BP)| 2 2 -2 o 3 7
2 —1 -2 -3 -2 3 00 -1

Mégliche Vorgehensweise: Berechnen Sie das charakteristische Polynom, so finden Sie alle Eigenwerte. Mittels

GauB-Elimination berechnen Sie dann eine Basis jedes Eigenraums.

Lésung:

a) Um Diagonalisierbarkeit zu priifen, berechnen wir alle Eigenwerte der Matrix. Ein Eigenwert ist 1,
denn die mittlere Zeile hat nur ein Eintrag auf der Diagonale, namens 1. Da, nun, aber, die erste und
letzte Spalte Multipeln von einander sind ist auch der Matrix als solches nicht von vollem Rank, und

daher ist auch 0 ein Eigenwert. Es bleibt uns die Frage ob weitere Eigenwerte auftauchen.



Betrachten wir die Nullstellen vom charakteristischen Polynom, d.h. wir berechnen

X-3 1 3
X -3 3
det| 0 X-1 0 :(X—l)det< >:(X—1)(X—3)(X+2)+6(X—1)
—2 X +2
—2 1 X+2

= X% - X?-3X?+2X?+3X —2X —6X +6+6X —6
=X3 2X? 4+ X =X(X?-2X+1)=X(X—-1)
Aus der Faktorisierung am Ende konnen wir feststellen, dass wir nur zwei verschiedene Eigenwerte

haben. Ist nun der Eigenraum F; zweidimensional, dann kénnen wir immer noch einer Basis aus

Eigenvektoren finden, also wollen wir dieses finden. Dazu betrachten wir der Kern zur Matrix

2 -1 -3
0 O 0
2 -1 -3

Da hier der erste und letzte Zeile identisch sind, hat der Matrix nur einem Pivot, und daher Rank
1. Daher hat es zugleich einem Kern mit Dimension 2, gegeben durch einer Basis, der mit Vektoren
(z,y,2) gegeben ist, die 2z — y — 3z = 0 oder 2z = y + 3z erfiillen. Wir konnen fiir zwei linear
unabhéngige Vektoren einmal y = 0,2z = 2 und einmal y = 2, z = 0 wahlen, welches uns die Vektoren
(3,0,2) und (1,2,0) ergibt. Fiir das Eigenwert 0 haben wir dann der Kern der Ursprungsmatrix zu

berechnen, welches sich mit der Gaufi’sche Algorithmus tun lisst, in dem wir

3 -1 -3 3 -1 -3 3 -1 -3
0 1 0l=1]0 1 0]l]=1]0 1 0
2 -1 =2 0 a O 0 0 O
berechnen, fir o = (=1) — %(—1) =—-1+ % = —%. Daher haben wir zwei Pivots, Rank 2, Kern 1-

dimensional, und der Basis ist ein Vektor (z,y, z) mit y = 0 und 3z —y — 3z = 0, und somit z.B. durch
(1,0,1) gegeben.

Nun kénnen wir schliesslich feststellen, dass (3,0,2), (1,2,0) und (1,0, 1) einen Basis ergibt, und mit

311 1 -1 -1
T=1[(0 2 0 T'=(0o i o0
2 0 1 -2 1 3
erhalten wir
3 -1 -3 1 00
T7'{o 1 o |T=[0 10
2 -1 -2 0 0 0

was uns die Diagonalisierung durchfiihrt.

Die erste und letzte Zeile sind gleich, daher ist 0 ein Eigenwert zur Matrix. Mit der Gauf’sche Algo-

rithmus koénnen wir die Kern berechnen:

-3 -2 3 -3 -2 3 -3 -2 3
2 2 =2|=|2 2 =2|=[0 2 o0
-3 -2 3 0 0 0 0 0 0



welches uns zwei Pivots ergibt, mit Basis fiir den Eigenraum durch (1,0, 1) gegeben.
Fiir weitere Eigenwerte berechnen wir das charakteristische Polynom

X +3 2 -3
det | -2 X -2 2

3 2 X -3

=(X4+3)(X-2)(X-3)4+2-2-3+(-3)-(-2)-2—(2-2-(X+3)+3-(-3)- (X —-2)+2-(-2)- (X -3))
= (X —2)(X2—-9) +12+12—4(X +3)+9(X —2) +4(X - 3)
=X%—2X? - 9X +18412+12—4X — 12+ 9X — 18 +4X — 12
=X?-2X?=X*X-2)

Da erhalten wir noch eine Eigenwert 2. Fiir dieses Eigenraum bendtigen wir den Kern vom

-5 -2 3 -5 -2 3 -5 —2 3
2 0 —2|=|0 -3 —3|=]0 1 1
-3 -2 1 o -% -4 0 0 0

mit zwei Pivots, und somit Rank 2. Das heisst nun dass die Eigenwerte nur ein Teilraum aufspannen,
und somit das der Matrix nicht diagonalisierbar ist.

c) Hier kénnen wir die Eigenwerte gleich ablesen, denn der Matrix ist schon in obere Dreiecksgestalt:
die sind 1, 3 und —1. Weiterhin kénnen wir die Gaufi’sche Algorithmus fortsetzen, und erhalten ein

Diagonalmatrix, in dem wir die Zeilenziige entsprechend der Matrizen

1 0 -1 1 —-4/3 0
0 1 7 |unddanach |0 1 0
0 0 1 0 0 1

ausfiihren. Das Ergebnis der Multiplikation diese beide Matrizen gibt uns die 7" als

1 —4/3 -31/3

T=10 1 7
0 0 1
und die diagonalisierte Matrix als
1 0 0
03 0
0 0 -1

Aufgabe 3: Fiihren Sie das Gram—Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren aus, um eine Orthonormalba-
sis von V' zu bekommen:

a) (4P.) V = Spann(uy, uz, uz, ug, us) C R? fiir ug = (1,1,1,0,1), ug = (—1,1,0,1,—1), uz = (0,2,1,1,0),
ug = (1,-2,-1,-1,1), us = (2,1,3,-2,2).
Evtl. erhalten Sie unerwartet den Nullvektor. Dies muss nicht bedeuten, dass Sie sich verrechnet haben.
Konnen Sie diesen Fall deuten?



b) (4 BP.) V = Spann(uy,ug,u3) € C* fiir
up = (1,4,0,1), us = (2+1,0,1,0), uz = (0,1,1,2 — 9).

Losung:
a) Erstens setzten wir w; = uy und berechnen (wy,w;) = 4.

Als niichste Schritt berechnen wir wy = us — %wl = (-1,1,0,1,-1) — 51(1,1,1,0,1) =
L1011 HLLL0,1) = (3T b 1) ) = B+ 214 20 = 8=
(us,wi) (us,wa) 3 15/4 3

Nun berechnen wir ws = uz — (wrwr) T lwswey W2 = U3 — W1 — {ggWa = Uz — JWp — Wy =

0-2432-2-27-3_117-10-2+23)=(0,0,0,0,0).

1 . o (wawy) o (wgaws) 1 —21/4 1 T,

Als nixchb;ces?)berechnlen VZII“ ::)U4 = u41 (w%7wi>w1 <1¥27w2) 1312 —7u43 1 uil 71544 21021— Utz W1+ zwe 2—
A+i-5 5-2+3+t5 -1+its 5-1+51+3-53)=(50-55 5) und (w,wy) = 5.
(us,w1) W2 ) _ us,wa) _

w :u,_§w —;3’11} _i/‘%w —
ya = s W1 T 15742 T 75 W4

Zum Schluss miissen wir ws = ugs — oW 1—<<ZZ w22> 2~ Twa,wa
us—2wi+Ewy+3wy = (2-2-2- 2432 1-2+42-2 324244332 242432 2-2-3.243.1) =

3 1 1 1 3 _ 3
(56: — 1> 357 — 5+ 35) und (ws, ws) = 55 berechnen.

Das Verfahren gibt uns zum Schluss eine Orthonormalisierte Basis von

1 1
=—w; ==(1,1,1,0,1
(%1 <w17wl>wl 2(7 s 4y Uy )
L L (-3,5,1,4,-3)
Vg = 77— W2 = —F/—(—9,9, 1,5, —
2 (w2, wa) 2 /60
L L (1,0,-2,2,1)
V3 = 7———wWs = —=1,U,—4,4,
T (whwg) VIO
1 1
vy =—-ws; = —(3,-5,—-1,—4,3
! (ws, ws) ° \/60( )
wobei ja vy = —v9 einfach weggelassen werden kann, und dadurch vy, vs, v3 die Basis entspricht.

Nun, die auftauchende Null-vektor liegt daran, dass uz schon in Spann(w;,ws) enthalten war, und
daher als die jeweiligen Komponente abgezogen wurden, die gesamte Vektor verschwand.

b) Als Erinnerung, die iibliche Skalarprodukt auf einer komplexen Vektorraum ist (v, w) =Y, v;;.
Wir setzen zuerst wy = uq, und berechnen (wy,w;) =1+4i(—i)+0+1=3.
Danach berechnen wir (ug,wi) = (2+1i)-1+0-i+1-04+0-1 =2+4dund wy = ug — 5+, =
$(4+ 26, (1 —2i),3,—2 — i) und (wa, wy) = 2.

Letztlich berechnen wir

(uz, wa) = % -2
w3 = Uz — %wl — %(1 + 61)ws
1
= E(76, 104,12 — 61, 16)
(w3, w3) = %



und erhalten
1 1

v) = ———w; = —=(1,4,0,1)
VA{wy, wy) 3
v L L 44 2i1-2i3,-2—4)
2 = 2 = y 4 — sy Dy T L T
\/<’lU2,’U)2> \/@
1 1
vy - (—6, 104,12 — 64, 16)

- \/<w3,w3>w3 \/ﬁ

Aufgabe 4: (*) Angenommen: Der reelle Vektorraum V hat zwei Skalarprodukte (,) und (,)’; und fiir
jedes v € V ist (v,v) = (v,v)’. Zeigen Sie, dass die beiden Skalarprodukte gleich sind.

Losung: Angenommen fiir v,w € V gilt (v, w) # (v, w)’. Dann gilt

- <wvv>/ - <w7w>l

(v+w,v+w) — (v+w,v+w) = (v,v)+ (v,w) + (w,v) + (W, w) — (v,v) — (v, w)
= ((v,;0) = (v,0)") + ((v,w) = (v, w)") + ({w,v) = (w,v)") + ({w, w) = (w,w)")
=04 2((v,w) — (v,w)") + 0

und da nun (v,w) # (v,w)’, dies ist # 0. Also ist (v + w,v + w) — (v + w,v + w)’ # 0, und damit

(v+w,v+w) # (v+w,v+ w). Widerspruch, und damit ist die Aussage bewiesen.

Aufgabe 5:  (*) Zeigen Sie, dass

((z1, 22), (w1, w2)) = 21W1 — 21Wa — 22W1 + 222W2

2—-2t 4

ein Skalarprodukt auf C? ist; und dass der durch die Matrix <1 0 2
—2i 20

) gegebene Endomorphismus des C2

selbstadjungiert ist beziiglich dieses Skalarprodukts.

Losung: Linearitéit der ersten Stelle:

(Au+ pv, w) = ((Aur + por, Aug + pwa), (wi, w2))
= (Aug + pv1)wy — (Aug + por)we — (Aug + pvg)wy + 2(Aug + pvg)ws
= (AU — AU — Aoy + 2 ugWs) + (pv1w1 — pv1We — ey + 2Uv9Ws)

Antilinearitat der zweiten Stelle:

<’LL, Av + /LU)) = <(’LL1, ’LLQ), ()‘Ul + pwn, Avg + /J'w2)>

=uy + (A + pwy) — uq (Ave + pws) — ua(Avy + pwy) + 2ue(Avg + pws)

= (U Av1 — UL AV — U AUy + 2ua\vg) + (U1 JIWT — Uy s — U DT + U3 )



Antikommutativitat:

<’U, w) = V1W1 — V1Wg — VoW + 2U2W2

W1V1 — W1V — WUy + 2WaT2

= (w101 — W1V2 — waU1 + 2’(1}2172)

—~

w, v)
Positiv definit, hierbei lassen wir v; = x1 + iy; und v = x5 + ys:

<U, ’U> = 1}11_}1 — Ul’l_}g — ’021_)1 + 21}21_)2

[vi] = (21 + iy1) (z2 — dy2) — (w2 + iy2)(z1 — Y1) + 2|vo

= |v1] + 2Jva| = (#1272 + y1y2 + 2221 + Y2uy1) — i(T2y1 — T1Y2 + T1Y2 — Tay1)

= [v1] + 2[v2| — 2(z122 + y1Y2)

=2} + Y7 + 225 + 2y5 — 20102 — 25192

= (w1 —x2)? + a5 + (1 —y2)” + 93
Und da dieses eine Summe von Quadraten von Realzahlen ist, ist es auch positiv.
Die selbstadjunktion der gegebene Matrix heisst dass (F(u),v) = (u, F(v)). Um die Berechnungen zu
vereinfachen finden wir zuerst eine orthonormale Basis fiir C2. Als v; nehmen wir (1,0). Nun ist dann
(v1,v1) =1-0—-0+4+2-0=1und (v1,(0,1)) =1-0—-1-1—-0-04+2-0-1 = —1, und somit erhalten wir
vy = (0,1) — vy = (1,1). Schliesslich ist (vg,v2) =1 —1—-1+2-1-1= 1, und somit ist (1,0), (1,1) eine
orthonormale Basis.
Nun ist F'vg = (2 —2i,1—2i) und Fuy = (24 24, 1), oder auch Fv; = vy + (1 — 2i)va, Fvg = (14 2i)vy + va.

Berechnen wir nun

(Foy,v1) = (v + (1 — 20)ve,v1) = (v1,v1) + (1 — 2i){va,v1)
—14+(1-2)-0=1

(v1,For) = (Fo,v) =T=1

(Foy,ve) = (v1 + (1 — 20)ve, v2) = (v1,v2) + (1 — 2i){va, va)
=04+ (1-2i)=1-2i

(v1, Fog) = (v1, (1 4 2¢)v; + va) = (1 — 2i){v1,v1) + {v1,v2)

—(1-2)+0=1-2

(

(Fvg,v1) = (v1, Fug)
=1-21=1+2
(vg, Fv1) = (Fvy, va)
=1-21=1+2
(Fug,va) = (14 2i)vy + va, v2)
= (14 2i)(v1,v2) + (v, v2) =(1+2¢)-0+1=1
(vg, Fug) = (Fug,v9) =1 =1



Bei linearitét folgt dann auch gleich dass (F'v,u) = (v, Fu), fur alle u,v € C.

Aufgabe 6: Finden Sie eine Orthonormalbasis, die aus Eigenvektoren fiir die angegebene Matrix besteht.

a) (4P) A= (_f _22> € M;(C).
2 0 -2
by 4P)A=]0 -1 0 | <€ M;R).
-2 0 -1
1 -1 -2
c) 4BP)A=|-1 1 —2]| € M;3R).
-2 -2 =2

Losung:
a) Als erstes finden wir eine Basis aus Eigenvektoren, in dem wir losrechnen: das charakteristische Polynom
ist (z +2)2 + 42 = 22 + 4z + 3 mit Nullstellen in -1 und -3, und daher auch diese beide Eigenwerte.

Die jeweiligen Eigenvektoren finden wir in dem wir die Kerne zu den Matrizen (j _21) und (_1Z 1)

finden. Diese sind jeweils 1-dimensional, und gegeben durch (x,y) die, jeweils,

—x+iy=0 z+iy =10
—iz—y =0 —tx+y=0

Setzen wir y = 1 im ersten Fall, dann ist laut der ersten Gleichung = = iy = . Die zweite Gleichung

ist dadurch —i2 — 1 = 0, was auch stimmt, und somit ist (i,1) eine Basis fiir den ersten Eigenraum.

Setzen wir z = 1 im zweiten Fall, dann ist laut der zweiten Gleichung y = i. Diese Werte stimmen auch

mit der ersten Gleichung iiberein, denn 1+142 = 0. Also ist (1,4) eine Basis fiir den zweiten Eigenraum.

Diese sind schon orthogonal, denn es gilt ((¢,1), (1,4)) = ¢-14+1-1=i—i = 0. Um eine Orthonormalbasis
zu erhalten miissen wir jede der Vektoren mit seiner Ldnge multiplizieren - ((1,4), (1,4)) =144 -1=
1 — (—4%) = 2, und somit ist

(1,4) (2,1)

Sl

1
V2
die gesuchte Basis.

b) Das charakteristische Polynom erhalten wir durch

z—2 0 2
det| 0 a+1 0 = (z+1) det (CE )
2 0 rz+1

2 x—l—l) = (z+1)(z=2)(z+1)—4(z+1) = (z4+1)((z—2)(z+1)—4)

wobei (v —2)(z+1) -4 =22 -22+2—-2—-4=22—2—6 = (z—3)(z +2), und somit haben wir die
Eigenwerte 3, —1 und —2.



Entsprechend suchen wir die Kerne der Matrizen

-1 0 =2 3 0 =2 4 0 -2
0 -4 O 0 0 O 0 1 0
-2 0 -4 -2 0 0 -2 0 1

wobei wir gleich erkennen kénnen fiir den ersten Fall, dass (2,0, —1) ein Basis fiir den Kern, im zweiten
(0,1,0) ein Basis fiir den Kern und im dritten Fall (1,0, 2) als Basis fiir den Kern wirkt.

Da alle drei Vektoren von verschiedene Eigenrdume kommen, sind sie auch orthogonal, und mussen

nur normalisiert werden. Als Ergebnis kommt dann

1
v = —=(2,0, -1
1 \/5( )
Vg = (071,0)

1
U3 = (17()’2)

V5

Wir fangen wieder an mit der Suche nach ein charakteristisches Polynom. Dazu berechnen wir

r—1 1 2
det| 1 -1 2 |[=@-1D%@@+2)+4+4-(2-2-(z-1)+2-2-(z—1)+(z+2))
2 2 T+2

(z—1)*(x+2)+8—8x—1)—(z+2)
(z—1)2*x+2)+8—8r+8—x—2
(x—1)*(x +2) — 9z + 14

2?20+ 1)(z4+2) - 92+ 14=2 22V r +22% — 42 +2 -9z + 14
=23~ 120+ 16 = (v + 4)(z — 2)?

und wir erhalten die Eigenwerte —4 und 2.

Fiir —4 berechnen wir den Kern von

-5 1 2 -3 3 0 2 2 =2 1 1 -1
1 -5 2|=!13 -3 0]|=1|3 -3 O0]|=(1 -1 O
2 2 =2 2 2 =2 0 O 0 0 O 0

Dieser Matrix hat deutlich Rank 2 (spiegeln um der mittleren Spalte gibt uns ein Dreiecksgestalt mit
zwei Pivots), und daher ist der Kern 1-dimensional, mit Basis ein (x,y,z) mit £ + y — z = 0 und
z—y=0.Daz—y=0giltz =y, und aus x+y— 2z = 0 folgt = +y = z. Daher ist (1, 1,2) eine Losung
des Gleichungssystems, und damit auch ein Basis fiir den Kern.

Fiir 2 berechnen wir den Kern von

11 2 1 1 2
1 1 2]=1(0 00
2 2 4 0 0 0



mit Rank 1, damit ein 2-dimensionaler Kern. Dieser besteht aus Losungen der Gleichung z+y+2z = 0,
und wir erhalten einen Basis dadurch, dass wir erst x = 2, y = 0 wihlen und dann y = 2, z = 0. Das
gibt uns den Basisvektoren u; = (—2,0,1) und uy = (0, —2,1).

Diese aber sind nicht orthogonal, denn {(uq,us) = 1 # 0. Also miissen wir sie orthogonalisieren — welches
durch den Gram-Schmidt Algorithmus folgt.

G s = uz = g = (3,-2,9).

Wir setzen wy = uq, und dann wy = uy — 5 £

Letzlich normalisieren wir die Vektoren, und erhalten

! (2,0,1)
V1= —F#= s Yy
1 \/5
1
vy = ———(2,—10,4
2= 57l )
1
v3 = —(1,1,2
1= 2e(L12)

Erreichbare Punktzahl: 16



