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Wenn nichts anderes gesagt wird, ist k£ ein Kérper und V' ein Vektorraum.

Aufgabe 1: (3 P.) Der Dualraum V* eines k-Vektorraums V wird definiert als V* = L(V, k).
Zeigen Sie: zu jedem v € V mit v # 0y gibt es ein Element ¢ € V* des Dualraums mit ¢(v) = 1. Setzen Sie
hierfiir voraus, dass V endlich erzeugt ist.

Losung: Da V endlich erzeugt ist, konnen wir ein Basis vy, ..., v, fiir V festlegen. Dann ist v = ajv; +
o 4 AUy, mit (ag,...,a,) eindeutig festgelegt. Sei i der kleinste Zahl ¢ mit a; # 0. So ein 4 gibt es, denn
v # 0. Dann kénnen wir die Abbildung ¢(byv1 + - - - + byv,) = b;/a; bilden. Diese Abbildung ist linear, denn
es entspricht der Matrix

(0..01/a;0... 0)

und hat auch dazu die Eigenschaft dass ¢(v) = ¢(aiv; + - + anvn) = a;/a; = 1.

Alternativ kann man so Argumentieren:

Sei v1 = v. Da v # 0 ist dies ein linear unabhéngiges System in V. Dieses kann zu einen Basis vy, ..., v, von
V ergénzt werden. Nun, fiir jede Liste wy, ..., w, € k gibt es, nach dem Satz iiber lineare Fortsetzungen, eine

lineare Abbildung, die v; auf w; abbildet. Setzen wir w; = 1 und w; beliebig, so ist der Aussage bewiesen.

Aufgabe 2: Fiir v € V betrachten wir die sogenannte Auswerteabbildung e, : V* — k, die durch e, (¢) :=
o(v) gegeben wird.

a) (3 P.) Zeigen Sie, dass e, eine lineare Abbildung ist und somit im Doppeldual V** = (V*)* liegt.

*

)
*b) Zeigen Sie ferner, dass die Abbildung v — e, eine lineare Abbildung ist.
c)

Folgern Sie aus Aufgabe , dass diese Abbildung V' — V** auch injektiv ist.

Losung:
a) Sind 6, € V" und p € k5o ist e, (1) = po(x) = ey (6), und e (6-+1) = (6-+)(1) = 6(r) +1(v) =
ey(9) + e, (¥). Somit ist die Abbildung linear.
Weiterhin, da e, linear ist, und e,(¢) = ¢(v) € k, ist e, € L(V*, k) = (V*)* = V*~.

b) Damit e: v — e, linear ist, muss e(Av + pw) = Ae(v) + pe(w) fiir v,w € V und p, A € k.
Nun ist €(Av + pw) = exptpuw, und das ist die Abbildung, die ¢ auf ¢(Av + pw) abbildet, fiir lineare
Abbildungen ¢: V' — k. Da ¢ linear ist, ist exytpw (@) = ¢(Av + pw) = Ap(v) + po(w). Das, wiederum
ist genau (e, + pey ) ().



Weil das alles fiir alle lineare ¢: V — k gilt, ist e(Av + pw) die Abbildung, die ¢ auf (Ae, + pey)(P)
abbildet, und somit ist es genau die Abbildung Ae(v) + pe(w).

¢) Angenommen die Abbildung wiire nicht injektiv. Dann giibe es ein Vektor v € Kern e. Dann kénnten
wir aber, nach , einen ¢ finden mit ¢(v) = 1, denn v # 0. Dann ist €(v)(¢) = ¢p(v) = 1, aber v € Kerne.
Dies ist ein Widerspruch, und wir kénnen feststellen, € muss injektiv sein.

Aufgabe 3: (3 BP.) Die lineare Abbildung ¢: V' — V habe die Eigenschaft ¢ o ¢ = ¢. Zeigen Sie, es ist
V = Kern(¢) @ Bild(¢).

Losung: Nehmen wir ein Vektor v € V. Da ¢(v) € Bild(¢) liegt, wird v — ¢(v) auf ¢(v) — ¢p(¢p(v))
abgebildet. Nun ist ja aber ¢(¢(v)) = ¢(v), und somit wird v — ¢(v) auf ¢(v) — ¢(v) = 0 abgebildet.

Somit ist v — ¢(v) € Kern(¢), und wir kénnen feststellen, dass v = w + u mit w € Bild(¢) und u € Kern(¢).
Ist nun v = w 4 u so dargestellt, dann ist ¢(v) = ¢(w) + ¢(u), und da u € Kern(¢) ist ¢p(u) = 0. Da
w € Bild(¢) liegt, ist w = ¢(w’), und somit ¢p(w) = ¢(d(w')) = ¢p(w') = w. Daher ist w eindeutig bestimmt

von v, und somit auch v = v — w.

Aufgabe 4: Berechnen Sie die Matrix gM¢(f) der linearen Abbildung f: V' — W beziiglich den Basen
B fiir V und C fiir W.

a) (2 P.) Im Fall W = k3; V = Lésungsraum von z + y + z = 0; f = Inklusion f(v) = v; B = (1,0, 1),
(1,-2,1); C = ey, €9, 3.

b) (*) Im Fall V- = k% W = k?; f(2,y,2) = (2,2); B =e1,e2,e3; C = (1,2), (1,3).

d) (*) Berechnen Sie auch «Mpg(f) fir die f,V,W, B, C aus c).

Losung: Allgemein gilt, dass pMc(f) als Matrix gegeben wird, durch die Bilde von den Basisvektoren
in B, geschrieben als Linearkombinationen von C, mit den benutzten Koeflizienten als Spaltenvektoren
aufgefiihrt.

a) Die Bilder der Basisvektoren sind, da C gerade die Standardbasis ist, genau die Basisvektoren als hier
1 1
gegeben. Daher wird gMg(f) = (91 712).

b) Hier ist f(e;) = (1,0) = 3(1,2) — 2(1,3), f(e2) = (0,0) und f(es) = (0,1) = —1(1,2) + (1,3), und
wir konnen die drei Spaltenvektoren der Matrix (3,2), (0,0) und (—1,1) ablesen, was uns pMc(f) =
(%07") gibt.

c) Hier ist f(1,1) = (1,1) = —2(0,1) — (—1,-3) und f(2,1) = (1,2) = —(0,1) — (=1, —3), was uns die
Spalten (—2,—1) und (—1,—1) ergibt, und somit pMc(f) = (27 Z1).

d) Fiir ¢«Mp(f) betrachten wir zuerst f(0,1) = (1,0) = —(1,1)+(2,1) und dann f(-1,-3) = (-3,-1) =
(1,1) — 2(2,1), und lesen die Matrix ¢Mp(f) = (7' ",) ab.

[\



Aufgabe 5: (3 P.) Finden Sie eine Basis C' von R? derart, dass die Matrix gMc(f) der durch f(x,y,2) =
(3y — z,x + 2) definierte lineare Abbildung f: R® — R? den Wert

e =50 6)

annimt, wobei B die Basis (2,1,1), (1,1,—1), (=3, 1,3) des R3 ist.
(*) Geben Sie ein Beispiel, das zeigt, dass die Matrix pMc(f) auch von der Reihenfolge der Basiselemente
in den Basen B, C abhéngt.

Losung: Wir brauchen Basisvektoren vy, v mit f(2,1,1) = vy, f(1,1,—-1) = vy. Das f(-3,1,3) = 0
konnen wir leicht verifizieren, oder auch von der letzte Spalte von pMc(f) ablesen.

Zu diesem Zwecke berechnen wir f(2,1,1) = (2,3) und f(1,1,—1) = (4,0). Diese sind unsere v; und vs.
Fiir die Abhéngigkeit von der Reihenfolge der Basiselemente kénnen wir dieses Beispiel nehmen. Sind C” der
Basis (4,0) und (5,3), und B’ der basis (—3,1,3), (1,1, —1) und (2,1,1) in diese Reihenfolgen. Dann ist

et - (00 2)

et - (02 )

Aufgabe 6: (3 P.) Zeigen Sie: jede Kette von elementaren Zeilenoperationen lisst sich durch Linksmulti-

und

plikation mit einer invertierbaren Matrix bewirken.
Hinweis Ein Beispiel einer Kette der Linge drei ist: zuerst die 2. und 4. Zeilen vertauschen; dann das v/2-fache

der 3. Zeile von der 1. Zeile abziehen; dann die 1. Zeile zur 4. Zeile addieren.

Losung: Jede elementare Zeilenoperation ist die Linksmultiplikation mit einer invertierbaren Matrix (in
die Vorlesung erwiihnt). Daher gilt es festzustellen, dass auch eine Kette solche Operationen sich durch
Linksmultiplikation mit einer invertierbaren Matrix bewirken lésst.

Nun, sind die einzelne Matrizen durch Linksmultiplikation mit den Matrizen My, ..., M, gegeben. Dann ist
die Kette durch den Matrix (M, ... M7). Wenn diese Matrix nun invertierbar ist, dann sind wir fertig. Und,
es ist tatsichlich so: My ... M-'M, ... M ist die Identitéitsmatrix, und somit ist die Aussage bewiesen.

Aufgabe 7: (3 BP.) Finden Sie eine Kette von Zeilenoperationen, die die Matrix A € M (3 x 3,R) in die
Matrix B iiberfiihrt, fiir

110 0 -1 2
A=12 1 2 B=12 2 0
0 1 1 2 -1 -3

(*) Versuchen Sie, mit méglichst wenig Zeilenoperationen auszukommen. Ich benutzte fiinf Operationen, um
die Aufgabe zu entwerfen, vielleicht geht es aber mit weniger.



Losung:

Tausche erste und zweite Zeile =

Zweite Zeile mit 2 multipliziert =

Erste Zeile — Erste minus zweite Zeile =

Dritte Zeile mit —3 multipliziert =

Zweite Zeile zu dritte addiert =

Erreichbare Punktzahl: 16
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