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Wenn nichts anderes gesagt wird, ist k£ ein Kérper und V ein Vektorraum.

Auf Anregung der UbungsgruppenleiterInnen mache ich ab sofort ein paar Anderungen bei den unbepunk-
teten Aufgaben. Jetzt gibt es reguldre Punkte (1 P.), Bonuspunkte (1 BP.) und Stern-Aufgaben (*). Holen
Sie alle reguliren Punkte — meistens sind es 16 — und keine Bonuspunkte, so erreichen Sie 100%. Auf dem
vorliegenden Ubungsblatt zum Beispiel kénnen Sie mit Bonus- und reguliren Punkten insgesamt 125% er-
reichen.

Neu sind die Stern-Aufgaben. Diese konnen z.B. Wiederholungs- oder anspruchsvolle Aufgaben sein. Fiir die
Bearbeitung von Stern-Aufgaben erhalten Sie keine Punkte. In der Regel werden die Stern-Aufgaben auch
nicht in der Ubungsstunde besprochen — aber doch in meiner Sprechstunde: Mo 14-15 Uhr im Raum 3512,
E-Abbe-Platz 2.

Aufgabe 1: Ist die angegebene Abbildung linear?

a) (LP.) f:k* = k2, f(x,y) = (-y,—x)
b) (1P) f: k2 =k, f(zr,y) = +y+1
¢) (1P) f:C—C, f(z)=2 (firk=C)
d) 1P) f:C—C, f(2)
) () [ R=R, f(x) = ||

£) () f: k2 =k flz,y,2)=(@-1)+ @y -1)—2(-1)

z (fur k =R)

Lésung:

a) Ja, denn f(A(z,y) + p(@',y) = fAx + pa’, My + py') = (—Ax — pa’, —dy — py') = M=z, -y) +
p(=a',—y') = M(z,y) + pf(@',y').

b) Nein, denn z.B. 1 = f(0,0) # f(0,0) + f(0,0) =1+1=2.
c¢) Nein, denn z.B. f(iz) =iz = —iZ # iz. Die Skalarmultiplikation schligt schief.

d) Ja, denn f(Ax + py) = Ax + py = Az + 1y
und daher ist A\ Z + i -4 = AT + pug = M (x) + uf(y).

e) Nein, denn z.B. f(—2) = 2, aber mit 2 = (—1) - 2 wiire f(—2) = f((-1)-2) = (-1) - f(2) = -2 zu

erwarten.



f) Ja, denn (x — 1)+ (y — 1) = 2(z — 1) = & + y — 2z, ist linear, denn (x +y — 2z) + (2’ + ¢ — 22/)
(x+2)+@W+y)—2(z+2), und ANz +y — 22) =

Aufgabe 2
vi— A-v.

(Ax) + (\y) — 2(A2).

Zur Erinnerung: eine Matrix A € M (m xn, k) induziert eine lineare Abbildung L 4: k™ — k™,

a) (2 P.) Berechnen Sie Ly (u) fir M =

b) (2
c) (2

(1731) € M(2x 2,R) und u = (1,1) € R%.

P.) Weisen Sie im allgemeinen Fall nach, dass L4 tatséichlich linear ist.

P.) Sei B eine weitere Matrix derart, dass das Produkt AB existiert. Zeigen Sie: die Verkniipfung

L 4o Lp existiert, und es ist Ly o Lp = Lap.

d) (2 BP.) Geben Sie ein Beispiel fiir Vektorrdume U, V, W und lineare Abbildungen g: U =V, f: V — W
mit f,g # 0 aber fog=0.
(*) Finden Sie ein solches Beispiel mit U =V = W und f = g7

Loésung:

a) Um Ly (u) auszurechnen brauchen wir die Matrixprodukt (3 ') - (1) ausrechnen. Dies ist

b) Wir setzen A =

nehmen wir A\, u € k.

Dann ist
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(aij), v = (v;) und w = (w;), mit v,w € k", und A eine m x n-Matrix. Weiterhin
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c)

d)

Damit die Produkt AB definiert ist, wird verlangt, da} A ein m x a-Matrix und B ein a x n-Matrix
sind. Die Produkt wird dadurch ein m x n-Matrix. Wenn dies der Fall ist, ist A - v ein Element in k%,
und damit in den richtigen Vektorraum, damit Lp darauf wirken kann. Somit existiert die Verkniipfung
LyoLp. Diesist dann L4 (B-v) = A-(B-v), welches wegen der Assoziativitidt der Matrixmultiplikation
gleich AB - v ist.

EinBeispielwéreUszW:k:Q,undf:g:L((l)g).Dannist f,9#0,aber fog = ((1)8)2 =(39)-

Aufgabe 3: Sei A € M(m X n, k) eine Matrix. Beachten Sie, dass die Spalten von A als ein System von

n Vektoren in k™ aufgefasst werden kénnen. Das von diesem System erzeugten Unterraum von k™ heifit der

Spaltenraum von A.

a)
b)

)

—O—
O

).

(2 P.) Fiir jede Matrix A zeigen Sie: die Abbildung L 4 ist genau dann injektiv, wenn die Spalten von A

(2 P.) Finden Sie eine Basis des Spaltenraums der reellen Matrix (i (8)

linear unabhéngig sind.

(2 BP.) Zeigen Sie ferner: der Spaltenraum stimmt mit dem Bild von L4 iiberein.

Losung:

a)

Hierzu konnen wir feststellen, dass (1,1,2) = (1,0,1) + (0,1, 1), und somit dass wir sowohl (0, 0,0) als
auch (1,1,2) aus dem Erzeugendensystem streichen kénnen. Es bleibt uns dann (1,0, 1) und (0,1, 1),
welche durch betrachten der erste und zweite Koordinat sich als linear unabhéngig beweisen lassen: ist

A(1,0,1) + 1(0,1,1) = 0, so ist wegen der erste Koordinat A = 0, und wegen der zweiten p = 0.

Da wir immer noch (0,0,0) und (1,1,2) aus diese beide unabhingige Vektoren darstellen kénnen,

erzeugen diese beide Vektoren den gesamten Spaltenraum.

Sind erst mal vq,...,v, die Spalten von A. Dann wird, durch die Matrixmultiplikation, den Vektor
w = (wi,...,wy,) auf wyvy +- - -+ wyv, abgebildet. Daher, wenn L4 (w) = La(u), fir u = (ug,...,uy),
dann ist La(w) — La(u) = 0, und somit ist (w1 — ui)vy + -+ + (W, — up)v, = 0.

Wenn, nun, die Spaltenvektoren linear unabhéngig sind, dann muss jede w; — u; = 0 sein, denn sonst
hiitten wir eine lineare Abhéngigkeit gefunden. Daher ist aus w = u, denn sie stimmen in jeder Koor-

dinat iiberein. Also impliziert lineare unabhéingigkeit die Injektivitét.

Wenn, aber, wir wissen dass L4 injektiv ist. Angenommen ayvy + -« - + a,v, = 0, dann ist, fiir a =
(a1,...,ay), La(a) =0 = L4(0). Aus der Injektivitéit folgt dann a = 0, und somit a; = 0Vi, welches

die lineare Unabhéngigkeit der v; zeigt.

Ist v € Bild(L4), dann ist v = La(w) fiir w = (w1, ..., wy). Daher ist, durch die Linearitét von Ly,
v=wiLa(e1) + - +wpLa(en) fir die Standardbasis ey, ..., e,. Da, nun, L4 (e;) genau die i. Spalte
entspricht kénnen wir feststellen, dafl der Bild in der Spaltenraum enthalten ist.

Ist andererseits v in den Spaltenraum, so ist v = aqv1 + - - - + a, vy, und daher ist v = La((a1,...,an)),
und somit auch in den Bild. Daher ist der Spaltenraum auch im Bild enthalten, und die Gleichheit ist

gezeigt.



Aufgabe 4: Herr X will alles iiber die geheime Abbildung der Firma Y herausfinden und beauftragt
daher die Privatdetektiven Miiller, Schmidt und Meier. Herr Miiller durchsucht die Miilleimer der Firma
und findet heraus, dass es sich um eine lineare Abbildung g: R* — R?® handelt. Kurz darauf liefert Frau
Schmidts Trojaner die Information, dass die Vektoren (1,0,1,1) und (2,1,0,1) im Kern von g liegen. Am
néchsten Abend spielt Herr Meier Skat in der Kneipe um die Ecke vom Firmensitz und kriegt raus, dass
(1,0,2) und (2,1,1) im Bild von g liegen.

(2 P.) Als wissenschaftliche Schreibkraft des Detektivbiiros miissen Sie jetzt Herrn X die Dimension vom
Kern und vom Bild von g melden.

(*) Auf der Hikelmechanik-Messe H&dMe 2006 musste Herr X eine angeberische Prisentation der Firma Y
erleben. Besonders beédngstigend fiir ihn war die Ankiindigung, dass auch sein Lieblingsvektor (1,1,0) im
Bild von g liegt. Deckt sich diese prahlerische Behauptung mit den Erkenntnissen von Miiller, Schmidt und
Meier?

Losung: Wir wissen iiber g dass

a) (1,0,1,1) und (2,1,0,1) im Kern liegen
b) (1,0,2) und (2,1,1) im Bild liegen
c¢) g: R* — R3, und daher ist g durch eine 3 x 4-Matrix gegeben.

Da(1,0,1,1) und (2, 1,0, 1) linear unabhingig (betrachte die dritte Koordinat) sind, hat der Kern mindestens
Dimension 2.
Da (1,0,2) und (2,1,1) linear unabhéingig sind (betrachte die zweite Koordinat), hat der Bild mindestens
Dimension 2.

Die Dimensionsformel fiir Abbildungen sagt uns, dass
dim(R*) = dim Kern + dim Bild

und daher dass dim Kern + dim Bild = 4. Da wir wissen, dass beide mindestens Dimension 2 haben, miissen
beide genau Dimension 2 haben.

Wenn (1,1,0) linear unabhéngig von (1,0,2) und (2,1,1) ist, dann kann (1,1,0) gar nicht im Bild liegen,
denn wir haben schon einen Basis fiir den Bild.

Ist nun A(1,1,0) 4+ u(1,0,2) + x(2,1,1) = 0, dann ist wegen der zweite Koordinat A + x = 0, und wegen der
dritten 2 + k = 0. Also ist Kk = —A und p = A/2. Dann sagt uns der erste Koordinat, dass A + pu 4 2k = 0,
und durch einsetzten erhalten wir A + A/2 + 2(—A = —A/2 = 0, und von daher ist A = 0, und damit auch
K = p = 0, und somit sind die drei Vektoren linear unabhingig.

Und da sie linear unabhéngig sind, spannen sie auch ein Unterraum von grossere Dimension als der Bild von
g, und daher kann (1,1,0) nicht im Bild liegen.

Erreichbare Punktzahl: 16



