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Wenn nichts anderes gesagt wird, ist k ein korper und V' ein Vektorraum.

Aufgabe 1: Seien Uy, Us zwei Unterrdume von V. Zeigen Sie:
a) (2 P.) Der Schnitt U; N Uy ist ein Unterraum von V.
b) (2 P.) Die Summe Uy + Us := {ug + uz | uy € Uy, us € Us} ist ein Unterraum von V.

c¢) (2 P.) Die Vereinigung U; U Us ist nur dann ein Unterraum von V', wenn Uy C Us oder Us C U; gelten.

Losung:

a) Sind z,y e Uy NUs, r € k. Dann ist x — y € Uy denn = € Uy und y € Uy und Uj ist ein Unterraum.
Gleich wird auch = — y € Us. Also ist x — y € Uy N Us, und so ist es eine Untergruppe. Weiterhin ist
rx € Uy, denn U ist ein Unterraum. Gleich ist rx € Us. Daher ist rx € U; N Us, und somit ist U; N Us

ein Unterraum.

b) Sind x,y € U1+Us, r € k. Sind weiterhin x = uj+us, und y = v1+vs. Dann ist z—y = w3 +ug—v1—v9 =
(u1 —v1)+ (ug —v2), und somit auf der erwartete Form um in Uy 4+ Us zu sein. Weiter ist ra = ruy +rug,

auch eine Summe von Vektoren auf der erwartete Form.

¢) Wenn U; C U; oder Uy C Uy, dann ist die Vereinigung schlicht und einfach der grossere der beiden
Unterrdume, und daher ein Unterraum. Bleibt uns noch zu zeigen, dass wenn dies nicht hélt, dass
dann kein Unterraum bleibt. Die beide Inklusionen halten beide nicht wenn es x € Uy, y € U, gibt mit
x & Us, y ¢ Up. Dann ist aber z + y nicht in Uy, denn y ¢ U, und auch nicht in Us, denn = ¢ Us.
Daher ist « +y ¢ Uy U Us, und so ist Uy U Us nicht geschlossen unter Addition von Vektoren.

Aufgabe 2: (2 P.) Finden Sie eine Basis des R3, die eine Basis des Losungsraums der Gleichung z+y—2z =
0 enthélt.

Losung: Zwei linear unabhiingige Vektoren im Lésungsraum sind v; = (1,0, 3) und vy = (0,1, 3). Jede
andere Vektor v = (a, b, ¢) derart, dass a+b—2¢ = 0 kann durch vy, v3 eindeutig ausgedruckt werden, dadurch
dass v = avi+b2 = (a,0, §)+(0,0, g) = (a, b, “7“’), welches die erwiinschte (a, b, ¢) ergibt aus die Uberlegung,
dass ‘%"b = % = ¢. Also sind alle Vektoren aus dem Losungsraum von diese beide eindeutig ausgedruckt,
und v1, vy ergeben eine Basis vom Losungsraum. Der Vektor vs = (0,0, 1) ist linear unabhéngig von den
anderen beiden, und bildet daher mit den anderen beiden zusammen ein Basis fiir R?, denn (a, b, c) € R3 ist

als avy + b,2 + (¢ — %f2)v; eindeutig in den Basisvektoren ausgedruckt.



Aufgabe 3: (3 P.) Finden Sie drei verschiedene Basen des Unterraums {(z,y,2) € R | z +y + 2z = 0}.
(Anderungen der Reihenfolge zihlen nicht!)

Lésung:
(1,-1,0),(1,0,—1)
(1,1,-2),(1,-2,1))
(1,-1,0),(1,1,-2)

Aufgabe 4: Sei f: R — R die Funktion f(z) = e*. Fiir jedes n > 0 sei g,: R — R die Funktion
gn(x) = 2™

Aus der Analysis ist bekannt: f(z) = 300 (2 und f'(z) = f().

Zeigen Sie, dass f(z) keine Linearkombination des unendlichen Systems (g, (x))nen, ist.

Losung: Suppose f(x) eine Linearkombination der g; ist. Dann ist f(z) = Zf:o a;gi(z) ein Polynom
in den einen Variabel z. Als solches hat f(z) ein Grad, als Polynom, der auch fillt mit der Ableitung, so

f'(z) hat niedriger Grad als f(z). Dann, aber, kann unméglich f(xz) = f’(z), und daher ist f(z) keine
Linearkombination.

Aufgabe 5: Die Sinus-Funktion ist stetig, es ist sin(nw) = 0 fiir jedes n € Z, und sin(z) > 0 fiir
alle z € (0,m). Zeigen Sie: mit f,(z) = sin (%) ist das unendliche System fi(z), f2(z), f3(z),. .. linear

n!

unabhingig in CY(R).

Losung: Angenommen es wére linear abhéngig. Dann géibe es ag,...,a, € R und ig < -+ < i, mit

apsin| — | +aysin| — | +...apsin| — | =0
Zo! Z1! Zn!

Dann konnen wir als erstes {iberlegen was in der Punkt 2 = (4,, — 1)!7 passiert. Dort sind alle ;% fiir j <n
;!

multipeln von 7, und daher wird sin dort verschwinden. Es bleibt uns

a,, sin <7T> =0
in

und mit 4,, > 1 erhalten wir dann % € (0,7), und daher a,, = 0.
Auf diesem Wege konnen wir auf a; = 0 schliessen fiir alle j mit 7; > 1. Bleibt uns hochstens den Fall 75 = 1,

und wir kénnen auch dabei annehmen dass alle andere a; = 0 sind. Dann gilt aber fiir z = 7/2

ag sin <7r{2> = ag sin (g) =0

woraus wir folgern kénnen dass ag = 0.

Aufgabe 6: Sei U C R* der Unterraum Spann(v1,v2, v3,v4, v5), wobei v; = (1,2,3,0), vo = (1,0, 1,2),
vz = (1,—-1,0,3), v4 = (0,2,2,1) und vs = (2,1, 3,3).

a) (3 P.) Bestimmen Sie eine Basis von U, die aus einigen der Vektoren v; besteht.

b) Untersuchen Sie, wieviele verschiedene Basen sich aus den v; zusammensetzen.



Losung:

a)

Wir schreiben unsere erzeugende Vektoren als Spalten in ein Matrix, um uns Uberblick zu erschaffen,
und manipulieren diese Matrix Schritt bei Schritt mit Spaltenoperationen um so viele Stellen wie
moglich in dem Matrix zu Null zu bringen. Dies entspricht das finden von lineare Abhingigkeiten

unter den v;.
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und an dieser Stelle kénnen wir feststellen, dass die Vektoren (1,0,1,2), (0,0,0,3) und (0,1,1,-1)
linear unabhiingig sind, denn ist a(1,0,1,2) 4+ 5(0,0,0,3) + ¢(0,1,1,—1) = 0, dann ist wegen der erste

Koordinat a = 0, wegen der zweite Koordinat ¢ = 0, und (0,0, 0,3) = 0 genau dann wenn b = 0.

Also ist einen Basis aus den Vektoren vs, vq4 — 2(v5 — v3) und vs — v erhéltlich. Aber dann kénnen wir
gleich die Vektoren vg, v4, v5 als Basis nehmen, denn wenn vy, v4 — 2(vs — v2), v5 — v linear unabhingig
sind, und ave + bvy + cvs = 0, dann ist auch (a + ¢)ve + bvg + ¢(vs — v2) = 0, und auch (a + ¢)ve +
b(vs —2(vs —v2)) + (¢ — 2b)(vs — v2) = 0. Durch lineare unabhéngigkeit von die drei Vektoren erhalten
wira+c=0,b=0und ¢ —2b = 0. Mit b = 0 wird ¢ — 2b = ¢, und so ist auch ¢ = 0. Dann wird

a + ¢ = a, und somit a = 0.

Wir kénnen aus die Berechnungen oben auch noch schliessen dass v1 —ve —2(v5 —v3) = v1+va—2v5 =0
und v — vy + (vs — vg) = vz — 2vu3 + v5 = 0. Diese kénnen wir umschreiben in v; = 2v5 — v9 und
v3 = v5 — 2vy. Daher folgt dass v1,v3 € Spann(ve, vs).

Weiterhin kénnen wir aus vz = vs — 2vy schliessen dass vs = v3 + 2v9, und daher vs € Spann(vy, v3).
Durch einsetzen in vy = 2v5 — ve erhalten wir v; = 2v3 + 4vy — v9 = 2v3 + 3vg, und damit auch

vy € Spann(vg, v3).



Aus vy = 2v3 + 3vy folgt 3ve = 2v3 — vy, und daher ist vy € Spann(vy,v3). Durch einsetzen in
vs = v3 + 2v9 erhalten wir vs = v3 + %’03 — %vl, und daher vs € Spann(vy, v3).

Aus vy + vy — 2u5 folgt v1 + v = 205, und daher dass vs € Spann(vy, v2). Dann ist auch vy = 2vs — v =
209 — %vl — %vg = %Ug — %01, und somit auch vz € Spann(vy, vs).

Aus v1 + vo — 2v5 folgt va = 2v5 — vy, und daher ist vy € Spann(vy,vs). Aus vs = %’1}3 — %vl folgt

vy = %v5 + %vl, und so auch vs € Spann(vy, vs).

Aus v5 = %’Ug — %vl folgt v; = % — %115, und so ist v; € Spann(vs,vs). Aus vs = vz + 209 folgt

Vg = %’1}3 — %v5, und so ist auch vy € Spann(vs, vs).

Diese Berechnungen zeigen uns dass jede zwei von den vy, v, v3,vs5 liegt in dem Spann von jede zwei
anderen davon. Dazu kommt auch dass vs in keine von diese liegen. Da jede zwei Vektoren von den
anderen zwei aufgespannt werden, reicht es zu zeigen dass mit eine bestimmte Wahl von Vektoren vy
nicht ausgedruckt werden kann. Zu diesem Zwecke nehme ich vy, v2 und zeige dass vy & Spann(vy,vs).
Ist vy = avy + bvg, dann ist wegen den ersten Koordinat 0 = a + b, und so ist a = —b. Also ist
vg = a(vy — v2). Nun ist aber v; — v = (0,2,2,—2), und so muss wegen der zweite Koordinat a = 1,
aber wegen der vierte Koordinat a = —%. Daher koénnen wir keine a, b finden so dass vs = avi + bvs,

und so liegt vy nicht in Spann(vy, va, v3, vs).

Aus diesen ganzen Uberlegungen folgt nun dass ein Basis aus vy, vg, v, v4, v5 besteht aus vy und ein
Basis aus vq,vg,v3,v5, zu den jede von die 6 oben aufgelistete Paare gut funktionieren, aber keine

andere.

Aufgabe 7: (2 P.) Sei U C V ein Unterraum. Die Relation ~ auf V' wird wie folgt definiert: es ist v ~ w

genau dann, wenn w — v € U gilt. Zeigen Sie: ~ ist eine Aquivalenzrelation auf V.

Losung: Reflexivitdt: Ist z € V. x — 2 = 0 € U per Definition.

Symmetrie: Sind x,y € V. x ~ y heisst x — y € U. Dann aber ist y —x = —(x — y) € U, und daher y ~ x.
Transitivitdt: Sind z,y,z € Vmit e ~yund y ~ z. Dannist rt —z2 =2 —y+y — 2z, und z —y € U denn
x~yund y —z € U denn y ~ z, und daher ist x — z eine Summe von zwei Vektoren in U, und daher ist
z—zeU.

Erreichbare Punktzahl: 16



