Friedrich-Schiller-Universitat Jena
Mathematisches Institut
M.Sc. Mikael Johansson

Lineare Algebra und Analytische Geometrie 1

Wintersemester 06,/07 Lésungen zu Ubungsblatt 3

Aufgabe 1: Ist die Relation R eine Aquivalenzrelation auf der Menge X ? Begriinden Sie Thre Antworten.
a) 2P.) X =7Z; xRy genau dann, wenn |y — x| < 3.

(2P) X =Q; =z Ry genau dann, wenn y — x eine ganze Zahl ist.
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)
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¢) 2P) X =R; z Ry genau dann, wenn () cos(@?) _ sin(y) cos(y”) gilt.
=N; =z Ry genau dann, wenn weder x = 2 noch y = 2 gilt.
) X =N Ryg d d 2 noch 2 gil
)

X =7Z; =z Ry genau dann, wenn z(y — 1) = y(z — 1) gilt.

Loésung:
a) Nein, denn dieses R ist nicht transitiv. Zum Beispiel ist 1 R 3 und 3 R 5 aber 1 R 5.

b) Ja, denn x — x = 0 ist ganz fiir alle z € Q (reflexiv), ist x —y € Zund y — 2z € Z so ist v — z =
xr—y+y—z=(r—y)+ (y— z) eine Summe von ganze Zahlen und somit ganz (transitiv) und auch

ist  —y € Z so ist y — x € Z (symmetrisch).

c¢) Ja, denn mehr allgemein gilt fiir eine Abbildung f dass die Relation @ gegeben durch =z @ y genau
dann, wenn f(z) = f(y) wird eine Aquivalenzrelation, denn f(z) = f(x) (reflexiv), ist f(z) = f(y)
und f(y) = f(2) so ist f(x) = f(z) (transitiv) und ist f(z) = f(y) so ist f(y) = f(x) (symmetrisch).

. . . __ sin(x) cos(z?)
Daher ist dies auch den Fall hier, wenn f(z) = == 5 3%—.
d) Nein, denn 2 R 2, und somit ist diese Relation nicht reflexiv.

e) Diese Relation ist reflexiv, denn z(x — 1) = z(x — 1), und auch symmetrisch, denn z(y — 1) = y(x — 1)
impliziert dass auch y(z — 1) = z(y — 1). Sind nun «,y,z derart, dass z(y — 1) = y(z — 1) und
y(z—1) = z(y—1). Dann ist zy(z —1) = 2(y — 1)z = (z — 1)yz, und somit durch Kiirzen mit y erhalten
wir auch z(z — 1) = z(x — 1). Also hilt auch transitivitit, und die Relation ist eine Aquivalenzrelation.

Aufgabe 2: Wir betrachten die folgende Relation auf der Menge N x N:
(n1,m2) ~ (m1,m2) <= n1+ma=ng+m.
a) (2 P.) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

b) (2 P.) Enthilt jede Aquivalenzklasse ein Element der Art (n,1)?



¢) (3 P.) Konstruieren Sie eine Bijektion von der Menge (N x N)/~ der Aquivalenzklassen nach Z. Welche
Aquivalenzklasse haben Sie auf 0 € Z abgebildet?

Loésung:

a) (ny,ng) ~ (n1,ns), denn ny+ns = ny+ngy. Also ist ~ reflexiv. Weiterhin, wenn nq +mso = no+my, dann
ist m1+nge = n1+mse, und daher ist es auch symmetrisch. Angenommen, nun, dass (n1,n2) ~ (my, mso)
und (mq,me) ~ (k1, k2). Wir iiberlegen uns ob dann nj + ko = ng + k1. Zu Hilfe kénnen wir gebrauchen

dass n1 + mo =ng + My & Ny —Ng =M1 — Mo.

ny + ko =nq + ko +mo — mo
= (n1 +ma) + ka —mo
= (n2 +mq) + ko —mao
=ng + ko + (M1 — my)
=ng + ko + (k1 — ko)
=no + ki +ky — ko
=no + Ky

und somit haben wir gezeigt dass ny + ko = nos + k1, und somit dass (nq,ns) ~ (ki, k2). Daher ist ~

auch transitiv, und somit eine Aquivalenzrelation.

b) Ist (n1,ns) in eine Aquivalenzklasse, so ist ny — no = (ny — ng + 1) — 1, und somit ist (n1,n2) ~
(n1 — ng + 1,1). Dieses Ausdruck, wiederum, ist nur dann definiert, wenn ny > ne — 1 ist. Also hat
zum Beispiel (1,5) keine dquivalente Element der Art (n,1).

¢) Wir haben schon in a) gesehen, dass fiir alle Elemente (n1,ns) einer bestimmten Aquivalenzklasse, die
Ausdruck nq —ns konstant bleibt. Weiterhin kénnen wir alle werte in Z als solche Differenzen erhalten.

Also werden wir schauen, ob (n,ns) — n; — ng tatséchlich eine Bijektion ist.

Elemente der Form (k,0) und (0,%) formen eine vollstindige Menge von Reprisentanten fiir die
Aquivalenzklassen, denn (k,0) ~ (,0) impliziert £ + 0 = [ + 0 und somit k = [. Gleich gilt wenn
(0,k) ~ (0,1) dann ist k = k+0 =1+ 0 = [. Schliesslich ist (k,0) ¢ (0,1) wenn k oder [ nicht null sind,
denn dann wére k + [ = 0, was fiir nicht-negativen Zahlen nicht geht.

Surjektivitiit folgt daraus, dass jedes k > 0 als (k,0) und jedes k < 0 als (0, k) dargestellt werden kann.
Die Uberlegungen oben zeigen, dass tatsichlich mindestens eine Aquivalenzklasse fiir jedes solches Zahl

auftaucht.

Injektivitéit fordert, dass wenn immer (n1,n9) und (mq,ms) die gleiche Zahl bestimmen, dann sind sie
auch dquivalent. Aber wenn die beide die gleiche Zahl bestimmen, dann ist ny — no = my; — ms, und

dann auch n; + ms = no + my, und somit die beide Elemente auch dquivalent.

0 ist dargestellt durch die Aquivalenzklasse (n,n), fir n € N.

Aufgabe 3: Die lexikographische Ordnung <j., auf Ny x Ny wird wie folgt definiert:



Es ist (a,b) <jex (¢, d) genau dann, wenn entweder a < c gilt, oder es ist a = ¢ und b < d.
Zum Beispiel gilt (1,2) <jex (1,4) <iex (2,0).
a) (3 P.) Zeigen Sie, dass <jex eine Ordnung auf Ny x Ny ist.

b) Zeigen Sie, dass jede nichtleere Teilmenge T von Ny x Ny ein kleinstes Element beziiglich <jox hat.
Anders gesagt: Selbst fiir unendliche Teilmengen T gibt es ein (a,b) € T derart, dass (a,b) <jex (¢, d)
gilt fiir alle (¢,d) € T.  Hinweis: Hat nicht jede nichtleere Teilmenge von Ny ein kleinstes Element?

Loésung:

a) Es ist reflexiv, denn fiir (a, b) gilt dass a = a und b < b. Es ist antisymmetrisch, denn fiir (a,b) <jex (¢, d)
gilt entweder ¢ < ¢ und dann nicht ¢ < a, oder es gilt b < d und dann nicht d < b. Es ist transitiv,
denn ist (a,b) <jex (¢,d) und (¢, d) <jex (e, f), dann kénnen wir folgende Félle unterscheiden:

a < ¢ Dann ist a < e, und somit alles OK.
¢ < e Dann ist a < e, und somit alles OK.

a =e Dann ist b < d < f und somit b < f und alles OK.

b) Ist T' C Ny x Ny, so kénnen wir Tp setzen fiir die Menge alle erste Koordinate. Dann ist Ty C Ny, und
hat somit eine kleinste Element a. Alle Paare (m,n) mit m > a sind somit sowieso in diese Ordnung
>1ex (a,k) fiir alle & € Np. Und in die Menge alle Paare der Form (a, k) gibt es ein kleinste & das
vorkommt. Dieses (a, k) hat die Eigenschaft, dass es kleiner ist als alle andere Paare der Form (a,b),

und auf jeden Fall kleiner als alle Paare der Form (n,m).

Aufgabe 4: Kritisieren Sie die folgenden Uberlegungen.

Es ist iiberfliissig, dass man extra verlangt, dass Aquivalenzrelationen reflexiv sein miissen. Man
sieht ndmlich leicht, dass jede symmetrische, transitive Relation auch reflexiv ist: denn aus = R y
folgt y R x wegen Symmetrie; und da z Ry und y R x gelten, folgt * R x wegen Transitivitit.

Losung: Wenn nicht reflexivitit verlangt wird, dann ist auf keinem Fall gewéhrleistet, dass z R x dafiir
hilt. Zum Beispiel kénnen wir die Relation auf {1,2, 3,4} nehmen, dievon 1 R2,2R1,1R3,3 R1,2 R 3,
3R2,1R1,2R2,3 R 3 gegeben wird. Hier ist transitivitdt und symmetrie beide vorhanden, aber 4 R 4
halt trotzdem nicht.



