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Aufgabe 1

a) FEin System von Vektoren vy, ..., v, ist genau dann linear unabhéngig wenn gilt:

<Smd Ayos 2 €KY vy = 0) =\=0Vie{l,..,n})

i=1

b) Die Vektoren vy := (1,1),v3 := (2,—1),v3 := (3,7) € C sind nicht L.U. iiber R denn, fassen wir sie als Vektoren
im R-Vektorraum R? auf dann:

.
Sei A := ( V1 V2 U3 .
.

Aufgabe 2
Aussage a) ist Falsch. Gegenbeispiel:

v1 = (1,0) =: vg,wy := (1,0),wz := (0,1). w1, ws : Basis von R?
S’eif:R2—>R2:f(Ul)Zwl/\f(UZ)ZU’Q

= wy = w1 Widerspruch



Aufgabe 3
a) Sind V, W zwei k-Vektorrdume, dann ist eine lineare Abbildung f : V' — W eine Abbildung die folgendes erfiillt:

Y\pek YoueV @ f(dv+ pu) =Af(v) + pf(u)

b)
Seiv e V\U, ueU.
fo+u) = f) + f(u) =0+ f(u)
Ist (v+u) € U? Nein, denn : Wiire (v+u) € U — (v +u —u) = v € U Widerspruch
Svtu¢U= flotu) = flu)=0
=YveV : flv)=0. O

Aufgabe 4

a) Ist V ein endlich dimensionaler k-Vektorraum und bi,...,b. € V linear unabhingige Vektoren. Dann gibt es
Vektoren b,41,...,b, € V so dass by, ...,b,,b,41, ..., b, eine Basis von V bilden.

b) Sei B:by,..., b, eine Basis von U, C : by, ..., b, ..., b, eine fortgesetzte Basis von V. Satz der linearen Fortsetzung:

IFeL(V,V): fb)=beUYic{l,..r} A f(b))=0€UYi€ {r+1,..,n}

:Vu:zn:)\lbze‘/f(u):f<i)\lbl> :i)\zf(b’>:i)\zbl€(]/\ (:ufallsuEU) —>fEL(‘/,U) O]
1=1 =1 =1

i=1

Aufgabe 5

a) Sei A € M(m x n,k) die gesuchte Matrix, wobei n = dim(V), m = dim(W). Vorraussetzungen: Eine Basis
B :b1,bs,....,b, von V und eine Basis C' : ¢1, 3, ..., ¢y, von W. Dann ist A gegeben durch:

i — te Spalte von A = A - e; = Koordinatenvektor von f(b;) beziiglich C
Da f(b;) bekannt ist und auch dessen Koordinatenvektor fiir jedes i, ist auch A leicht zu konstruieren.
b)

b1 = (172,3), b3 = (07 1,2), C1 = (1, 1, 1), C3 = (O7 1, 1)7 u .= (1,17 1) = bl — b3
= wuy = (1,0,—-1) : Koordinatenvektor von u.

A-u, =(2,0,-3) = f(u) =2¢; — 3¢5 =(2,-1,-1)



Aufgabe 6

a) Seien A, D € M, (k) jeweils eine Blockmatrix und eine in oberer Dreiecksgestalt, d.h

o
A:<B i >7bzw.3m<neN:[(i>m/\j<m):>(Aij:O)}

0 C
Dij =0V ] <1
Dann gilt:
det(A) = det(B) - det(C) A det(D) =[] D
i=1
b)
r+3 2 -9 0
B:<m81 _2>,c:(x_+23 31),13: 2 z-1 -1 (g ‘_4>
v ’ 0 0 x—4 v
?
P.(A) =det(A—2FE,) = det ( ? D ) = det(B) - det(D) = det(B) - det(C) - (x — 4) = x(z — 1)(z — 4)(x + 1)?
= 0,1,4,—1 : FEigenwerte von A
Aufgabe 7

a) Ist f:V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus auf den endlich dimensionalen unitdren Raum V', dann gibt
es mindestens eine Othonormalbasis B : by, ...,b, von V die aus lauter Eigenvektoren von f besteht (also hat f
auch mindestens einen Eigenwert) und alle Eigenwerte von f sind reel.

b)
4 24
A= ( 2-i 0 )
P.(A) =det(A—2E;) = (z —5)(x+ 1) = 5,—1 Eigenwerte

E5(A) = Kern(A—4Es) ={((241) - t,t) |t € C}, v1:= —=-(2+14,1) € E5(A) — v =1

S

(2;%‘) ) | EECY g im - (—(241),5) € E_1(A) — [[us]| =1

E_1(A) = Kern(A+ E3) = {(— V10

Da A hermitesch = L4 : Selbstadjungierter Endomorphismus = vy 1vs A vy, ve Linear Unabhingig

= v1, Vg : Orthonormalbasis von C



