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Aufgabe 01
(a) Unter Verwendung der Definitionen
8rG 8rG Ac? ec? ~
Q= 3?MM , Qr = 3?MR , Q= 3H2 Q= TRZHZ My = MM02R3 (0.1)

und der Friedman-Lemaitre Gleichung
1=Qr +Qr+Qp +Qpr (0.2)

lasst sich zeigen dass fiir Staubkosmen (ug = 0) die Bedingung

QAOa3+(1—QMO—QAO)a—|—QMO:O (03)
aquivalent ist zu
2 &G MM
—AR* 4+ —— 5~ =0 . 0.4
s T3 TR T (04)

Doch dies ist genau die Friedman-Lemaitre Gleichung (p = 0)

2 87G M, .
%ARz + %TM —ec? = R? (0.5)
—Uett (R)

ausgewertet fiir R = 0. Damit entspricht (0.3) der Bedingung an a am Wendepunkt, im Modell fiir das es
noch gerade so einen Wendepunkt gibt.

Betrachten nun die Beschleunigungsgleichung fiir Friedman-Lemaitre Modelle (p = 0)
R ec? + R? B

2= +

i =2 Ac* =0 (0.6)

Einsetzen von (0.5) in (0.6) zur Eliminierung von R liefert

R Us(R) )
25— g —AC =0 (0.7)
Besitzt a(t) := R(t)/R, einen Wendepunkt bei a,, =: Ry, /R,, so nimmt dort (0.7) die Form
Ueff(w) 2
T — A =0 (0.8)

bzw. mit Hilfe von (0.5) und (0.1) die Form

871G ~ QuoR3
3 _ M _ Moll, )
R = 5oy Mm 20n, (0.9)



an. Bedingung (0.9) ldsst sich schreiben als

Qo ?
— o 0.10
0 [MAJ (0.10)

Die Bedingung fiir die Existenz eines Wendepunktes von a(¢) ist bekanntlich entweder ¢ € {0, —1} oder
e =41 und A > Ag, wobei

4

2
Ap = [CN} (0.11)
47TGMM

die der Masse M, m entsprechende kosmologische Konstante im Einstein Kosmos wire. Letztere beiden
Bedingungen lassen sich mit Hilfe von (0.1) geméfs

Y A (0.12)
K= 7ReH? TN T 2THORSQZ, '
formulieren. Kombination der beiden Bedingungen in (0.12) und (0.2) liefert schliefslich
41— Qp — Qpr)® +270%,04 >0 (0.13)

Betrachten die Friedman-Lemétre Gleichung (0.5) fiir Staubkosmen mit ¢ = +1. Das Maximum des effek-
tiven Potentials Ueg liegt genau bei

1

Rmax = % = ! ’ (014)
2A AVAE
mit dem Wert
AT
Ueff(Rmax) == *02 |::| . (015)
Ag

Hieraus ist zu erkennen, dass im Falle A > Ag das (vom Urknall kommende) Universum stets expandiert.
Das Potential Uyg(R) ist streng monoton wachsend fiir R < Ry,ax und streng monoton fallend fiir R > Ryax.
Zusammen mit R = —dpUs.g fithrt dies dazu, dass die Expansion fir R < Rpyax verzogert und fiir R > Rpax
beschleunigt wird. Ist A &~ Ag, so ist im Bereich R ~ R, die Expansion natiirlich extrem langsam:
R < R. Der Punkt Ry, ist iibrigens genau der Wendepunkt von R(t) aus Teil (a).

Aus (0.5) ist zu erkennen dass

R2 2 Ue R 2
H? — = _;% - 2(2 ) _ %A +O(R™2) + O(R™) (0.16)
fir R — oo, bzw.

Aus den Definitionen (0.1) und der Friedman-Lemaitre Gleichung (0.2) ist abzulesen

(0.1) BHZ ) (02) 3H]
srG M° T &G

01) 3 c? ec?
[179A0*QK0] (:)% |:H023A+R2:| (018)

o

KMo =

Zusammen mit der Beziehung (1 + z) = R,/Rmax und (0.14) lésst sich (0.18) schreiben als

2 2.3
/f”MoZiS H; A+ E AE'A%

a % (1+2)2 (0.19)




Fiir A = Ag und € = +1 nimmt (0.19) die spezielle Form

~ i 2 1 _ 1 L2
e [H * [(1 +2)? 3} ¢ A] (020)

an. Beachte dass Friedmann-Lemaitre Staubkosmen mit € = +1 durch zwei Parameter festgelegt sind, z.B.

P 1
A und Mj;. Doch unter der Forderung dass A =~ Ag, wird der Kosmos nur noch durch einen Parameter
beschrieben, z.B. H, (definiert zum Zeitpunkt der Rotverschiebung z nach Ruyax). Ziel ist es nun A in (0.20)
durch H, zu ersetzen.

Machen ab nun die Ndherung A ~ Ag. Ist pupax die Massendichte fiir R = Ry so gilt

(0.14) 1 (0-11) 47rGMM (©.1) 477G phmax RS

Rmax ~ 0.21
\/E ct c? (0.21)
bzw.
(0.21) ¢2 1 (0.21) 2Ag
max ~ ~ .22
. inG RZ,_ inG 022)
Ersetz man
3 2
KMo Rmax Mmax (0.22) C AE
o = Mmax * = HMmax * = = 0.23
paa . max K |: Ro :| (1 + 2)3 4G (1 =+ Z)S ( )
in der linken Seite von (0.20) so lédsst sich durch Umstellen und der Ndherung A ~ Ag zeigen dass
AAp~H?. 2 1 +1_1 (0.24)
° " 13(1+23 (1+2)2 3 '
Wiederum eingesetzt in (0.20) fithrt schlielich auf
3H2 3 1 -
Pnto = I—S(1+2)+=(1+2)3 (0.25)
8T 2 2
Fiir den Spezialfall z = 2 erhélt man
3H?
0.26
Hro =~ S0m G ( )
Aufgabe 02
(a) Die allgemeine Friedman-Lemaitre Gleichung lautet
. 8rG
R? = 3 (uM—i—,uR)RQ—i— AR2—€C
_62R72 87G R* +8WG£4 +AR4 _€R72 (0.27)
R |32 R2MM T 32 MR T 3R T g2 '

Unter Verwendung der Erhaltungssiitze o RS = py R? und ppoRE = prR* nimmt (0.28) die Form

. R? [8rG 87 G AR* R?
R =08 [ s Mool + o ro Rg + 3R R2] (0.28)
an. Unter Verwendung der Definitionen (0.1) nimmt (0.28) die Form
: R2 [ R Qu QR RYQpo, R?
2 _ __27% |1 ) o e o v 9
R e o [Ro O QKO + RIOL + R (0.29)



an. Ersetzung von R/R, =: a in (0.29) ergibt

R? , Oro | Qo | Qo 4| o
— a4 =— . 0.30
20 6[QKOa+QK0+QK0a +a (0.30)
Durch die Transformation dn = %t erhélt man aus (0.30) schlieflich
da]® € 4 9
—| = —= [QMoa+QRO+QAOa + Qgoa ] (0.31)
d77 QKO
Im Falle ¢ = 0 ist —¢/Q, in (0.31) lediglich durch R2H?2/c? zu ersetzen.
(b)

Unter der Anfangsbedingung ny; = ng = 0 fiir a = 0, erhélt man fiir einen Staubkosmos (2r = 0,Qs # 0)
nach der L’Hopitalschen Regel

dnm
; 2 ) Qxo 2
tim T gy o gy 2V 020 [ D0 gy Vg (0.32)
a—0 \/a a—0 m a—0 dnnr g a—0 \/Q]woa
sprich nas(a) € O(y/a) fiir a — 0. Analog erhdlt man fiir einen Strahlungskosmos (2p = 0,Qg # 0)
. MR LH. . dngr (0.31) _QKO_
e T a0 (039
sprich ng(a) € O(a) fir a — 0.
Aufgabe 03
Die DGL (0.30) lisst sich nach Ersetzung von —e/Qp, durch R2ZH?2/c? schreiben als
2 R o 4 2
a® = R—;HO . [QMOa—i— Qro + Qroa” + Qxoa }
QM QR QK
_ 2772 o] o
_aHo'|:a3 + P + Qo + a2:| (034)
Im Falle eines flachen Weltmodells (¢ = 0 = Qk,) ohne Strahlung (2, = 0) nimmt (0.34) mit Hilfe von
Definitionen (0.2) die Form
da 1—-Qp 2
= =aH, - %+ Qo 0.35
b, { e ay } (0.35)
gemafs

an. Unter der Anfangsbedingung a(t = 0) = 0 erhélt man durch Trennung der Variablen die Losung von (0.35)

1

Nl=

a3

1 [da 1—Qul™
t=— [, + e
H(,/a{/\—’— }
0

1 2 3 !
_ 5 3 _
= Oghln [a Qpo + VoV 1+ (a® —1 QAO]

_1 o2 |:\/QA0+1:|
_H03\/QA0 Vl_QAo

(0.36)



Speziell fiir Qp, = 0 geht (0.36) iiber in den bekannten Ausdruck

2
t =_ .
lon,=0 = 377 (0.37)
fir Einstein-de-Sitter Kosmen. Fiir 5, = 0.7 geht (0.36) {iber in
0.9641
oy, = 2 (0.38)

was einem deutlich dlterem Kosmos entspricht.

Aufgabe 04

(a)

Durch die Energiebilanzen pinse = paro RS /RS und jige = pgoRE/R2 erhiilt man die Dichteverhéltnisse zum
Emissionszeitpunkt

fRe _ [tRo  Ro (0.39)

EMe — HMo Re
Fand die Emission zur Rotverschiebung zeq = ftao/tro — 1 statt, so folgt aus 1 + 2z = R,/R. und (0.39)
die damalige Gleichheit der Dichten:

HRe HRo
vare it ( a) (0.40)
Mit Hilfe von Definition (0.1) fiir Qps, und dem Stefan-Boltzman Gesetz pupc? = 40T%/c lisst sich zeq

ausdriicken durch

o 3C3HgQMO

o = 1 0.41
4= T GoTa (0.41)

Mit 0 ~5.67x 1078 W-m™2.- K4 H,~70km- s~ - Mpc™!, T, ~ 2.725 K und Qj;, ~ 0.27 erhilt man
aus (0.41):

Zeq A 5.3 x 10° (0.42)

Ro HR,eq Teq
1 = = —— = 0.43
* Feq Req HRo To ( )

erhalt man die damalige Temperatur

Unter Verwendung von

Teq ~ 1.4 x 10* K (0.44)

Nach Stefan-Boltzman ist stets urc? = 40T /c. Aus der Strahlungserhaltung ppR* = const folgt somit

Auro Ry
bzw.
. CSHR0R4 3 R
T = — ° C— 0.46
{ 4o } R? ( )

Die allgemeine Friedman-Laimert Gleichung (0.27) lasst sich mit Hilfe der Massen- und Strahlungserhaltung
schreiben als

. 8rG &G 2
R?> = —— jipoR2 +—— ppoRY+—AR? — &¢? (0.47)
3R S " 3R2 5" 3



woraus die Dominanz der Strahlung fiir R — 0 zu erkennen ist, sprich R € O(R7?) fiir R — 0. Genauer

gesagt

R2. p2 B0 %MRoRi

Zusammen mit (0.45) und (0.46) bedeutet dies

. 0.45
T? SugoR: &E(()j()s

T6 4o

R

bzw.

72 1 g 32m0G
T2 T+ 38
In der frithen Entwicklungsphase erfiillte daher T die DGL

= C~471x10742 2. K

T

die mit der Anfangsbedingung 7'(t1) = 71 die Losung

1 1

besitzt. Aus (0.48) ist zu erkennen, dass R sich in der Frithphase im etwa geméf

. 8rG
R’R* ~ WTMRORE =B
verhalten hat. Losung dieser DGL mit Anfangsbedingung R(0) = 0 ergibt

R(t) ~ [4t*B] i

Nach Teil (a) entspricht dem Zeitpunkt ¢, einer Dichtegleichheit g = piar, die Rotverschiebung zeq =

sprich

&G _1 1
'{MRJ = [2eq] "} - 07T

=

R, (0.54) —1 (053
(14 2eq) = < R, [u2,B] " 2

2teq] ™
ch [ q}

bzw.

T—2
teq X —2 (1+Zeq)_2

27/C

Nach Einsetzen von (0.42) und T, = 2.725 K ergibt sich, dass eine Dichtegleichheit zum Zeitpunkt

teq ~ 3.5 x 10* a

vorlag.

(d) Analog zu Teil (c) erhélt man die Entstehungszeit tcypr der Hintergrundstrahlung geméaf

-2

tcMBR ~ 2\0/5(1 + zcmBr) 2~ 8.1 % 10° a

(0.48)

(0.49)

(0.50)

(0.51)

(0.52)

(0.53)

(0.54)

/’(‘MO//’(‘RO - 1;

(0.55)

(0.56)

(0.57)

(0.58)



