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Aufgabe 01
(a) Aus
d, o dtd, o 1 /. . oo\ R R
g W) = o (WR%) = 7 (uR +3uR R) =7 ot 3ug
wird ersichtlich, dass die DGL
d 3 3pR?
E(N’R ) = - 2
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. R _pR

was zum ersten zu zeigen war. Aus (0.2) folgt auch sofort

R d
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bzw.
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Die DGL (0.5) ldsst sich durch Trennung der Variablen leicht 16sen und ergibt

Ry 3(1+w)
H = ko - [R}

mit u(Ro) < 1o als Anfangsbedingung.
(b) Aus (0.6) ldsst sich direkt ablesen:
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Aufgabe 02

(a)

Zum einen ist aus (0.7) abzulesen:

H, 2 B Q, R. 3(14+w)
H.| Q, |R,

Zum anderen folgt aus der Friedmann Gleichung

] -

Vergleich von (0.8) und (0.9) liefert sofort

1+3w
1
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Unter Verwendung der Rotverschiebungsbeziehung 1 + z = R, /R, schlieklich

RN I Y N
Q. |, (1+ 2)i+8w

Unter Verwendung von (0.8) ldsst sich schreiben

Qo = Qe —
[Ho R,

Einsetzen von (0.12) in (0.9) fithrt auf

o, 2 R, 2 R. 3(1+w)
[H} M (1= 8e) + 12 M

und unter Verwendung von 1+ 2z = R,/R, auf

2
E] = (142)72(1 = Q) + Qe(1 4 2) 20+

Im Spezialfall eines Einstein-de-Sitter Kosmos (¢ = 0 bzw. Q. = 1, w = 0) nimmt (0.14) die Form

an. Im Falle eines Staubkosmos (w = 0) nimmt (0.14) die Form

[gr = (1+2)72(1 = Q) + Qe(1+2)7°

an. Im Falle eines Strahlungskosmos (w = 1/2), nimmt (0.14) die Form

12

H,
2] —araa-a) e
an. Im Falle eines Vakuumkosmos (w = —1), nimmt (0.14) die Form

_0} =(1+2)72(1-Q)+Q
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(d) Formel (0.11) kann umgeschrieben werden als

=07 (1— Qiz)e(l T z)lsu (0.19)
Im Falle von Staub (w = 0) und Q. = 1.0004, z = 1089 erhélt man den heutigen Wert von
Q, =~ 1.77 (0.20)
Im Falle Q. = 0.9996 erhilt man
Q, ~ 0.696 (0.21)

Aus den beiden Beispielen ist zu erkennen, dass die kleinste Abweichung des Dichteparameters vom Wert
1 zu fritheren Zeiten, zu einer enormen Abweichung heutzutage fiihren wiirde. Die Tatsache dass der Wert
heute nahe um 1 liegt, impliziert dass {2 zu fritheren Zeiten noch viel ndher dran war.

Aufgabe 03
(a) Aus den bekannten Darstellungen
Do = xR(t,) , De=xR(te) . Dp=r(x)R(to)(1+ 2) (0.22)
ergeben sich fiir einen Einstein de Sitter (EdS) Kosmos (e =0, r = x, € =1, ¢ = 1) die Bezichungen
Dy, D, Dy,

—_— D, = = 0.23
1+2z 7 ’ (0.23)

D, = -
T+z  (1+2)72

Anderseits nimmt die Mattig Formel

Dy =

H:qg [qoz + (1= qo) (1 - m)] (0.24)

mit Hilfe von (0.15) die Spezialform

2 15) 2
DL:FC[HZ_m} “L“FC(HZV [Vitz—1] (0.25)
o e
an, so dass man schlieflich die Darstellungen
2c 2c
DO:F(1+2)[V1+Z_1] ; De:F[Vl_‘_Z_l} (0.26)
bzw.
2 1 2 _3
DO:FC[l—(l-i-Z) é} : De:ﬁc(uz) P Vitz—1] (0.27)

erhélt. Obige Beziehungen sind in Abb. 0.1 graphisch dargestellt.
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Figure 0.1: Zur Aufgabe 03(a): Entfernungen Dy, D,, D.
im FEinstein-de-Sitter Kosmos, in Abhéngigkeit von der
beobachteten Rotverschiebung z. Fiir z — oo, konvergiert
D, — 2¢/H,, De — 0 und Dy — oo.



Die Fluchtgeschwindigkeiten v,, v, erhélt man durch v, = H,D, bzw. v, = H.D,, geméif

vo "F2e 1 (142)7F] v e [VIFz -1

Deren Verlauf ist in Abb. 0.2 graphisch dargestellt.
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Figure 0.2: Zur Aufgabe 03(a): Fuchtgeschwindigkeiten
vo/c und v./c im Einstein-de-Sitter Kosmos, in Ab-
héngigkeit von der beobachteten Rotverschiebung z. Fiir
z — 00, konvergiert v — oo und v, — 2c.

(b) Entwicklung von (0.25) und (0.27) in z liefert

Dy

—ir+j—j+mﬂ—=i +£@—HOH)
TH, T4 T8 S I R :
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in voller Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus Serie 02, Aufgabe 02.

(¢) Entwicklung von (0.28) in z liefert

Vo =0z — %22 + %23 +0(z%)

Ve = €2 — 222 + gzg +0(2%)

Andererseits liefert die speziell-relativistische Formel

L [14ved/c _q
1—veq/c

fiir die Doppler-Verschiebung, den Ausdruck

14+2)2-1 c

(0.28)

(0.29)

(0.30)

(0.31)

(0.32)

Der Vergleich mit (0.30) offenbart, dass (0.32) vom Tatséchlichen v, (in 2. Ordnung) genauso stark abweicht,
wie eine Niherung 1. Ordnung von (0.30).



Aufgabe 04

(a)

Mit den Definitionen

1 R R
=—— H:=— 0.33
T THR R (0.33)
kann die Beschleunigungsgleichung
R e+ R? )
umgeschrieben werden in
2 ec? 2 2
—2H?q + 52l + H* = —xpc (0.35)
Mit Hilfe der Friedmann Gleichung
2
ec
=zt H? = QH? (0.36)
und den Definitionen
4
P npc
== Q.= 0.37
v pe? 3H? (0:37)
lasst sich (0.35) umschreiben in
21%q 2% spe? 1 am? 20 a2 (3w + 1) (0.38)
bzw.
2qg = Q(1 4 3w) (0.39)

Im Spezialfall von Staub (w = 0) erhélt man 2¢g = . Im Spezialfall von Strahlung (w = 1/3) erhélt man
q = .

Aus (0.37) ist ersichtlich, dass bei gleicher Massendichte p und Hubble Zahl H, die Dichteparameter der
beiden Kosmen iibereinstimmen. Nach obigen Uberlegungen folgt dann die Beziehung

2QStaub = (stralung (040)
zwischen den jeweiligen Verzogerungsparametern.

Aus der Friedmann Gleichung

3 .
ﬁ(sc"’ + R?) = spct (0.41)
ist abzulesen, dass im Falle ¢ = +1 der maximale erreichbare Weltradius (R = 0) durch

3
R =— (0.42)
e
gegeben ist. Beachtet man die Energiebilanz yR* = const fiir Strahlungskosmen, so lisst sich (0.42) auch
schreiben als

R P R (0.43)

Unter Verwendung der Friedmann Gleichung (0.36) und der Definition (0.37) fiir Q lésst sich Ry durch Hy
und pg ersetzen, so dass man schlieflich

3sepoc®
B2 = P (0.44)
(sepoc* — 3Hp)




erhélt.

Unter Verwendung der Entwicklungsgleichung

R2(t) = —c*2 + 2¢%R2 - , | % (0.45)

(Anfangsbedingung R(0) = 0) fiir Strahlungskosmen im Falle ¢ = +1, erhélt man durch Nullstellensuche
der Ableitung von R? den Zeitpunkt der maximalen Expansion:

RH] X
tmax = B2 - % = s (0.46)

Alternativ konnte Ry ax auch durch einsetzen von (0.46) in (0.45) bestimmt werden.

Staubkosmen: Aus der allgemeinen Beziehung (0.42) und der Energiebilanz puR? = const fiir Staubkos-
men, erhalt man

%62

R = =5 moRg (0.47)

Unter Verwendung der parametrisierten Entwicklungsgleichungen

%02

R(t) = - o BY(1 — cosn)

%02

ct = TMORS (n — sinn) (0.48)
(Anfangsbedingung R(0) = 0) fiir Staubkosmen im Fall e = +1, lisst sich durch Vergleich mit (0.47) die

Expansionszeit

Staub __ T 3_ T
tmax - EKCN’ORO - 276

Ryt (0.49)

bestimmen (entspricht = 7).

Vergleich: Aus (0.49) und (0.46) erhélt man fiir Staub- & Strahlungskosmen mit gleichem Maximalradius,
ein Expansionszeit-Verhéltnis von

G _n
G 2 0




