Kosmologie
FSU Jena - SS 2010
Serie 01 - Losungen

Stilianos Louca

July 18, 2010

Erinnerung

Fiir diagonale Metrik g sind die Christoffel-Symbole darstellbar durch
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wobei pu, v, A paarweise verschieden seien.

Aufgabe 01
(a) Aus der allgemeinen Darstellung
g7
7 ::‘7§*(au9Au + 0vgru — OrGuv)
ergibt sich fiir die Metrik g = dr? + r2dp?*:
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(b) Die allgemeinen Geodétengleichungen
BT 78 = 0
nehmen fiir obige Metrik die Form
P—rg* =0, ¢+2Lf=0

an. Aus der 2. DGL, sprich
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erhilt man sofort 72¢ = L : const (Drehimpulserhaltung). Folglich gibt die 1. DGL aus (0.8)
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sprich 72 + 72¢2 = E : const (Energieerhaltung). Bekanntlich bestimmen die Forderungen der Energieer-
haltung (— Erhaltung des Geschwindigkeitsbetrages) & Drehimpulserhaltung (— Erhaltung der Bewe-
gungsrichtung) in der Ebene vollsténdig die Trajektorie (geradlinig, gleichférmig) eines freien Teilchens
gemifs der Newton Theorie.

Erlduterung: Die DGL 72 + r2¢? = E : const und r?¢p = L : const sind dquivalent zu der urspriinglichen
Geodéatengleichung. Als deren Losung erweist sich

r
t) = o +arctan (Ct —b) , r(t)= ———— =71, -/1+(Ct—=0)2 , C,b, g, m : const
olt) = g0 (C1=1) L 1) = s = VI (C) 2

(mit L = r2,C und E = r2,0?). Doch diese entsprich genau einer geradlinigen Bewegung mit Geschwindigkeit
7, Cy, minimalen Ursprungsabstand r,,,, Richtungswinkel g + 7/2.
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Figure 0.1: Zu geradlinigen Trajektorien in Polarkoordi-
naten

(¢) Bekanntlich kénnen Geodéten v = v(s) auch durch den Lagrangian £ = g(%, ) beschrieben werden. Dieser
liefert in Polarkoordinaten die Euler-Lagrange-Gleichungen
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welche dquivalent zu den Gleichungen
r2p=L:const , 72 +r2¢p*=F:const , =T :const (0.10)

sind (vgl. Teil (b)). Bekanntlich beschreibt dann (r, )(s) eine gerade Linie in Polarkoordinaten.

Aufgabe 02
(a) Fiir die Metrik

g = R*dv* + R*sin* v dy® — Adt? (0.11)



(b)

erhélt man die Christoffel-Symbole:

I, =T), =T, =T% =T, =T},=0

Ffw = —sindcos? , T% =0
I, =T =T5,=T5=0
Ty =Ty =Th, =Ty =0

e, =rf, =0, I'f =T7, =cot?

Ff‘)t = Fiﬂ = Ftwt = Fiw =0

I, =Ty, =T%, =0
Der Riemann-Tensor
R 0 = 0,10, — 0,10, + Fl)/\arf&\ - Pf\ml—‘ﬁ)\ (0.12)

ergibt sich fiir obige Metrik (0.11) als:

R 9y = —R’ 59 = sin®
R?yo9 = —R%y9, =1
R’ o, = 0 : sonst

Der Ricci-Tensor R, := R)‘IM,, ergibt sich als

Rops =1, Ry, =sin?v , R,, =0: sonst (0.13)

woraus schlieflich der Kriimmungsskalar

2
R=R‘, == (0.14)

folgt.

Die allgemeinen Geodétengleichungen (0.7) nehmen fiir diese spezielle Metrik die Form
U —@?sindcos? =0 , p+2p0cotd =0, t=0 (0.15)
an.

Die Kurve ~(s) := (¥(s),¢(s),t(s)) := (Yo + 8, %0,t0 + 5 - s) ist eine Parametrisierung des Langenkreises
definiert durch die Bedingungen ¢ = ¢y, % = 5. Sie erfiillt offensichtlich die Bewegungsgleichungen (0.15),
was zeigt dass Langenkreise tatsdchlich Geodéten sind.

Die Kurve ~(s) := (9(s), ¢(s),t(s)) := (Jo, po + s,to + 3¢ - s) ist eine Parametrisierung des Breitenkreises
definiert durch die Bedingungen 9 = 9, j—; = s : const. Sie erfiillt offensichtlich im allgemeinen nur
die 2. Gleichung aus (0.15), die erste genau dann wenn ¥ = 7/2 (der pathologische Fall ¥ € {0,7} sei
ausgenommen). Da g(¥,4) = const, ist dies gleichbedeutend mit der Tatsache dass, der Aquator der einzige
geodétische Breitenkreis ist.



Aufgabe 03

Fiihren die neuen Koordinaten r, ¥, ¢ und 0 < p ein, definiert durch

x Rrsind cos ¢
y | | Rrsindsing
z | Rrcos? (0.16)
w V' p? — R2r?
Durch Einsetzen von
dxr = Rsinv cos p dr + Rrcosvcosp d — Rrsindsing dp
dy = Rsinvsin ¢ dr + Rrcosvsin g dv + Rrsind cos ¢ dy
dz = Rcos? dr — Rrsind d¥
p dp — R?r dr
dw = —/————
/02 — R2r2
in die Metrik
g = da?® + dy? + dz* + dw? (0.17)

ergibt sich die Darstellung

da?+dy?+dz? dw?
1
g = R? dr® + R*r? d¥* + R*r?sin? 0 dp® + oy [p2 dp?® + R*r? dr* — prR* (dp dr + dr dp)]
2 RYr? 2 2.2 392 2,2 i 2 2 2 5 2 2
— {R +p2—R27“2} dr® + R°r* d9? + R*r’sin® 9 dyp er [p* dp* — prR? (dp dr + dr dp)]

(0.18)
Die 3-Sphiére
Br:={2"+y*+ " +w’ =R’} = {p=R}
(Rr)?

ist eine Untermannigfaltigkeit im Raum auf der r, 9, ¢ Koordinaten bilden (mit p = R : const). Die 4er Metrik
g induziert auf dieser daher die 3er Metrik (Pullback-Metrik)

4,.2
gs i= {Rz + RZRTRQQ] dr® + R?r? d9? + R*r? sin? 9 dy?
— R2r
2 dr? 2 792 2 o2 2
=R*- 1—7"2+T d¥* + r<sin“ ¥ dy (0.19)

was genau dem raumlichen Teil der Robertson-Walker Metrik (0.20) im Fall ¢ = 1 entspricht.

Aufgabe 04
(a) Die Christoffel-Symbole der Robertson-Walker Metrik
2 dr? 2 (792 | oin2 2 2 12
g = R*(t) 1—757"2+T (d9? +sin? 9 dp?) | — ¢ dt (0.20)



ergeben sich {iber die allgemeine Formel (0.5) geméfs
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It =
0.b.d.A. sei die Weltlinie v = 7(s) der Galaxie parametrisiert bzgl. deren Eigenzeit s, sprich

— = g(¥,9) = =

bzw. t = 1. Zu zeigen wire: die Kurve v(s) = (ro, 90, 0,to + s) (mit ro,Jg, po,to : const) erfiillt die
Geodéatengleichung. Tatsédchlich:
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0

F 4T 3" = 0+ T, ii =0
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(b) Beginnend mit den allgemeinen Geodéitengleichungen (0.7) erhélt man unter den Bedingungen d=¢p=0
die vereinfachten Gleichungen:
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.. e .. . . . .. err R ..
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0 =t + F#U{E =t + Prrr + QFtTtT’ + Fttt =t + m (021)

wobei die beiden Gleichungen fiir ¢, automatisch erfiillt sind:

G+, it = TV 2+ 2T i+ Th £2=0
~— ~~ ~~

¢+I¢, it = ITf i +2Tf ir+ Tf, #=0
N~~~ \O,/ ~—~—

Da man zeitartige Geodédten bzgl. der entsprechenden Eigenzeit s parametrisieren kann, kann man 0.B.d.A.
annehmen
R27:2 .
2 2,2

v

—c° = gt

= 0.22
1—er? ( )



Eingesetzt in die 2. DGL aus (0.21) ergibt

i= 1—¢§%) = 1—¢§2 23
o (1) =g (=) (0:23
bzw.
d . . 2 - ¥ 2R d
—In[i2-1] = - =" =_2"1 .24
e G e e - as " (0.24)
und daher
. E
2 .
t*—1= ok E : const (0.25)

Aufgrund der Isotropie des Raumes, kann fiir das Teilchen 0.B.d.A. ¢ = ¥ = const angenommen werden.
Das Teilchen bewegt sich also auf einer radialen Geodéte und erfiillt insbesondere (0.24). Betrachten nun

seine radiale Geschwindigkeit v := R‘% wobei

siny :e=1
r=:qsinhy :e=-1 (0.26)
X e=0
Es lasst sich schreiben
dx dr R dr Ry 1 (0.22) ¢ /75— (0.25) FE
:Ri—zi—zi'f = - t271 = 0.27
v drdt 1—er2dt 1—er2 t t ¢ E+R? ( )
wobei die Anfangsbedingung v (o) < vp impliziert
R2 (to) . Ug
E=—F-"—+— . 0.28
. (0.28)

Aus (0.27) wird ersichtlich, dass im Falle eines unbegrenzt expandierenden Universums v

R) e 0, das

heift das Teilchen kommt fiir ¢ — oo schlieflich zur Ruhe. Aus (0.27) erhélt man aufierdem die DGL

dx c | FE
A = 2
dt RV E+ R? (0.29)
bzw. die Grenzkoordinate
7 c E
o = dt . 0.30
X /R@ E+ R2(t) (0:30)
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