
Sommersemester 2011 montags, 10.00-11.30 Uhr, HS 5 A

Höhere Analysis, II

10. Übungsserie

V-10 Seien H ein Hilbertraum, A = A∗, λ ∈ C. Zeigen Sie, dass dann genau eine der Aussagen gilt:

(i) R(A− λ idH) = H =⇒ λ ∈ %%%(A)

(ii) R(A− λ idH) ( H, R(A− λ idH) = H =⇒ λ ∈ σσσe(A) \ σσσp(A)

(iii) R(A− λ idH) = R(A− λ idH) ( H, dim(H	R(A− λ idH)) < ∞ =⇒ λ ∈ σσσp(A)\σσσe(A)

(iv) R(A− λ idH) ( R(A− λ idH) ( H, dim(H	R(A− λ idH)) < ∞ =⇒ λ ∈ σσσp(A)∩ σσσe(A)

(v) dim(H	R(A− λ idH)) = ∞ =⇒ λ ∈ σσσe(A) \ σσσp(A)

Hinweis: Verwenden Sie zum Beweis von (iii) und (iv) folgende, vorher zu verifizierende Aussage

für λ ∈ σσσp(A): Der Operator Ã, gegeben durch

Ãx = Ax, x ∈ D(Ã) = D(A) ∩R(A− λ idH),

ist selbstadjungiert in H̃ = R(A− λ idH), sowie λ ∈ σσσe(Ã) ⇐⇒ λ ∈ σσσe(A).

V-11 Seien A,B ∈ L(H) mit A = A∗, B = B∗, sowie AB = BA.

(a) Aus A ≥ 0, B ≥ 0 folgt AB ≥ 0.

Hinweis: Zeigen Sie für die Operatorfolge A1 =
A

‖A‖
, An+1 = An−A2

n, n ∈ N, zunächst

0 ≤ 〈Akx, x〉H ≤ ‖x‖2H, lim
n→∞

Anx = 0, Ax = ‖A‖ lim
n→∞

n∑
k=1

A2
kx, und verwenden Sie

die Vertauschbarkeit in der Partialsumme.

(b) Es gelte zusätzlich A2 = B2, und P : H → R(P ) = N(A − B) sei der Projektor auf
N(A−B). Beweisen Sie folgende Aussagen:

(i) ∀ C ∈ L(H), C(A−B) = (A−B)C : CP = PC

(ii) A = (2P − idH)B

(iii) N(A) ⊆ R(P )

V-12 Seien B,An ∈ L(H), n ∈ N, B = B∗, An = A∗
n, BAn = AnB, sowie

〈Amx, x〉H ≤ 〈Anx, x〉H ≤ 〈Bx, x〉H, n ≥ m.

Beweisen Sie, dass dann für jedes x ∈ H der Grenzwert lim
n→∞

Anx =: Ax existiert, wobei

A ∈ L(H), A = A∗, und 〈Ax, x〉H ≤ 〈Bx, x〉H, x ∈ H, gelten.

Hinweis: Aufgabe V-11(a)


