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Aufgabe V-05
Behauptung: D(A") C {(yx)x € l2(N) : y; = 0} mit AT =0.

Beweis: Esseiy = (yr)r € D(AT), das heifit es existiere ein yT = (y;i)k € I5(N) mit (Az,y) = (z,y")
fiir alle z € ¢go(N). Dann muss gelten

S ek =Yk ] Vi € canl) o)
k k

das heifst y}; =11 Vk, was aufgrund von y' € I5(N) impliziert y; = 0 und yt = 0.

Nehme nun A wire abschlieRbar mit Abschluss A, dann gelte AT = 4. Da D(A) = cpo(N) dicht in I5(N)
liegt, lige auch D(A) dicht in I5(N). Nach Aufgabe V-07 lige dann auch D(ZT) = D(AT) dicht in Io(N). Doch
{(yx)r € 12(N) : y1 = 0} liegt nicht dicht in l(N), ein Widerspruch!

O

Aufgabe V-06

Die Menge K C L[0,1] aller stiickweise konstanter Funktionen ist Teil des Definitionsgebietes D(A), genauer
gesagt, des Kerns ker(A4). Ist nun g € D(AT), so existiert ein g7 € L[0,1] so dass (Af,g) = (f,g") fiir alle
f € D(A), insbesondere fiir alle f € K. Treppenfunktionen sind stiickweise konstant und in ihrer Gesamtheit
dicht in L5[0,1], daher ist auch K dicht in Ls[0,1]. Da <f, gT> = 0 fiir alle f € K, muss g' = 0 sein. Daher
muss (Af,g) = 0 fiir alle f € D(A). Da D(A) dicht in L»[0, 1] liegt, muss g = 0 sein. Folglich ist D(A") = {0}.

Aufgabe V-07
(a) Wir betrachten auf H x H das Skalarprodukt ((z,y), (¢/,v")) := (x,2’) + (y,y’). Dann gilt

<B(I7 y)a B(xl7 y/)> = <(7y7 I)v (7y/a ‘T/)> = <7ya 7y/> + <l‘, I,> = <ya y/> + <$7 x,> = <(‘Ta y)7 ('rl7 y/)> ’ (02)
das heifit B ist eine Isometrie auf H x H. Ihre Bijektivitét ist klar, so dass B tatséchlich unitér ist.

(b) Nach Abgeschlossenheit von A (bzw. von G4 in H x H) geniigt es zu zeigen dass Gy = B(G4t), da dies
bedeuten wiirde (B(G 41))* = (G5)t =Ga = Ga.

Es ist (z,2') € G4 genau dann wenn (z,2') L (z, Ar) fiir alle x € D(A), dies genau dann wenn (z,z) +
(z',Az) = 0 Vo € D(A) und dies genau dann wenn (—z,z) = (2/, Az) Va € D(A). Nach Definition des
adjungierten Operators ist dies genau dann der Fall wenn 2’ € D(A") und —z = A'2’, sprich (z,2) =
B(z',AT2) € B(Ga1).

(c) Essei(z,y) = 0fiir alle y € D(AT). Fiir beliebiges (z, ATz) € G 1 gilt ((2,0), (z, ATz)) = (2, 2)+(0, ATz) =

0+ 0 =0, das heit (z,0) € G;. Daraus folgt auch (0,z) = B(z,0) € B(G%;) @) B(G 41)* © G 4, wobei
in (&) die Unitaritdt von B verwendet wurde.



(d) Es kann (0,z) € G4 nur dann sein wenn z = 0. Nach Aussage (c) ist daher D(AT)t = {0}. Demnach

D(AT) @ D(AT) = (D(A"))*+ = {0} = H, wobei in (#) die Abgeschlossenheit von A (allgemeine
Eigenschaft) verwendet wurde.

(e) Nach (b) und Unitaritat von B gilt
Ga = B(G4y). (0.3)
Daher B(G4) = B(B(G%:)) = =G4, = G%,. Somit B(G4) = B(Ga)* = G4+ = Gar = G a1, das heifit
Gt = B(G%). (0.4)
Nun, AT ist abgeschlossen und dicht in 7 definiert. Anwendung von (0.4) auf A" fiihrt auf G 41+ = B(G4;) =
(B(G 4+))* © G 4, das heift A und A’ haben gleiche Graphen. Folglich A = A'T.

Aufgabe V-08

e Da die Projektionsrdume paarweise orthogonal sind, ist P, P; = 0 falls k£ # j. Daher ist
E{= Y P =E,
B (0.5)

das heifit jedes E) ist eine Projektion. Linearkombinationen selbstadjungierter, iiberall definierter Oper-
atoren sind wieder selbstadjungiert, so dass F) = EI\ VA € R, sprich die E) sind Orthogonalprojektionen.

A—0

e Es ist klar dass fiir alle A > \,, gilt E\ = Id, so dass Exz — « fiir jedes € H. Ahnlich ist E, = 0 falls
A < A, so dass Eyx AZT0 0 figr jedes x € H.

e Sei A € R beliebig. Es gibt stets ein € > 0 so dass [\ —e, ) N {\x}r = 0. Folglich ist E,, = E} fiir alle
p e [A—e, A, sprich E,x H2A E\x fiir jedes x € H.

e Nun seien u < A € R. Beachte dass die E\ alle paarweise kommutieren da alle Py paarweise kommutieren,
sprich E,,Ey = E\E,,. Da P,P; =0 fiir k # j, gilt

ExE,= > Pc > Pi+ > P Y. Pi=E,=Eunpu-

k) <p Jiai<p k:xp<p FS<AG <A (06)

E2=E, 0

Folglich ist (Fy)aer tatsichlich eine Spektralschar auf H.

Aufgabe V-09

Fir(={ <@ <..< ¢} CRund A ={X < .. < A_1} C Rschreiben wir A € ¢ falls Ay, € [k, Cx+1) flir jedes
k € {0,..,r — 1}. Fir Funktion f : X — Y zwischen zwei metrischen Réumen X, Y bezeichne wy : [0,00) — R
das Stetigkeitsmodul' von f. Wir schreiben

r—1

ST0(Q) dhi= 3" 0(G) - [7(Grr) — h(GH)] (0.7)
¢

k=0

bzw.
Do) dhi= " o(Mk) - [B(Cer1) = P(Gk)] - (0.8)
¢

Wir zeigen die Behauptung in mehreren Etappen.

+
!Definiert durch wg(e) := sup{d(z,%) : %,% € X, d(z,%) < e} fiir ¢ > 0. Beachte dass w¢(e) 2% genau dann wenn f
gleichméfig stetig ist.



e Sei [a,b) ein Stetigkeitsintervall von . Fiir jedes n € N sei () := {a= Cén) < Cfn) <. < C(f) = b} eine
Zerlegung von [a, b) definiert durch

™ —at+(-a)- 27"k, k=0,.,2" (0.9)

Beachte dass diam(¢(™) = 27", Wir zeigen dass die Folge

o1
S = @(C™) dh = oG - [hGH) — hG™)] (0.10)
¢ k=0
einen Grenzwert in C besitzt, das heift eine Cauchyfolge ist. Wir nennen (;"" := . ; den j-ten Punkt

in ¢("+™) im k-ten Intervall definiert durch die Zerlegung ¢ (k € {0,..,2" —1},j € {0,..,2™}). Beachte
dass (;ym = ()1 o = Ci+ Dann lésst sich fiir n,m € N schreiben

on_1 gm

Swem = > Dol - [P = MG
k=0 j5=0
2" 1 2m 1 2" —12m—1
= > oG X [aGEn ) =]+ X0 D [el = elcih] - [a) = mcm]
k=0 ~™—~—" j=0 k=0 j=0
#(¢E)
h(¢R 3m ) —h (S ™)
:h(Cl?Jrl)*h(Cg)
2" 12" —1
= 5.+ (G = oG] - PGy = ngem] -
k=0 4j=0
(0.11)
Folglich kann man abschétzen
2 _12m 1
Smin = Sal £ D0 D7 JelGi) = @G| - [AGET) = B
k=0 j=0 (0.12)

<we(27m)
< Wolla,b) (2in) : [h(b) - h(a’)] = 0,
wobei im Grenziibergang die gleichméfige Stetigkeit von ¢ auf [a, b) verwendet wurde. Letztere ist gegeben
da go’[a ) Stetig auf das kompakte Intervall [a, b] fortgesetzt werden kann (da hril ©(x) nach Voraussetzung
’ T—b~

an ¢ existiert). Die Folge (S, ), ist demnach tatséchlich Cauchy. Wir nennen [ ¢ dh diesen Grenzwert.
[a,b)

Bemerkung: Obige Rechnung lésst sich leicht verallgemeinern um zu zeigen dass: Sind ¢ ,E zwei Zer-
legungen von [a,b) mit ¢ C ¢, so folgt

> 0(Q) dh — Z(p ) dh| < wy(diam(C)) - [h(b) — h(a)]. (0.13)
¢
e Sei [a,b) ein Stetigkeitsintervall von ¢. Wir zeigen dass der Grenzwert
I¢]—2
lim -[h —h
a8 ,;) P(Gk) - [1(Crr) = () 0.14)

=3 9(C) dh

in C existiert und gleich [ ¢ dh ist, wobei der Grenzwert {iber Zerlegungen ¢ = {a = (o < (1 < .. < {, = b}
[a.b)

von [a,b) genommen wird. Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes € > 0 ein d > 0 existiert, so dass fiir

jede Zerlegung ¢ von [a,b) mit diam(¢) < § gilt

‘Z‘P ) dh — /cpdh‘<5€ (0.15)

[a,b)



Sei € > 0 gegeben. Wihle § > 0 so dass wy, , (20) - [2(b) — h(a)] <e. Seinun ( = {a = (o <.. < ( = b}
eine Zerlegung von [a,b) mit diam(¢) < §. Wahle n € N so dass 27" < § und

max

0<j<r ' H‘P‘[a,b)Hm TSE, (0.16)

kM <,

h((jr)—h[ max Ck ]

wobei die (™ wie in (0.9) definiert seien. Beachte dass (0.16) stets moglich ist da h linksseitig stetig und
beschriankt auf [a,b) ist. Beachte dass nach (0.12)

Z) p(C") dh — / ? dh‘ < Wl (27 - [10) — h(a)] <. (0.17)

(n
¢ [a,b) SWol iy 4 (O

Fiir jedes j € {0, ..,7} sei k; := max{k : C,in) < ¢} (Approximation von ¢ durch ¢(™ von links). Dann gilt

> w(¢) dh = chj h(¢j1) = h(¢)]
¢

=3l IGi) = MG+ 3 [2(6) = oel™)] - (h(Ge0) = R
if‘; =0 ) (0.18)
=0l [ ) = )] + DR - [hGa) = RG]
j=0 Jj=
r—1
=l [1(6) = R + D [0(6) = @(6i™)] - (G = BT
=0 =0

Betrachtet man nun die Zerlegung ¢ := (¢ 15?))37:0 von [a, b), so ist diese als Menge enthalten in ¢(™. Nach
Konstruktion ist aufterdem diam(g ) < 26. Folglich gilt

ST 0(Q) dh =Y p(¢™) dh| < Z(p ) dh — Z‘P ¢) dh|+ > @() dh =" p(¢™) dh
¢ ¢ 3 ¢
(0.18) n n n
<Y w6y [pGen — el +Z ck ) |nee) = )
j=0 S~ =
SHSD\[H 0o <||80|ab)||
<e nach (0.16) <e nach (0.16) (0.19)
r—1
+ 2 [9(6) = G lGia) = RGN+ | D 2(Q) dh =7 (¢ ™) dh
§=0 e —— F ¢
SWolly b (9) ‘
<l 4, (20)1h(b) —h(a)]<e
S“w\[a,b) (8)-[h(b)—h(a)]<e " nach (0.13)

< 4e

Aus (0.17) und (0.19) folgt schlieklich (0.15) wie behauptet.

e Sei [a,b) ein Stetigkeitsintervall von . Wir zeigen dass

lim Zso h(Gur) ~ b6 = [ ¢ dn

dnm(()—)O
AEC _ la,b)

=32 0(A) dh

(0.20)




Tatséchlich ldsst sich fiir beliebige Zerlegung ¢ von [a,b) und A € ¢ abschétzen

I<1—2

; ©(A) dh — ; p(¢) dh| < > (k) = @(G)l - [(Crgr) — 1G]

k=0 (0.21)

Swe (diam(())

< Wiy, (diam(Q)) - [A(b) — h(a)] Y0

0,

wobei im Grenziibergang die gleichméfige Stetigkeit von ¢ auf [a, b) verwendet wurde. Hieraus folgt dass

li A)dh= 1 dh = dh
a2 ) = 8 200 [/) ’ (0.22)
c a,b

wie behauptet.

Sei (a,b) ein Stetigkeitsintervall von . Wir zeigen dass der Grenzwert

i, o dh (0.23)

la+e,b)

in R existiert. Durch Zerlegung von ¢ in positiven und negativen Teil o+ und ¢~ geniigt es den Fall

¢ > 0 zu betrachten. Dann ist offensichtlich [ ¢ dh wachsend fiir kleiner werdendes ¢, das heift der
[a+e,b)
Grenzwert (0.23) existiert in R U {+oco}. Es ist aukerdem klar dass

XC:W(O dh < || ljaten] o - [1(B) = hla+e)] < [ )|l - [B(D) = h(a)] (0.24)

fiir jede Zerlegung ¢ von [a + €,b). Beachte dass ¢ auf (a,b) beschrinkt ist, da stetig fortsetzbar auf das

kompakte Intervall [a,b]. Daher sind die Integrale [ ¢ dh gleichméfig fiir alle € > 0 beschrénkt, so
late,b)

dass der Grenzwert (0.23) sogar endlich ist.



