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Aufgabe V-01

Die Giiltigkeit der Aussagen ist eine Frage der Kompatibilitit der Definitionsgebiete D(A;) der Operatoren
(abgesehen von der schlechten Schreibweise A; : H — H in der Aufgabenstellung). Dort wo beide Seiten
gemeinsam definiert sind, stimmen sie definitionsgeméfs iiberein.

(a)

Es ist € D(A2A3) genau dann wenn = € D(Ag) und Asz € D(Az). Daher ist x € D(A;1(A243)) genau
dann wenn x € D(A3), Asx € D(A2) und AsAsx € D(Ay).

Anderseits ist y € D(A;As) genau dann wenn y € D(Az) und Ay € D(A;). Daher ist € D((A1A3)As3)
genau dann wenn z € D(As), Agx € D(Az2) und Az Asx € D(Ay).

Somit sind Al (A2A3) und (AlAQ)AS glelch

Es ist x € D((A; + A2)Aj3) genau dann wenn = € D(As) und Asz € D(A;) N D(Az).

Anderseits ist © € D(A; A3+ A2A3) genau dann wenn x € D(A; A3) N D(A2A3), und dies genau dann wenn
x € D(Ag) und Azx € D(Al) N D(AQ)

Somit sind (Al + AQ)Ag = A1A3 + A2A3.

Es ist # € D(A1A42 + A1 A3) genau dann wenn 2 € D(A;A2) N D(A;A3), und dies genau dann wenn
T € D(AQ) N D(Ag) und AQ.I‘,A3.1? S D(Al)

Anderseits ist © € D(A;(Az + As)) genau dann wenn z € D(Ay + As) und (As + Az)x € D(A;), und dies
genau dann wenn z € D(As) N D(A3) und Asx + Asz € D(A1). Da D(A;) algebraisch abgeschlossen ist
impliziert © € D(A1 A3+ A1 As) auf jeden Fall z € D(A;(As+ Aj3)), das heiftt A; As+ A1 A3 C Ay (A + A3).

Gleichheit gilt z.B. wenn Az + Asx € D(Ap) impliziert Asx, Agx € D(A;). Dies ist z.B. der Fall wenn
image(As) C D(A;) oder auch wenn image(A3z) C D(A4;).

Aufgabe V-02

Zuy € H sei yt € H der (eindeutige) Vektor der erfiillt (Az,y) = <:c, yT> Va € D(A), insofern existent. Dann
ist D(A") := {y eEH: ElyT} und Afy =y

(a)

Offensichtlich existiert 0F, sprich 0 € D(A'). Seien nun y,z € H und A € K so dass y', 2 existieren, dann
existiert auch (A\y + z)' und nimmt die Gestalt (A\y + 2) = A\y! + 2T an, das heift D(A") ist algebraisch
abgeschlossen und Af : y > 41 linear auf D(A").

n—oo

Sind nun (y,), € D(AT) und y,z € H so dass y, — y, Aly, =3 2. Dann gilt fiir jedes 2 € D(A)
_ . _ . -‘— _
(Az,y) = lim (Az,y,) = lim (2, Aly,) = (z,2), (0.1)
sprich y! existiert mit y" = z. Der Operator AT : D(AT) — H ist also abgeschlossen.

Sei B eine Erweiterung von A. Erfiillt y' fiir irgendein y € H die Bedingung (Bz,y) = (z,y") Vo € D(B),
so erfiillt es diese insbesondere fiir z € D(A), sprich y € D(AT) mit ATy = Bfy. Daher ist BT C AT,



(c¢) Nach (ii) ist bereits bekannt dass al C AT, Seien nun y,y' € H so dass (Az,y) = (x,y") Vo € D(A). Zu

(d)

n—oo

beliebigem = € D(A) wihle nun (x,),, € D(A) so dass ||z, — | + HAa:n - Zw“ —= 0. Dann gilt
(Az,y) = lim (Azn,y) = lim (z,,y") = (2,9'), (0.2)

sprich y € D(ZT) und ny = A'y. Dies zeigt dass AT C A

Per Konvention setzen wir fiir zwei lineare Operatoren A, B stets D(A + B) := D(A) N D(B).
Wir zeigen nun allgemein: Sind A, B lineare Operatoren auf jeweils D(A) C H (dicht) und D(B) 2 D(A)
so dass zusitzlich D(BT) = H, so gilt (A+ B) = AT + Bf. Es sei y € D((A + B)'), das heift es existiere
y' € H so dass ((A+ B)z,y) = (z,y') fiir jedes x € D(A+ B) = D(A). Bemerke dass y € D(BT), sprich
ein § € H existiert so dass (Bz,y) = (x,y) Va € D(B), insbesondere auch fiir x € D(A). Also
(Az,y) = (A+ B)z,y) — (Ba,y) = (z,y") — (x,9) = (z,y" —9) Vo € D(4), (0.3)
sprich y € D(A") und ATy =y —§ = (A + B)'y — Bfy. Demnach ist
D((A+ B)") € D(A"n D(B") =: D(A" + B) (0.4)

und (A+ B) stimmt mit AT+ BT auf D((A+ B)') iiberein. Sei nun umgekehrt y € D(AT + BY) = D(A")n
D(B'), dann existieren ATy und By mit (Az,y) = (x, ATy) Vo € D(A) und (Bz,y) = (z, Bly) Vo € D(B).
Dies impliziert

((A+ B)z,y) = (Az,y) + (Bz,y) = (2, A'y) + (z, B'y) = (z, ATy + B'y) (0.5)

fiir alle z € D(A) N D(B) = D(A 4 B). Daher ist auch y € D((A + B)") mit (A + B)'y = (A" + B)y.
Folglich AT + BT C (A + B)T.

Es ist klar dass (AId)T = AId und D((A1d)") = H fiir jedes A € K. Daher ist die Aussage
(A+21d)t = At + X1d (0.6)

lediglich ein Spezialfall obiger Uberlegungen (setze B := \1d).
Alternative: Es ist y € D(A") genau dann wenn (Az,z) = (z, Aly) fiir alle € D(A) = D(A — ),
dies genau dann wenn ((4 — A)z,y) = (z, (AT — N)y) fiir alle z € D(A — )) und dies genau dann wenn
y € D((A— X)) mit (A— Ny = (AT - N)y.

O

Aufgabe V-03

(a)

()
(d)

Die Unbeschrianktheit von A ist klar denn ||Aeg|| = &k (mit ey, als k-ter Standardbasisvektor in l3(N)) obwohl
llexl| =1 Vk € N.

Die Folge von Vektoren z(™ := (1, 2%, . 7712, 0, ) € D(A) konvergiert in l5(N) mit n — oo gegen = := (k%)k

Deren Bilder Az(™ = (1 1.4 0,..) konvergieren in I5(N) gegen y := (%) Doch nicht-desto trotz, ist

199

.
x ¢ D(A) und (z,y) nicht im Graph von A.

Definieren
D(B) := {z € I5(N) : (kxy), € I2(N)} (0.7)
und Bz := (kxy), fiir € D(B). Dann ist offensichtlich D(B) ein linearer Raum, D(A) C D(B) und

=

B|D(A) = D(A). Der Operator B : D(B) — l2(N) ist also eine echte lineare Erweiterung von A.

Ja, nach Hilfsaussage 01 (siehe unten).

B erwies sich bereits in (b) als lineare Erweiterung von A. Bemerke dass B die Inversion des injektiven,
linearen Operators

ist, wobei C'(I2(N)) genau dem Definitionsgebiet D(B) entspricht. Da C' beschrénkt ist, ist er insbesondere
abgeschlossen. Nach Hilfsaussage 02 (siehe unten) ist daher auch B : D(B) — I2(N) abgeschlossen.



Hilfsaussage 01

Seien X, Y K-linearere Rdume und A : D(A) C X — Y ein linearer Operator. Dann kann A linear auf ganz X
erweitert werden.

Beweis: Betrachten die Erweiterungsrelation “C” fiir lineare Operatoren als Halbordnung auf der (nicht-
leeren) Menge E(A) aller linearen Erweiterungen von A. Dann ist (£(A),C) induktiv nach oben geordnet,
da fiir jede Kette K C £(A) der Operator K : D(K) := (Jgec D(B) — Y definiert durch Kz := Bz (mit

x € D(B)) eine obere Schranke ist. Nach Zorn’s Lemma besitzt £(A) ein maximales Element A
Nehme nun an A sei nicht auf ganz X definiert, so géibe es ein z € = X\D(A A). Setze D(A) := D(A) @span{z}
und A(u+ A\z) := Au fiir jedes u € D(A) und A € K. Dann ist A D A, ein Widerspruch zur Maximalitéit von A!

Alternative: Wihle irgendein Komplement V von D(A) in X, das heift X = V & D(A). Setze A(v + z) :=
A(z) fir v € V und z € D(A). Dann ist A eine lineare Erweiterung von A auf X.
O

Hilfsaussage 02

Seien X, Y normierte Riume und A : D(A) C X — Y ein abgeschlossener, injektiver, linearer Operator. Dann
ist A71: D(A71) := A(D(A)) CY — X ebenfalls abgeschlossen.

n

Beweis: Seien (yn), C D(A™ ) und y € Y, z € X so dass y, — y und A~ly, =3 x. Seien (z,,), C D(A)
so dass y, = Az, so gilt Az, =3 y und z, "—3 z. Da A abgeschlossen ist, sind z € D(A) und y = Ax,
sprich y € D(A™!) und A~y = z.

O
Aufgabe V-04

e Es sei y € D(BTAY), das heit y € D(A") mit ATy € D(B'). Dann existieren y, := Aty,y, := Bly, € #
so dass (Az,y) = (v,y,) VYo € D(A) und (Bz,y,) = (x,y) Yo € D(B). Is nun x € D(AB), das heifst
x € D(B) und Bx € D(A), so muss nach obigem gelten

(ABz,y) = (Bz,ya) = (2, ) , (0.9)
sprich y € D((AB)") mit (AB)'y = y, = BT ATy. Mit anderen Worten BYAT C (AB)T.
e Sei nun D(A) = H. Sei y € D((AB)T), das heifit es existiere ein y' € H mit
(ABz,y) = (z,y") Vz € D(AB) = D(B). (0.10)

Zu zeigen wire dass y € D(BTAY), das heikt y € D(A") und ATy € D(BT). Da A beschrinkt und auf
ganz H definiert ist, ist nach Hilfsaussage 03 (siehe unten) sowieso D(AT) = H. Fiir jedes x € D(B) gilt

nun (Bz, Aly) Brel@ (ABuw, Oéo) (z,y"), das heift Aty € D(BT) mit BTAT = yi.

Hilfsaussage 03
Ist H ein K-Hilbertraum und A € L£L(H), so ist D(AT) = H.
Beweis: Seiy € H gegeben. Der lineare Operator H — K definiert durch « — (Az,y) ist beschrinkt, so dass

nach Fréchet-Riesz ein y' € H existiert mit (Az,y) = <:c, yT> V 2 € H. Daher ist y € D(AT) mit Aty =y,
O



