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Aufgabe IV-1
e Wir schreiben o := (ak),, fiir jedes k € N. Beachte dass
ker(DF) = {z € I5(N) : supp(z)® Nsupp(a”)® = 0} = {z € I5(N) : supp(z)° Nsupp(e) =0},  (0.1)

sprich ker(DX) = ker(D}) fiir jedes k € N. Nun ist ker(D%) = {0} und ker(D,) = {0} genau dann wenn
supp(a) = N. Daher

0 :supp(a)=N
ro(Da) = { (@=N (0.2)
1 :sonst
e Fiir jedes k € N ist y = (y,)n € l2(N) im Bild von D¥ genau dann wenn z(®) = (xflk))n € CN definiert
durch
Yn .
2B = J ok Ten PO (0.3)
0 o, =0

in I5(N) liegt und y,, = 0 fiir jedes n € N mit «a,, = 0.
Fall 01: inf {|a,|: n € N} > 0. Dann ist (%) € I(N) fiir jedes k € N, sprich image(D¥) = I5(N) Vk € Ny
und r°(D,) = 0.

Fall 02: inf {|ay,| :n €N, a, # 0} > 0 und es existiert ein ny € N mit a,,, = 0. Dann ist image(DF) =
image(D!)) C Io(N) fiir alle k,[ € N, daher r°(D,,) = 1.

Fall 03: Es existiert eine Teilfolge (v, )m C (n)n mit oy, "—5 0 und ay,,, # 0 ¥Ym. Dann kann man
2
0.B.d.A. annehmen dass diese monoton fillt mit limsup |—2m—| > 4.
m— o0 "m+1
Sei nun k € N fest. Wihle y = (y,)n € CY gemif
L
Yp 1= 22 T (0.4)
0 : sonst

dann ist y € I5(N) im Bild von D%, da #*) definiert durch (0.3) in I(N) liegt. Anderseits nimmt
z(*+1) die Form

11
sE—— n=n
x'E'Lk+1) — 2 /2 Xy, m (0.5)
0 : sonst
o |2 any |2 (k+1) |2
an und erfiillt iminf |74 = % - lim inf m > 2. Daher ist ) |zn, divergent und
m—o0 nm m—oo Mm 41

2*+1) nicht in Iy(N), sprich y nicht im Bild von DY Dies zeigt dass image(Dk) 2 image(D&kH))
fiir jedes k € N. Dementsprechend also 7°(D,,) = cc.



Aufgabe IV-2
Nennen R(T) := image(T) fiir jeglichen linearen Operator T

(a) Zu zeigen wére p(A) = p(A4').

e Nehme an (A — A) ist invertierbar fiir irgendein A € K. Setze A := (A= A)_l]/, dann gilt fiir jedes

a € X' und z € X dass
<:E,AVO (A — A’)a> =((A=A)""z,(A=Aa) = (A= A\ —A) "z,a) = (z,q), (0.6)

sprich Ao (A — A’) ist die Identitit auf X’. Genauso zeigt mann dass auch (A — A’) o A = Idx-, sprich
A= (A= A")"L. Daher ist p(A) C p(4’).

Nehme an (A— A’) ist invertierbar fiir irgendein A € K. Dann ist ker(A—A’) = {0} und R(A—-A") = X’
und daher nach Erinnerung 04 (siehe unten) R(\A — A)* = {0} und ker(A — A) = (X’),. Nach Hahn-
Banach ist (X’); = {0}, das heifit (A — A) ist injektiv. Nach Hahn-Banach folgt aus R(A — A)*+ = {0}
dass R(A— A) = X. Da R(\ — A’) abgeschlossen ist (stdrker: gleich X’ ist), folgt nach dem Satz
vom abgeschlossenem Bild (siche unten) dass auch R(A — A) abgeschlossen ist, das heifft R(A — A) =

R(A— A) = X. Daher ist (A — A) surjektiv bzw. invertierbar.

Zu zeigen wire dass (A — A)"F — (u — A) 7' = (u — N)(A — A) " (u — A~ Aquivalent dazu wire
zu zeigen dass (A — A)"H(u — A) — 1 = (u— A)(A — A)~! (Multiplikation von rechts mit (u — A)).
Aquivalent dazu wire zu zeigen dass (u—A) — (A—A) = (u— ) (Multiplikation von links mit (A — A)).
Doch dies ist evident.

Zu zeigen wire dass (A — A)™' = (A= B)"' = (A = A)"Y(A — B)(A — B)~!. Aquivalent dazu wire zu
zeigen dass (A — B) — (A — A) = A — B (Multiplikation von links und rechts mit jeweils (A — A) und
(A — B)). Doch dies ist evident.

Aufgabe IV-3
(a) Beachte dass fiir A € C und = = (x); € l2(N) gilt

(A= R)(z) = (a1, Axy — x1, A\x3 — 22, ..). (0.7

e Wir zeigen o, (R) = (). Da R injektiv ist, ist schon mal 0 ¢ o (R). Nehme an Az — Rx = 0 fiir irgendein

x = (zk)k € l2(N) und A € C\ {0}. Dann miisse gelten A\xy = 0, sprich z; = 0. Gleichfalls muss gelten
Axo — x1 = 0, sprich x5 = 0. Induktiv folgt also x;, = 0 fiir jedes k € N, sprich = 0. Dies bedeutet
dass R tatsdchlich keine Eigenwerte besitzt.

e Wir zeigen o(R) C {A € C: |\ <1} baw. {A € C: |\ > 1} C p(R). Dabei geniigt es nach obigem

Punkt zu zeigen, dass (A — R) fiir jedes A € C mit |A] > 1 surjektiv ist. Sei y = (yr)x € l2(N) gegeben.
Setze x1 := y1 /A und induktiv xy, := (yr + zx—1)/A, sprich

Yk+1—j
Tk = ; (0.8)
j=1 N
Dann folgt
2
2 - Yrt1-j A [Yk+1-5] [Yh+1-i
— - —1
Dl <> 1D T S e
k k| j=1 k=1j=1 i=1 Al
o0 o0 1
:ZZ NGE Z [Ykr1—il [Yk+1—5]
=1 j=1 k>max{i,j} (0.9)
1 oo oo 1 , ,
< 522 |>\|i+j Z <|yk+1—i| + Ykt 141 )
=1 j=1 k>max{i,5}
ey il
< NCE 00,
i=1 j:1| |



das heifit = € I5(N). Da (A — R)x =y, ist (A — R) surjektiv.

Alternative: Nach Erinnerung 03 (siche unten) gilt o(R) C{A € C: |A\| <1} da ||R|| < 1.

Wir zeigen dass {A € C: |\ <1} C o(R). Dabei geniigt es zu zeigen dass A — R fiir |A\| < 1 nicht
surjektiv sein kann. Im Fall A = 0 ist dies klar denn (1,0,0..) € l2(N) hat unter R kein Urbild. Nehme
also an 0 < |A| < 1.

Definiere y := (yg)r und (zy ) wie folgt: Setze x1 := 1, y; := A und induktiv

eiarg(azk,_l) m +Th 1
— — 0.10
fiir £ > 2. Dann gilt y = (yx)x € l2(N) und
Kk
lye| + |zK—1] 1 1 1 =g
xk:iz,_zi —— > > 0.11
] | ) =TT Al (011

deshalb z := (zy)r ¢ 12(N). Ist nun T = ()i € I2(N) so dass y = (A — R)T, so muss nach (0.7) gelten
Z1 =1 und T = (yr + T—1)/A fiir jedes k > 2, sprich & = z, ein Widerspruch da x ¢ I5(N). Daher
hat y unter (A — R) kein Urbild in I3(N) und A € o(R).

Alternative: Wir zeigen dass (1,0,..) € lo(N) unter ()\ R) fiir A # 0 kein Urbild besitzt. Tatséchlich
miisste dessen Urbild z = (x,,), € (CN die Gestalt (3, 5%, ..) haben, wire jedoch nicht in lo(N).

Wir zeigen dass o (T') = 0. Offensichtlich ist 7" injektiv, so dass 0 ¢ o,,(T). Nehme an Az — Tz = 0 fiir
irgendein © = (zx); € (1(N) und A € C\ {0}. Dann miisse gelten Az; = 0, sprich x; = 0. Gleichfalls
muss gelten Axo — 1 = 0, sprich x5 = 0. Genauso muss gelten Ax3 — I—; = 0, sprich 3 = 0. Induktiv
schlussfolgert man x = 0, sprich T besitzt keine FEigenwerte.

Offensichtlich ist 0 € o(T) da (1,0, ..) € I1(N) bzgl. T kein Urbild besitzt und daher T nicht invertierbar
ist.

Wir zeigen nun dass o(7) C {0}. Nach vorigem Punkt geniigt es fiir jedes A € C\ {0} zu zeigen
dass (A — T) surjektiv ist. Sei y = (yr)r € l1(N) gegeben. Setze z1 := y1/A und induktiv zj =

(yk + = 1) /A. Zu zeigen bliebe x € I1(N), denn dann wire y = Tx. Es folgt direkt durch vollstdndige
Induktlon dass
[yl ly;| (G —1)!
g < e Z e (0.12)
A" (B — ) k-1t~ |)\| B

so dass

(k—1)

IIyII AL
|| < ===
> DI

<oo

- ly;| (= 1)!
+; k—1)! Z IA[FFET (0.13)

j=1

Zu zeigen bleibt dass der rechte Summand in (0.13) endlich ist. Er ldsst sich schreiben als
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so dass tatséchlich = € I;(N).

Alternative: Wir zeigen dass o(T') C {0}, indem wir Folgerung 02 (siehe unten) und die Tatsache
dass o3(T) = () anwenden. Dazu geniigt es zu zeigen dass T kompakt ist. Dazu wiederum geniigt es
zu zeigen dass T' Grenzwert kompakter Operatoren ist. Tatséchlich sind T;, € £(I1(N)) definiert durch

T2 Ty
Tn: n)n ( ’ Y Ty vty T 7") .
(Tn)n = (0,21 5 - 0 (0.15)

kompakt und konvergieren gegen T'.

Aufgabe IV-4

(a)

e Offensichtlich ist |T]| = 1. Es ist Tz = Az fiir irgendein z € [ (N) genau dann wenn zgy; =

Azy, Vk, sprich zp = A¥z1 Vk. Dies kann nur erfiillt sein wenn 2 = 0 oder [A| < 1, sprich o7 (T ) C
{A € C: |\ < 1}. Der Vektor z = (1, A\, A%, ..) € I(N) ist Eigenvektor zu X € C falls [A] <1, so dass
sogar o (T) ={A € C: [\ < 1}.

Wir zeigen nun: o(T') = 0,,(T). Sei nun A € C mit [A[ > 1. Sei y = (yx)x € loo(N) gegeben. Setze

> 1 1
Z )\k’Ak 17")Xa07" ) (016)

k=1

wobei der Reihengrenzwert punktweise zu verstehen ist, sprich

o0

Yk
Ty 1= e (0.17)
k=n
Beachte dass y beschrénkt und |A| > 1 ist, daher die Reihe (0.17) konvergiert. Nun ist
|yk| 1
Tn| < —1 7  ¥Ylso e
const<oo

sprich ||z||,, < oco. Aus der Darstellung (0.17) folgt dass Tx = y. (A —T') ist also surjektiv und
natiirlich injektiv nach voriger Uberlegung, daher A € p(T).

Alternative: Nach Erinnerung 03 (siche unten) gilt o(T) C{A € C: |A| <1} da ||T] < 1.

Wir zeigen dass T nicht kompakt ist. Sei B die abgeschlossene Einheitskugel in I (N), dann gilt
T(B) = B. Da l(N) unendlich-dimensional ist, ist B nicht relativ kompakt, daher T nicht kompakt.

O

Wir zeigen dass ||T|| = 1. Da |Tf(z)| < || f]| fir jedes x € [0, 1] ist schonmal ||T|| < 1. Betrachten nun
die stiickweise linearen, stetigen Funktionen

Diese erfiillen || f,,|| = 1 Vn und T'f, (1 fo fn(t) dt "=5° 1, das heift ||T]| > 1.

<
<

,_.3\>~

<z
-, (0.19)

3\»—-@

Wir zeigen dass o, (T) = 0. Der Operator T' ist injektiv, denn ff(t) dt = 0 Vz impliziert (nach

0
Ableiten) f(z) =0 Vz. Nunsei f € X und A € C\ {0} mit Tf = Af. Da f stetig ist, ist Tf (und
daher Af) differenzierbar und es gilt %T f(z) = f(x), sprich f = Af’. Dies ist genau dann erfiillt
wenn f(z) = f(0)e~** = 0, sprich oy (T) =



e Wir zeigen dass T : X — X kompakt ist. Nach Ascoli (siehe unten) geniigt es zu zeigen dass F := T'(B)
eine Familie gleichgradig, gleichméfig stetiger, punktweise total beschrankter Funktionen ist, wobei
B C X die Einheitskugel in X sei. Da T stetig ist, ist F beschrinkt und damit insbesondere punktweise
total-beschrinkt. Sei nun € > 0 vorgegeben. Setze § := ¢, dann gilt fiir f € B und z < y € X mit
|z — y| < 6 stets

1F(@) - F(y)] < / (0] dt <ly—a] <= (0.20)

sprich F ist gleichgradig, gleichméfig stetig.
e Wir zeigen dass 0 € o(T'). Offensichtlich ist T': X — X nicht surjektiv, denn T'f ist fiir alle f € X
differenzierbar, X enthélt jedoch mehr als nur differenzierbare Funktionen.

e Wir zeigen dass o(T") C {0}, indem wir direkt zeigen dass fiir A € C\ {0} der Operator (A-T) : X — X
surjektiv ist. Tatsichlich ist fiir F' € X die Funktion®

f(z) == %/F(t)e—% dt + F(;) (0.21)
0
ein Urbild bzgl. (A —T'), denn
x % x . 1 x ) t i 1 T
/\f(as)—/f(t) it = %/F(t)e—x dt+F(x)—F/eY/F(T)e_XdT—X/F(t) it
0 0 0 0 0

@ ef e Ll . P
= F(t)e Adt—i—F(ac)—F Aex | F(r)e”>dr — [ AeXF(t)e™ xdt 3 F(t) dt
t=0
0

0 0 0
= F(‘T)v

x

(0.22)

wobei in Schritt (&) die stetige Differenzierbarkeit von t +— fot F(7)e~% und partielle Integration
verwendet wurde.

Alternative: Nach Folgerung 02 (siehe unten) und der Kompaktheit von 7" wissen wir dass o(T") C
{0} Uoy(T). Doch o, (T) = (), wonach wir fertig sind.

O

Aufgabe IV-5

Bemerke dass

n n k
pA) =p(T) = ar- W\ =TF) => ap- (A=T)>_ NT*
k=1 k=1 j=1
n k
=(A=T)) ap Y NTH (0.23)
k=1 j=1
n k
=> ap» NT"I(A-T)
k=1 j=1
mit a,, := 1. Daher ist insbesondere
image(A — T') 2 image(p(A) — p(T)) (0.24)

1Wie man darauf kommt: Lose die Differentialgleichung Af’ — f = F’ und verwende partielle Integration um jegliche F’ in der
Losung auf F' zuriickzufiihren.



und
ker(A = T') C ker(p(A) — p(T)). (0.25)

e Wir zeigen p(o(T)

) C o(p(T)). Essei A € C mit p(A\) € p(p(T)), sprich (p(\) — p(T))~! existiert. Dann
ist (A —T) nach (0.24)

o(p

)

surjektiv und nach (0.25) injektiv, sprich A € p(T). Dies zeigt dass A € o(T)
))-

p(o(T)). Es sei A € o(p(T)). Wir schreiben das (komplexe) Polynom A\ — p(z) als

impliziert p(\) €

o Wir zeigen o(p(T)

-
24
(T
-

Produkt linearer Fakto

A—p(z) = H(z —pj) (0.26)

fiir geeignete p; € C. Da A—p(T') = [[;(T'—p;) nicht-invertierbar ist, muss mindestens ein Faktor (7'—pj, )
nicht-invertierbar sein, sprich p;, € o(T). Aus A — p(p;,) = 0 folgt p(p;,) = A und daher X € p(c(T)).

O

Erinnerung 01: Theorem von Ascoli

Sei (X,dx) ein total beschrankter metrische Raum und (Y, dy) ein metrischer Raum. Sei F eine Familie von
Funktionen X — Y gleichgradig, gleichmiifig stetig? und punktweise total-beschrinkt?. Dann ist F total
beschriankt bzgl. der co-metrik. Siehe [1], théoréme 3.8.7 fiir einen Beweis.

Erinnerung 02
Sei X ein normierter Raum, K : X — X ein kompakter linearer Operator und 7' € £(X) invertierbar. Dann

ist T — K € L(X) genau dann injektiv wenn er surjektiv ist.

Beweis: Siehe Folgerung 4.8, Vorlesung Héhere Analysis 11, SS 2011.

Folgerung 02
Ist X ein normierter Raum und K : X — X ein kompakter linearer Operator, so gilt o(K)\ {0} = o, (K)\ {0}.

Erinnerung 03

Sei X ein Banachraum und T € £(X). Es bezeichne p(T') := li_)m ¥/IT™|| den Spektralradius von T'. Dann gilt
p(T) < T und o(T) € {A€C: A < p(T)}.

Erinnerung 04: Banachscher Trennungssatz

Sei X ein normierter Raum und U C X ein Teilraum mit U ¢ X. Dann ist {0} C U~.

Folgerung 04

Sei X ein normierter Raum und U C X, V C X " Teilriume. Dann sind U+ bzw. V| abgeschlossen und es gilt
(UY)L =U bzw. V C (V1 )t

2Das heifit fiir € > 0 existiert ein § > 0 so dass f(Bs(z)) C Be(f(x)) fiir jedes € X und f € F.
3Das heiftt Ujer {f(z)} ist total beschrénkt fiir jedes z € X.



Erinnerung 05

Seien X, Y normierte Riume und A € £(X,Y), dazu der duale A’ € £(Y’, X'). Dann gilt ker(A’) = image(A)*
und ker(A) = image(A’) .

Erinnerung 06: Satz vom abgeschlossenem Bild

Seien X,Y Banachrdume und A € £(X,Y), dazu der duale A’ € L£(Y’,X’). Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. image
2. image(A) = ker(A’), .
3. image(A’) ist abgeschlossen in X’.

4. image
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