
Sommersemester 2011 montags, 10.00-11.30 Uhr, HS 5 A

Höhere Analysis, II

6. Übungsserie

IV-1 Seien X ein Banachraum und T ∈ L(X). Dann setzt man

r0(T ) = min
{
k ∈ N0 : N(T k) = N(T k+1)

}
, r0(T ) = min

{
k ∈ N0 : R(T k) = R(T k+1)

}
,

(falls sie existieren). Seien X = `2(N), (αn)n ∈ `∞(N), sowie der Diagonaloperator

Dα : `2(N) → `2(N), (xn)n 7→ Dα(xn)n = (αnxn)n

gegeben. Berechnen Sie r0(Dα) und r0(Dα).

IV-2 Seien X ein Banachraum, A ∈ L(X).

(a) Zeigen Sie, dass für den dualen Operator A′ ∈ L(X′) gilt: σσσ(A) = σσσ(A′).

(b) Sei B ∈ L(X). Beweisen Sie die Resolventengleichungen:

Rλ(A)−Rµ(A) = (µ− λ)Rλ(A)Rµ(A), λ, µ ∈ %%%(A),

Rλ(A)−Rλ(B) = Rλ(A)(A−B)Rλ(B), λ ∈ %%%(A) ∩ %%%(B).

IV-3 Seien die Operatoren

R : `2(N) → `2(N), R : (xn)n∈N 7→ (0, x1, x2, . . . ),

T : `1(N) → `1(N), T : (xn)n∈N 7→ (0, x1,
x2

2
,
x3

3
, . . . )

gegeben. Zeigen Sie:

(a) σσσ(R) = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1}, σσσ∗
p(R) = ∅,

(b) σσσ(T ) = {0}, σσσ∗
p(T ) = ∅.

IV-4 Seien X ein Banachraum, T ∈ L(X). Bestimmen Sie ‖T‖L(X), σσσ(T ), σσσ
∗
p(T ), und überprüfen Sie,

ob T ∈ K(X) gilt.

(a) X = `∞(N), T : (xn)n∈N 7→ (x2, x3, x4, . . . ),

(b) X = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0}, T : f 7→ Tf , mit Tf(x) =
∫ x

0
f(t) dt.

IV-5 Seien p(z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a0 ein Polynom mit ak ∈ C, sowie T ∈ L(X). Beweisen Sie:

σσσ(p(T )) = p(σσσ(T )) = {p(λ) : λ ∈ σσσ(T )}.


