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Aufgabe 30
(i) Die Félle n =0 und n = 1 sind klar. Sei nun [a",b] = [a, b]™ fiir ein n € N. Dann
[a"*1,8] = [aa", 0] = a]a",b] a™"[a, 8] = [a,0]"aa™" [a, b] = [a, b]"*"
N——
[(Lb]"
Wegen

1=[a""a" b =a""[a",b]a"[a™",b] = [a,b]"[a™",b] , nEN
——
[a,b]™
ist dann auch [a=",b] = [a,b] ™.
(ii) Induktionsanfang n = 1 ist klar. Wegen [a, b]b = b[a, b], bzw. b=1 [b,a] = [b,a]b™! ist

~—
[a,b]

[b,alb = bbb, a] b= b[b, al
———
[b,a]b—1

(analog fiir a) das heift [b, a] vertauscht mit a,a=1,b und b=!. Ferner gilt

ab™ = abb" ! = [a, b]bab™ ! = bab™ [a, b] = b%a[a, b]b"%[a, b] = b2ab™2[a,b]? = (..) = b"a[a,b]" (1)

)

Es gelte nun die Behauptung fiir irgendein n € N, dann ist

1
——

(ab)"* = (ab)"(ab) B gnpn [b, a](;)ab =a"b" [a,b]"aa" ' [b,a]™[b, a](;)ab

=a" bna[a? b]n [ba a]n[b’ a]<g) a_la b= a”+1b" [b’ a](n;rl)b = a"+1bn+1 [b7 a]("fgl)
%/—’%,—/\{-/ .
ab™ (71«2#1) (”;’1)
@ [b:] blb.a]
O]
Aufgabe 31

Nennen B(n, K) die Gruppe aller oberen Dreiecksmatrizen aus GL(n,K) (vgl. Ubungsaufgabe 10) und D(n, K)
die Menge aller Matrizen aus ®(n,K) mit 1-Diagonale. Ferner sei ®(n,K) die Menge aller oberen Dreiecksma-
trizen.

Beachte dass fiir A, B € 8(m,K) stets AB € &(m, K) ist. Ist ferner die Diagonale von B gleich 0, so ist auch
die Diagonale von AB und BA gleich 0.



(1)

e Behauptung: Fiir beliebiges 0 < m <n — 1 ist

0 ... A
G = { 1, + cAe @(m,K)} (2)

0 ... 0

MA

eine Untergruppe von G := ®(n, K).
Beweis: Fiir M € 8(n,K) und 4 € 8(m,K), m <n —1 gilt

0o ... A 0 ... Mpxm-A
M-MA=M+M-|: - |=M+]|: - : (3)
0 0 0 0
und
0o ... A 0 ... A-Mmxm
MAM=M+|: - |- M=M+]|: - : (4)
0 0 0 0
wobei
Mll v Mlm Mn7m+1,n7m+1 <o Mnferl,n
: ) : Ae®(m,K) , A- : : € 6(m,K)
0 cer My 0 My,
=M xm €D(m,K) =:MmxmeD(m,K)

Nun zum Beweis der Behauptung. Der Fall m = 0 ist klar, ebenso der Fallm = 1 (da G1 = Z(9(n, K))
nach Ubungsaufgabe (16)). Sei nun G,,—1 < G fiir irgendein 1 < m < n — 1. Dann ist G, nicht leer
und fiir M4, MB € G,, gilt

1 ... A 0 ... MA, . B
]\\4:; MB=|: - o+ €Gn denn A+ M2, Be6(m,K)
€B(n.K) 0 ... 1 0 ... 0
1 ... —-MA_ A 1 ... A\
Insbesondere: | : ., : =1: o
0 ... 1 0o ... 1

Behauptung: Esist G,, < G.
Beweis: G, < G ist klar. Seien nun M € G und M4 € G,, beliebig, dann ist

0 ... Myxm- A 0 ... AMm>xm
MMA=M+|: - : =M+ |: :
0 0 0 0
MMA
mit _
A= Mpsm AM™™) ™1 € (m, K)
—— N——
€D(m,K) eD(m,K)
Somit ist

G:G‘rb—lEGn—QE""ZGl‘ZGOZ{l}

eine Normalreihe.



e Behauptung: Fiir m <n —1 ist
Gm/Gm—l g Z(G/Gm—l)
€]
——
Beweis: Zu zeigen wire: Fiir M4 € G, und beliebiges M € D(n, K) ist
(MAG 1) (MGr—1) = (MGop1)(M* G —1)

das heifst
MAM = MM* - M€

fiir geeignetes M© € G,,_1. Gesucht ist also ein C € &(m — 1,K) mit

0o ... C
MAM — MMA = MM* -

das heifit nach (3) und (4):

!
AM™ ™ — MyysemA = (MM*) (m—1)x (m—1)C

Tatséchlich ist

0 * ... = 0 » ... %

0 0 ... =« 0 0 ... %

0 0 0 0 0 0
e®B(m-1,K) e®(m-1,K)

so dass
— A - o
C=[(MM*)m-1)yxm-1))~ '+ C
eDn,K) e®(m-1,K)
eD(m—1,K)
e®(m—-1,K)

genau die Bedingung erfiillt.

e Somit ist
G:anlan72E[ZG1EGOZ{1}

sogar eine Zentralreihe und G nilpotent mit Klasse héchstens n — 1.

Alternative fiir Teil (i): Wir zeigen (durch Induktion iiber m) dass
Zm(G) =Gy , YO<m<n-—1
(siehe Def. 2). Insbesondere hat dann G = G,,_; die Nilpotenzklasse n — 1.
Der Fall m = 0 ist klar, denn Gy = {1} = Zy(G). Es gelte nun die Behauptung fiir ein m < n — 2.
e Aus Darstellung (3) ist ersichtlich: Fiir M, N € G gilt
NZn(G)=MZn(G) & IMA€Gn:N=M-M* = My=Ny Vk<l<n+k—-m
= ond

Aber auch die Umkehrung gilt: Sind My = Ny V k <1 <n+k —m (sprich M und N gleich, bis
auf rechts-oberes m x m - Dreieck), so erfiillt

eg(mA K) Nl,nferl B Nl,n
A= (Mpxm) - :
0 ... Npmon
€B(m,K)

genau die Bedingung N = M - M4,



e Sei nun Hy; = (9 - 5jl)?j:1’ dann ist 1+ Hy; € G fiir k < I. Da jede M € G dargestellt werden
kann als ’

M=1 JFZMkl Hy,
k<l ¢k ggnxn

gilt die Aquivalenz:

CZm<G) € Z(G/Zm(G)) & CHy = Hle(mOdZm(G)) Vk<l
— ——

Zm+1(G)/Zm(G)

das heifit nach obigen Uberlegungen

! |
1
0O ... 0 Clk 0 * 0 O 0 i *
0O ... 0 Cgk 0 0 : .
: R o= 0 0 0 0 *
: : ) : ’ ’ k — Cll Clg 1 ... 0 0
k— 0 ... 0 1 0 ... 0 0 ... =x 0 0o ... 0 .. 0 0
CHy, HeC

sprich
Cir=0Vji<l<n+j—-1, Cj=0Vk<j<n+k—1

fir k < I. Somit ist CZ,,(G) € Z(G/Z(G)) (also C € Z,,+1(G)) dquivalent zu Cpy =0V k <1 <
n+k—m —1, das heifst C € G 41.

Somit ist dann auch Z,,11(G) = Gpy1-
(ii) Zu Ky :=K\ {0} betrachte die Abbildung

al * *
F:3n,K) — (Ky, )" | S Dolar o an)
0 an,

Offenbar ist f ein Epimorphismus, mit ker(f) = G. Nach Holomorphiesatz ist dann ®(n,K)/G = (K4, )",
und da (K4, )™ als abelsche Gruppe auflésbar ist, ist auch B(n,K)/G auflosbar. Als nilpotente Gruppe
(vgl. (1)) ist auch G auflésbar. Demnach muss auch (n, K) auflosbar sein.

O

Aufgabe 32

(i) O.B.d.A sei G nicht-abelsch (ansonsten siehe 5). Sei € G mit maximaler Ordnung, dann muss [(z)| €
{2,4,8}. Die Falle |(z)| € {2,8} sind jedoch ausgeschlossen, da sonst G abelsch wire, also |(x)| = 4.
Insbesondere ist (x) wegen |G : (z)| = 2 ein Normalteiler in G. Wéhle ein Element y € G \ (x), dann ist:

+ P
G=(z)U((z)y) = (L,z,2% 2%y, 2y, 2%y, °y)

(Vereinigung aller Restklassen). AuRerdem muss yry~! € 2™ sein fiir irgendein n € {0,..,3}. Der Fall

n = 0 ist ausgeschlossen (da sonst z = 1), ebenso der Fall n = 1 (da sonst zy = yx also G abelsch) und
n =2 (da sonst yr?y=? = (yry~ )% = 2* = 1 — 22 = 1). Demzufolge ist yry~! = 22 also

yr = 2’y

das heit jede Verkniipfungskette z?1y7t ...x'ny/» kann geschrieben werden als zFy' und die Verkniip-
fungstabelle ist festgelegt (nach Festlegung der Ordnung von y).




Dabei existieren nach Lagrange 2 Mdglichkeiten: |(y)| = 2 (also G = Ds in Ubungsaufgabe 09) und
[{(y)| =4 (also G = Qs in Ubungsaufgabe 25).

Alternative: Sei G eine Gruppe der Ordnung 8.
e Fall: G abelsch. Bekanntlich existieren genau 3 abelsche Gruppen der Ordnung 8, nadmlich

ZJ8T. | TJAZ x ZJ2Z , 727 x 7./27. x 7./2Z (5)
~——

zyklisch

e Alternative Fall. Sei 1 # € G mit maximaler Ordnung. Nach Lagrange |(x)| € {2,4} (da G nicht
zyklisch). Ist [(x)| = 2, so miissen alle Elemente in G der Ordnung < 2 sein, das heift nach Aufgabe
(6) G ist abelsch (erster Fall).

Sei also |(z)| = 4, dazu wihlen 1 # y ¢ (x). Dann ist (z) < |[(x,y)| also nach Lagrange (z,y) = G.
o Fall: (x) N (y) = {1}, dann ist

_ @l 1wl _ e
) 0= ey = @} = W =2 = @ @)=C

Folglich
G = {17 z, .’132, 373, Y, 1Y, $2y, x3y}
Wollen nun die Verkniipfungstabelle angeben. Beachte dass yx # zy da sonst (x), (y) Normal-

teiler wiren, was implizieren wiirde G = (z) ® (y) 2 Z/4Z x 7./27 (1. Fall). Wegen yx ¢ (z), (y)

(da sonst y € (z) oder z € (y)) (analog auch fiir zy) muss yz € {22y, 23y} sein. Im ersten Fall
wire aber

<(y:17)> = {1,yl‘, (yﬂj)2, (yx)?)? (yl‘)4, .- }

ein Widerspruch zur maximalen Ordnung von z, also yx = z3y. Folglich

yly= o’ z=z y* = y2’=uay
1 1
= y2® =2y = 2?23y = 2¥yz = ya? =2y

Mit diesen Regeln ergibt sich schnell die Verkniipfungstabelle (1).

1 T x? 3 Y vy 2%y 23y
1 1 T x? z3 Y zy r’y 2y
T T x? x> 1 zy z?y 23y Y
x? x? x> 1 T zly 2y Y Ty
3 3 1 T 22 2y oy ry %y
Y Y 2By 2y wxy 1 z3 x? T
Ty | Yy Y 2y 2%y oz 1 z3 x2
2%y | 2%y wy Y 2y x? T 1 x>
2y | 2%y 2%y ay Y x> x? T 1

Table 1: Verkniipfungstabelle fiir |G| = 8 im 1. nicht-
abelschen Fall.

o Alternative Fall: (z) N (y) # {1}. Dann muss auch [{(y)| > 2 (also |[(y)| = 4) sein, denn sonst
wire y € (x) (wegen (y) N (x) # {1}) ein Widerspruch zur Wahl von y!
Nach Lagrange muss anderseits |(z) N (y)| € {2,4} sein, das heift [(x) N (y)| = 2 (da sonst
() = (y) ~ y € (x). Wegeny # 2*V k =0,.,3 (da sonst y € (x)), y> # = (da sonst
22 =yt =1),y? # 2 (dasonst 22 = y* = 1), y3 # x (da sonst y = ¢y° = 23 € (2)), ¥ # 22 (da
sonst 2 = ot = 1), y3 # 2 (da sonst 22 = 25 = y = y? ein Widerspruch zu |[(z) N (y)| = 2)
muss =2 = y?:

(@) N {y) = {1, 2° }



Da ferner zy # yz (sonst G = (z,y) abelsch) und zy ¢ (z), (y) (da sonst y € (x) oder x € (y))
(analog auch fiir yx) ergibt sich

G = <1a9€7$279€37yay379€y79$>

Wollen nun die Verkniipfungstabelle angeben. Wegen xyz # 1 (da sonst yr = 2% — y = 22),
ryr # x (sonst y = x3), wyx # x2 (sonst y = 1), xyx # 23 (sonst y = ), zyx # y> (sonst
yr = xy), zyr # xy (sonst x = 1), zyr # yx (sonst z = 1) muss zyz = y sein. Wegen
vy ¢ {1,x,x2,x37y,y3,xy} (da sonst x3 = y3 oder y> = 1 oder y> = x oder y*> = 22 oder
1 =2y? = 2% oder x = 1 oder 2® = x) muss zy® = yx sein. Da z,y vollkommen gleichberechtigt
sind, muss auch yzry = z und y2® = zy.

Mit diesen Regeln ergibt sich schnell die Verkniipfungstabelle (2).

2 3 3

1 r x T Yoy TY YT

1 1 z 22 x> oy vy zy yx
T z 22 22 1 xy yr v oy

22 | 2?2 2 1 r v oy yr xy
2 |3 1 z 22 yr wxy y oy
Y y yr vy wy 2 1 z 28
vy zy oy oy 1 2?2 22 =z
2y loy v oyr oy 22 oz 2?2 1
yr | yz 3 xy oy z 23 1 22

Table 2: Verkniipfungstabelle fiir |G| = 8 im 2. nicht-
abelschen Fall.

Beide Verkniipfungstabellen definieren tatséchlich eine Gruppe (jeweils Dg und Qg). Sie sind ferner
nicht Isomorph, denn erstere hat 5 Elemente der Ordnung 2, letztere nur eins.

(ii) Sei G eine Gruppe der Ordnung 10.

e Der eine Fall ist G = (x) zyklisch, z.B. G = Z/10Z.
o Alternative Fall. Wihlen 1 # z € G mit maximaler Ordnung. Nach Lagrange muss |(z)| € {2, 5}.

o Fall |{(z)| = 2, dann haben alle y € G Ordnung < 2, das heikt nach Aufgabe (6) G ist abelsch.
Fiir weiteres Element 1 # y ¢ (x) (also (y) N (z) = {1}) wére dann (z) (y) < G, und weiterhin

@l L)l

ein Widerspruch zu Lagrange! Demnach muss |[(z)| = 5 sein.
o Sei also [(z)] = 5, dazu 1 # y ¢ (x). Dann ist (y) N () = {1}, denn sonst miisse nach

yE(z)
Lagrange (angewandt auf (z)) | (z) N {y)| =5 = (z) sein, also {(x) < (y) ein Widerspruch zur
————

Maximalitdt von |(z}|. Demnach =
_ @l _
<10 €{2,5}

und insbesondere (z) (y) = G, also
G= {1a z, an '1:37 l‘4, Y, 1Y, ny, xSy’ $4y}

Da (z) <G (da |G : (x)] = 2) muss yzy~! = 2™ sein fiir irgendein n € {0, ..,4}. Insbesondere

2

T = y2 T y72 — yxnyfl _ (y’l}yil)n — "
\1,/ \1,1 N——
Zn

muss n? = 1(mod5) sein, also n = 4. Demzufolge ist

yr = z'y



das heifit jede beliebige Verkniipfung 197! ... x'»y/» kann auf die Form z*y' gebracht werden,
und die Verkniipfungen der Gruppe sind eindeutig bestimmt.

o Bemerke: G ist nicht-abelsch, denn sonst wire G = (x) ® (y) & Z/5Z x Z /27 = 7./107Z zyklisch.

Existenz: Zu (z) & Z/5Z, (y) & Z/27Z und ¢ : (y) — Aut((z)), y — (z — z7!) (beachte dass
(x— 271) € Aut((z))) ist
(z) x4 (y) =t D1o

eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 10. Bezeichnung: Diedergruppe der Ordnung 10.

Aufgabe 33
Sei G = (x) der Ordnung n und d | n, 0.B.d.A d > 1 (der Fall d =1 ist klar). Dann ist
@) =
——
<G

denn (zV/HYm =1 & n| ™ & ZeN = m>d

Sei nun m € {1,..,n} so dass [(z™)| = d (jede Untergruppe von G ist zyklisch also durch irgendein =™ erzeugt).
Dann ist insbesondere ™% = 1 das heifit

n|md = %dEN = g|m = xm€<xn/d> N <xm>g<x"/d>

m
T

Da |(z™)| = [(z"/®)| folgt (z™) = (z"/).
O



