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Vorbemerkung

Fiir endliche abelsche Gruppe A mit []_, pf die Primfaktorzerlegung von |A|, ist

A:éAi, A=A, ::{aGA:pfia:O}

i=1
Wegen
~ lq‘, l'i,mi
A = (Z/p") x - x (Z/p;"™)

2

fir irgendwelche (bis auf Umordnung) eindeutigen /; ; € Ny, ist |4;| eine Potenz von p;, also nach Lagrange
4] < pb (da |Ai] | JAJ). Wegen |A] = [T._, | 4] folgt sogar |4;] = pl.

Aufgabe 26
(i) Spezialfall der Vorbemerkung: Da A := Z/120Z endlich, abelsch ist, kann A zerlegt werden in
A=A»x A3 P A5
wobei |Ags| = 23, |A3] = 3, |As| = 5, demnach Az = Z/37Z, As =2 7Z/5Z und
A €{Z/8Z, 7J27 x L)AL, 127 x 1|27 x 7.]27}

Da 2a = 0 fiir a € Z/120Z impliziert a = 0 oder a = 60 (d.h. 3 nur zwei Elemente der Ordnung < 2 in
A), sind Ags = 7/27 x 7.JAZ bzw. Ags = (Z/27)3 ausgeschlossen, denn sonst wiren (0,0)? = (1,0)? =
(0,2)? =0 bzw. (0,0)% = (1,0,0)2 = (0,1,0)% = (0,0,1)? = 0, ein Widerspruch! Somit

7/120Z = 7,/87. x 7./37 x /57

Alternativ: Es geniigt ein Element in Z/8Z x Z/5Z x Z/3Z zu finden der Ordnung 120. Wahlen dazu
Elemente z,y, z mit jeweils Ordnung 8, 5 und 3 (dies ist offensichtlich immer mdglich). Dann ist nach
Aufgabe 18 (iii)

[{zyz)] =8-5-3 =120

(ii) Sei A abelsch mit |A| = 36 = 2232, dann
A == A22 @ A32

wobei |Ag:| = 22, |Az2| = 32. Demnach ist
A€ {(Z/2Z)?, Z/AZ}

und
A€ {(Z/3Z)*, Z/9Z}



Somit sind alle moglichen Isomorphieklassen fiir A:

Z)27 x TJ27 x T)3T. x T/3Z. , TJAZ x Z./3Z x 7./3Z.

7)27 x 727 x Z,)9Z. , Z.JAZ x Z./9Z

Beachte dass diese Gruppen tatséchlich verschieden sind (z.B. enthélt Z/4Z x 7Z/9Z ein Element der
Ordnung 9 und eines der Ordnung 4, alle anderen jedoch nicht, u.s.w.).

(i) Wegen

(z2,y+2Z2) e T(ZLxZJ2Z)<= IneN:nz=0 A ny € 2Z
< IneN:nz=0 (0.B.d.A n gerade)

& 2=0
ist 7(Z x Z/2Z) = {0} x Z/27Z. Setzen

Fir:=Zx{0+2Z} , Fy:={(2,0+2Z): z € Z gerade} U {(2,1 + 2Z) : z € Z ungerade}

((1,14-22))

Dann sind F, Fy < Z x 7Z/2Z und per Konstruktion Z x Z/2Z N Fy /5 = (0,0 + 2Z). Ferner ist
TZxL122)s Fy ={(0+2,(y+2Z)+ (0+22)):2€Z, yeZ} =7 x )27

Analog, kann jedes (z,y + 2Z) € Z x Z/27 dargestellt werden als

| 0,y+2Z)+ (2,0+2Z) : z gerade
(2,9 +22) = { (0, (y+1) +2Z) + (2,1 +2Z) : = ungerade | € 7 LXZ/2L) D
das heifst
7 x )27 = T (L x Z)2Z) & F 5
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Behauptung: Jede Nebenklasse zN mit x € G besitzt genau ein Element z € Co(N. = {g € G: gu=ug V u € N}.

Beweis: Wegen
In(N) = N/ Z(N) =N , [Auwt(N)| 2 6= |N|
——

{1}
nach 5(ii)
gilt Aut(N) = Inn(N). Wegen ad,, ’N € Aut(N) (da N Normal) existiert dann ein v € N mit zyz~! = uyu=! Vy € N,
das heifst
uwlzy=yulzVyeN = T€Cg(N)

x

Wegen N = Nz ist auch T = u 'z € =N, sprich € Cg(N) NxzN. Dieses 7 ist auch das einzige mit dieser

ENz
Eigenschaft, denn fiir jedes andere z € Cg(N) NaN wiirde gelten

. B 5(i)
z z €NNCg(N)=Z(N) =
€Cg(N)€Cq(N)

{1}

das heifst z = 7.

Behauptung: Die Abbildung
f:G/IN—-G, zNw—Z



ist Monomorph.
Beweis: Fir z,y € G ist 7y € Cg(N) NzyN (denn Cg(N) ist eine Gruppe und (zN)(yN) = xzyN), also
Zy = xy bzw. f homomorph. Da die Nebenklassen paarweise disjunkt sind, ist f injektiv (denn f(zN) € xN).

Behauptung: Esist G = N @ f(G/N) (also G = Sym(3) ® Sym(3)).
—_——

~G/N
Beweis: Wegen f(G/N) < Cg(N) gilt einerseits

NN f(G/N) = (NNCa(N))Nf(G/N) = {1}

{1}
Anderseits ist
/ : N 6
_ _ IN[-AG/N)
W sto) = R <

<|G|=36

das heifit G = N - f(G/N). Schliefslich ist wegen f(G/N) < Cg(N) auch N < Cq(f(G/N)) < Na(f(G/N))
(NG Normalisator), das heifst

(N, f(G/N)) < Na(f(G/N)) = f(G/N) (N, f(G/N)) =G

Somit G = N & f(G/N).
O
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Die Projektionen
€i:GixGy—= Gy, €( 91,92 ) =g
—
€G1xG2

sind bekanntlich homomorph und normal, im Sinne dass

&; [(h1,h2)(g1,92)(hy ' hyM)] = hiei(gr, g2)h; !

Sei U < G; X G3. Betrachten ab nun die Einschriankungen von ¢; auf U.

Konstruktion der H;, K;

Setzen
H; :=¢;(U)

Dann ist tatsidchlich H; < G. Fiir die Untergruppen

Ky :=e(ker(eg)) , Ky :=ea(ker(eq))

N—— ~——
U U
—_———
Qe (U) De2 (V)
gilt dabei K; < H;. Beachte:
hie K1 & HhQEGgl(hl,hg)EkeI‘EQ S ho=1 & (hl,l)EU (1)

(analog auch fiir K5).



Konstruktion von ¢

Definieren ¢ : Hy /K1 — Hy/ Ko geméif
Sa(thl) = h2K2

fiir (hy,he) € U, h; € H;. Beachte dass per Konstruktion der H; fiir jedes hy € H; solch ein ho existiert, denn

hi € H & HhQEGgl(hl,hz)EU & ho € Hy

Die Abbildung ¢ ist dabei wohldefiniert, denn fiir (hy, hy) € U ist (1,hy 'hy) € U also hy *hy € ey(kere;) = Ko
(vgl. Gl 1) und somit ho Ko = hoKs.

Auch ist ¢ homomorph, denn fir (hy, hs), (g1, 92) € U ist auch (hiha, g192) € U, demnach
P(hihe K1) = g192 K2 = (91K2)(92K2) = p(h1K1)p(ha K1)

Zusitzlich ist ¢ injektiv, denn aus ¢(h1 K1) = Ko (wobei (hy,hs) € U), das heilt hy € Ko bzw. (1,hs) € U,
folgt (hy,1) = (h1, hahy ') € U und somit h; € K.

Surjektivitit ist klar, denn aus ho Ko € Ho K5 (d.h hy € Hs) folgt (analog zu oben fiir hy) dass (h1, he) € U fiir
irgendein hy € H;.

Somit ist ¢ ein Isomorphismus.

Konstruktion der Bijektion
Zu Untergruppe U < G x G3 setzten
O(U) = (H{, K{ Hy ,KJ . ¢)
mit den HY := H;, KY := K;, pV := ¢ wie oben eingefiihrt.
Injektivitat: Sei ®(U) = ®(V) fir Untergruppen U,V < Gy x Ga. Es geniigt zu zeigen U C V. Sei
(u1,uz2) € U, dann sind w; € HY = HY, das heift (vi,us) € V, (u1,v2) € V fiir irgendwelche v; € G;. Wegen

K{;:Ké’ Uy
U U Uy =" v 1% v K=K, -1 v
wky =" (nKy) " = " (1 K{) =vK, =" ugv, € K,

folgt (1,uzv5 ") € V. Somit
(uy,uz) = (1, u2v5 ") (ug,v9) €V

Surjektivitit: Seien H;, K;, ¢ vorgegeben. Machen den Ansatz
U = {(hl,hg) | hi S Hz : (p(thl) = hQKQ}
Dann ist U tatsichlich eine Untergruppe von Gy X Ga, denn U # (), und:

e(hi K1) = haKy = @(h{' K1) =hy'Ks = (hi,he) ' €U

(p(thl) = hQKQ, (p(lelKl) = fNLQKQ = @((hlﬁl)Kl) = (hQTlQ)KQ = (hl, hg)(ﬁl,,ﬁg) ceU

Per Konstruktion sind K; C K (denn (k1 K1) = 1K> und (1K) = koK, fiir k; € K;). Ist o(1K1) = ha K3 so
muss hy € Ko sein, analog muss mit ¢(h; K1) = 1K, entsprechend hy € K sein (da ¢ injektiv), also KiU C K;
(vgl. GL (1)), bzw. K; = KY. Per Konstruktion von U ist H; C HY, und da ¢ : H;/K; — Hs/K> surjektiv
ist, auch Hy C HY. Per Konstruktion von U ist anderseits HY C H;, also H; = HY.

Per Konstruktion von U gilt in allen Fillen ¢ = Y, somit

(I)(U) = (H17K17H25K27S0)
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Ist G abelsch, so ist [G,G] = {1}. Verwenden demnach die vorgespeicherte Sammlung kleiner Gruppen in GAP
und {iberpriifen die Hypothese fiir alle nicht-abelschen Gruppen in ansteigender Ordnung. Der Code

comm:=function (x,y) return xxy*x~—1lxy~—1; end;
for i in [1..100] do
for G in AllSmallGroups(i,IsAbelian, false) do
if DerivedSubgroup (G)<>SetX(G,G,comm) then
Print (G,", Size ", Size(G), ", GAP ID ", IdGroup(G), "\n");
fi;
od;
od;

ergibt die beiden Gruppen der Ordnung 96:

Group( [ f1, f2, £3, f4, f5, £6 | ), Size 96, GAP ID | 96, 3 |
Group( [ f1, f2, f3, f4, f5, f6 | ), Size 96, GAP ID | 96, 203 |



