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Aufgabe 18
(i) O.B.d.A k ∈ N (da auch g−k = 1 und der Fall k = 0 trivial ist). Offensichtlich ist k ≥ m, so dass aus

m - k folgen würde k = n ·m+ r mit m > r ∈ N, n ∈ N0, das heißt

gr = gk−nm = gk︸︷︷︸
1

· (gm)−n︸ ︷︷ ︸
1

= 1

ein Widerspruch zu m = min
{
l ∈ N : gl = 1

}
.

(ii) Nach (i) ist gkl = 1 äquivalent zu m | kl. Unter Verwendung von

kgV(m, k) =
mk

ggT(m, k)

schreiben wir

m

ggT(m, k)
=

1
k

kgV(m, k) =
1
k

min {l ∈ N : m | l ∧ k | l} =
1
k

min {kl : m | kl ∧ l ∈ N}

= min {l ∈ N : m | kl} = min
{
l ∈ N : gkl = 1

}
=
∣∣〈gk〉∣∣

(iii) Wegen hn = 1 ist
gn = gnhn

gh=hg
= (gh)n ∈ 〈gh〉

ist 〈gn〉 ≤ 〈gh〉, das heißt

|〈gn〉|︸ ︷︷ ︸
m

ggT(m,n)=m

∣∣∣∣ |〈gh〉|
Analog auch n

∣∣ |〈gh〉|. Anderseits ist
(gh)kgV(m,n) = gkgV(m,n)︸ ︷︷ ︸

1

hkgV(m,n)︸ ︷︷ ︸
1

= 1

das heißt kgV(m,n) ≥ |〈gh〉| ≥ kgV(m,n), also

|〈gh〉| = kgV(m,n) =
mn

ggT(m,n)
= mn
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Aufgabe 19
Gruppeneigenschaften

Für
(g1, .., gn;σ), (h1, .., hn; τ), (q1, .., qn; ρ) ∈ G oH

ist

(g1, .., gn;σ) [(h1, .., hn; τ)(q1, .., qn; ρ)] = (g1, .., gn;σ)
(
h1qτ−1(1), .., hnqτ−1(n); τρ

)
=
(
g1hσ−1(1)qτ−1(σ−1(1)), .., gnhσ−1(1)qτ−1(σ−1(n);στρ

)
=
(
g1hσ−1(1)q(στ)−1(1), .., gnhσ−1(n)q(στ)−1(n);στρ

)
=
(
g1hσ−1(1), .., gnhσ−1(n);στ

)
(q1, .., qn; ρ)︸ ︷︷ ︸

[(g1,..,gn;σ)(h1,..,hn;τ)](q1,..,qn;ρ)

das heißt G oH ist eine Halbgruppe. Dabei ist

1 := (1, .., 1; 1)

das neutrale Element, und zu (g1, .., gn;σ) ∈ G oH(
g−1
σ(1), .., g

−1
σ(n);σ

−1
)
σ−1∈H
∈ G oH

das inverse, das heißt G oH ist tatsächlich eine Gruppe.

Konstruktion von N

Setzen
N := {(g1, .., gn; 1) : gi ∈ G}

Dann ist offensichtlich N ≤ G oH und N ∼= G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸
×n

. Es ist sogar N �G, denn für (h1, .., hn;σ) ∈ G oH ist

(h1, .., hn;σ)N =
{(
h1gσ−1(1), .., hngσ−1(n);σ

)
: gi ∈ G

}
= {(h1g1, .., hngn;σ) : gi ∈ G}

G�G= {(g1h1, .., gnhn;σ) : gi ∈ G} = N(h1, .., hn;σ)

Konstruktion von U

Setzen
U := {(1, .., 1;σ) : σ ∈ H}

Dann ist U ≤ G oH denn 1 ∈ U und für (1, .., 1;σ), (1, .., 1; τ) ∈ U ist auch

(1, .., 1;σ)(1, .., 1; τ)−1 = (1, .., 1;στ−1)
H≤Sym(n)
∈ U

Natürlich ist U ∼= H.

Eigenschaften von N und U

Einerseits ist

NU = {(g1, .., gn; 1)(1, .., 1;σ) : gi ∈ G, σ ∈ H} = {(g1, .., gn;σ) : gi ∈ G, σ ∈ H} = G oH

N ∩ U = {1} ist klar.
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Variante

Wir zeigen dass G oH ein semi-direktes Produkt der form (
Gn︷ ︸︸ ︷

G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸
×n

) oϕ H ist. Dafür sei

ϕ : H → Aut(Gn) , h 7→ ϕh

mit
ϕh(g1, .., gn) :=

(
gh−1(1), .., gh−1(n)

)
Dann ist für (g1, .., gn), (g′1, .., g

′
n) ∈ Gn:

ϕh(g1g′1, .., gng
′
n) =

(
gh−1(1)g

′
h−1(1), .., gh−1(n)g

′
h−1(n)

)
= ϕh(g1, .., gn)ϕh(g′1, .., g

′
n)

das heißt ϕh ist homomorph. Bijektivität von ϕh ist klar, so dass tatsächlich ϕh ∈ Aut(Gn) ist.

Anderseits ist für h1, h2 ∈ H und (g1, .., gn) ∈ Gn:

(ϕh1 ◦ ϕh2) (g1, .., gn) = ϕh−1
1

(
gh−1

2 (1), .., gh−1
2 (n)

)
=
(
gh−1

2 (h−1
1 (1)), .., gh−1

2 (h−1
1 (n))

)
=
(
g(h1h2)−1(1), .., g(h1h2)−1(n)

)
= ϕh1h2(g1, .., gn)

das heißt ϕ ist homomorph. Somit existiert Gn oϕ H.

Wegen

(g1, .., gn, h) ◦GnoϕH (g′1, .., g
′
n, h
′) = ((g1, .., gn)ϕh(g′1, .., g

′
n), hh

′) =
(
g1g
′
h−1(1), .., gng

′
h−1(n), hh

′
)

= (g1, .., gn, h) ◦GoH (g′1, .., g
′
n, h
′)

ist tatsächlich Gn oϕH = G oH. Die restlichen Aussagen folgen aus den Eigenschaften des Semiprodukts (vgl.
Übungsaufgabe 14).

Aufgabe 20
(i) Z(G) �G und G einfach ist, ist Z(G) = G oder Z(G) = {1G}. Da jedoch G nicht abelsch ist (G 6= Z(G))

ist Z(G) = {1}. Demnach
Inn(G) ∼= G/Z(G) ∼= G

Zu beliebigen A ∈ Aut(Aut(G)) sei nun IA := A(Inn(G)) ∩ Inn(G). Da Inn(G) � Aut(G) ist auch
A(Inn(G))�A(Aut(G)) = Aut(G) bzw. IA�Aut(G). Insbesondere IA� Inn(G). Nach obiger Überlegung
ist jedoch Inn(G) einfach (da Einfachheit Isomorphieinvariant), das heißt IA = {1} oder IA = Inn(G).

O.B.d.A sei also IA = {1} (sonst wären wir fertig). Dann kommutiert jedes Element von A(Inn(G)) mit
Inn(G), das heißt

A(Inn(G)) ⊂ CAut(G)(Inn(G))
ÜA
(15)
= {1}

das heißt in jedem Fall A(Inn(G)) ⊂ Inn(G). Da A beliebig war, ist Inn(G) charakteristisch in Aut(G).

(ii) Betrachtet sei der Homomorphismus

ad : G→ Inn(G) , g 7→ adg

Nach dem Homomorphiesatz ist

F : G/ ker(ad)→ ad(G) = Inn(G) , g ker(ad)︸ ︷︷ ︸
g{1}

7→ adg, g ∈ G
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(und somit auch ad) ein Isomorphismus.Sei nun A ∈ Aut(Aut(G)) beliebig, dann ist nach Teil (i)
A(Inn(G)) = Inn(G) und somit

A
∣∣
Inn(G)

∈ Aut(Inn(G))

Setzen g := ad−1 ◦A
∣∣
Inn(G)

◦ ad ∈ Aut(G).
Behauptung: adg

∣∣
Inn(G)

= A
∣∣
Inn(G)

. Tatsächlich gilt für x, y ∈ G:

[adg(adx)] (y) =
(
g ◦ adx ◦g−1

)
(y) = g

(
xg−1(y)x−1

)
= g(x)yg(x−1)

= ad−1 (A (adx)) y ad−1(A(adx−1︸ ︷︷ ︸
ad−1

x

)) = ad−1
[
A(adx) ady A(adx)−1

]
= ad−1

[
adA(adx)(y)

]
= A(adx)(y)

⇒ adg(adx) = A(adx) ⇒ adg
∣∣
Inn(G)

= A
∣∣
Inn(G)

Behauptung: Es ist sogar adg = A. Tatsächlich, nach obigen Überlegungen ist(
A−1 ◦ adg

)︸ ︷︷ ︸
IdInn(G)

(adx) = adx

Für beliebigen α ∈ Aut(G) gilt nun

α ◦ adx ◦α−1 = adα(x) ∈ Inn(G)

⇒ α ◦ adx ◦α−1 = (A−1 ◦ adg)(α ◦ adx ◦α−1) = A−1 (adg(α)) adxA−1 (adg(α))−1

⇒ α−1A−1(adg(α)) adx = adx α−1A−1(adg(α)) ∀ x ∈ G

das heißt

α−1A−1(adg(α)) ∈ CAut(G)(Inn(G))
ÜA
(15)
= {1}

bzw.
A−1(adg(α)) = α ⇒ A−1 ◦ adg = IdAut(G)

Demnach ist A = adg ∈ Inn(Aut(G)). Da A allgemein war, ist Aut(Aut(G)) ⊂ Inn(Aut(G)). Die andere
Inklusion ist trivial.

Aufgabe 21
(i)

(ii) Sei G eine Gruppe der Ordnung 6 und 1 6= q ∈ G. Nach Lagrange ist |〈q〉| | 6, das heißt |〈q〉| ∈ {2, 3, 6}.

• Fall |〈q〉| = 6 für ein q ∈ G, dann ist G = 〈q〉. Solch eine Gruppe existiert tatsächlich, z.B. Z/6Z.
Ferner sind alle zyklischen Gruppen der Ordnung 6 isomorph.

• Fall 〈q〉 6= G ∀ q ∈ G. Sei also 1 6= q, dazu p /∈ 〈q〉. Bemerke dass dann auch q /∈ 〈p〉 gilt, da per
Wahl q /∈ {1, p} und aus q = p2 folgen würde q = 1 (falls |〈p〉| = 2) oder q2 = p (falls |〈p〉| = 3 da
q2 = p3p).
Dabei kann nicht |〈q〉| = |〈p〉| = 3 gelten, denn sonst qp /∈

{
1, q, p, q2, p2

}
also G =

{
1, q, q2, p, p2, qp

}
,

doch anderseits q2p /∈
{
1, q, p, q2, p2, qp

}
, ein Widerspruch.

Somit:

4



◦ Fall |〈q〉| = 2, |〈p〉| = 3 (beachte dass q, p vollkommen gleichbedeutend sind). Dann qp /∈{
1, q, p, p2

}
(da sonst q = p−1 oder p = 1 oder q = 1 oder q = p). Außerdem qp2 /∈

{
1, q, p, p2, qp

}
(da sonst p2 = q oder p2 = 1 oder q = p−1 oder q = 1 oder p = 1), somit

G =
{
1, q, p, p2, qp, qp2

}
Dabei ist pq /∈

{
1, q, p, p2

}
und somit pq = qp2 (im Fall pq = qp ist G =

〈
qp2
〉
was dem oben

diskutierten Fall entspricht).
Somit Verknüpfungstabelle:

1 q p p2 qp qp2

1 1 q p p2 qp qp2

q q 1 qp qp2 p p2

p p qp2 p2 1 q qp
p2 p2 qp 1 p qp2 q
qp qp p2 qp2 q 1 p
qp2 qp2 p q qp p2 1

Beispiel: q := (1 2), p := (1 2 3) also G = Sym(3).
◦ Fall |〈q〉| = |〈p〉| = 2. Dann ist qp /∈ {1, q, p} (da sonst q = p−1 oder p = 1 oder. q = 1) und
pq /∈ {1, q, p, qp} (da sonst q = p−1 oder q = 1 oder p = 1 oder {1, q, p, qp} ≤ G ein Widerspruch
zu Lagrange). Außerdem ist qpq /∈ {1, q, p, qp, pq} (da sonst qp = q oder qp = 1 oder qp = pq
oder q = 1 oder q = 1), somit

G = {1, q, p, qp, pq, qpq}

(analoges gilt auch für pqp, also qpq = pqp). Setzen nun p̃ := qp und q̃ := q. Dann

p̃ /∈ 〈q̃〉 , |〈q̃〉| = 2

und außerdem
p̃3 = (qpq) (pqp)︸ ︷︷ ︸

qpq

= 1 ⇒ p̃2 6= 1 ⇒ |〈p̃〉| = 3

Somit ist dieser Fall gleich dem Fall |〈q〉| = 2, |〈p〉| = 3.
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