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(i) O.B.d.A k € N (da auch g7% = 1 und der Fall k = 0 trivial ist). Offensichtlich ist k¥ > m, so dass aus
m t k folgen wiirde k =n-m +r mit m > r € N, n € Ny, das heift

ein Widerspruch zu m = min {l €EN:g' = 1}.
(i) Nach (i) ist g** = 1 #quivalent zu m | kl. Unter Verwendung von

mk

kegV(m, k) = ———
(m, k) ggT(m, k)
schreiben wir

m 1 1 1
—— ==k k) = —min{l : l k|l}=—-min{kl: kl l
T k)~ gV(m, k) k: min{leN:m |l A k|l} : min{kl:m |kl N | € N}

—min{l€N:m |k} =min{l € N:g" =1} = |(g")|

(iii) Wegen h™ =1 ist
g" = g"h" ""=" (gh)" € (gh)
ist (g™) < (gh), das heift
(g™ | Kgh)l
———

m
—____—=m
ggT(m,n)

Analog auch n||(gh)|. Anderseits ist

(gh)kg\/(m,n) _ gkgV(m,n) hkgV(m,n) -1

f 1
1
das heifit kgV(m,n) > |(gh)| > kgV(m,n), also
mn
gh)| =kgV(m,n) = —— =mn
(9] = ke () =
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Gruppeneigenschaften

Fir
(91,-,9n30), (h1, s hysT), (qus s qnsp) € GUH

ist

(9152903 0) [(h1, s has T) (@1, - @i P)] = (9153 93 0) (R1Gr=1(1)s - hnGr=1(n); TP)
= (g1ho-1(1)Tr-1(o-1(1))s > InPo—1(1)Gr—1 (01 (n); OTP)
= (91h0-11) (o) =1 (1) - InPo—1 () A(or) =1 (n): OTP)

= (glha_l(l)u "7gnh0'_1(n); 07—) (q17 <0y Qn»p)

[(g1,-39n30) (1, hnsT)](q1 5 ,@n5P)

das heifft G H ist eine Halbgruppe. Dabei ist

das inverse, das heifit G ¢ H ist tatséchlich eine Gruppe.

Konstruktion von N

Setzen
N :={(g1,.,9n;1) : g; € G}
Dann ist offensichtlich N < GVH und N 2 G x --- x G. Es ist sogar N < G, denn fir (hy,..,h,;0) € GUH ist
—_———

Xn

(hla ,h,n,O')N = {(hlgafl(l)a "7hnga*1(n);a-) 10i € G} = {(h191» 7hngn70) 10i € G}

G

1A

S {(g1h1s s gnhni @) gi € G} = N(hy, ... hn; 0)

Konstruktion von U

Setzen
U:={(1,.,1;0): 0 € H}

Dann ist U < G H denn 1 € U und fiir (1,..,1;0), (1,..,,1;7) € U ist auch

H<Sym(n
(1,.,1;0)1,.., ;1) =1, .., ;or ) & "

Natiirlich ist U = H.

Eigenschaften von N und U

Einerseits ist
NU ={(g1,-,9n;1)(1,.,1;0): 9. € G, c € H} ={(g1,.-19n;0) :g: € G, c € H} =GV H

NNU = {1} ist klar.



Variante
an
——
Wir zeigen dass G H ein semi-direktes Produkt der form (G x --- x G) x, H ist. Dafiir sei
—_———

Xn
p:H— Aut(G") , h— ¢
mit
on(g1, - 9n) = (9h*1(1)7 --,ghfl(n))
Dann ist fir (¢1,..,9n), (9%,-,9,) € G™

@n(91915 - Ingn) = (gh—l(l)gﬁfl(l), -~7gh—1<n>9271<n>) = on(91s - 9n) (91, -+ 9n)
das heif8t ¢}, ist homomorph. Bijektivitdt von ¢y, ist klar, so dass tatséchlich ¢, € Aut(G™) ist.

Anderseits ist fiir h1,he € H und (g1, ..,9,) € G™:

(Pr1 © @) (9152 9n) = Ppr (9h;1<1>’ -->9h;1<n>) - (gh;%h;l(l))’ --vghgl(h;%n)))

= (g(hlhz)—l(l)v~ag(h1h2)—1(n)) = ®hinz (9155 9n)

das heifit ¢ ist homomorph. Somit existiert G™ x, H.

Wegen

(gla "7gn7h) OG"XJ(‘,H (917 "ag:fmh/) = ((gla 7971) @h(gL "7g;z)? h’h/) = (glg;z*l(l)a "7.9719;7,*1(”)’ hh/)

= (917 "79”5 h) OG><1H (gllv ")g;l? h/)

ist tatséchlich G™ x, H = Gt H. Die restlichen Aussagen folgen aus den Eigenschaften des Semiprodukts (vgl.
Ubungsaufgabe 14).
O
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(i) Z(G) 9 G und G einfach ist, ist Z(G) = G oder Z(G) = {1¢}. Da jedoch G nicht abelsch ist (G # Z(G))
ist Z(G) = {1}. Demnach
Inn(G) 2G/Z(G) =G

Zu beliebigen A € Aut(Aut(G)) sei nun Iy = A(Inn(G)) N Inn(G). Da Inn(G) < Aut(G) ist auch
A(Inn(G)) < A(Aut(G)) = Aut(G) bzw. T4 <Aut(G). Insbesondere I4 <Inn(G). Nach obiger Uberlegung
ist jedoch Inn(G) einfach (da Einfachheit Isomorphieinvariant), das heifft 14 = {1} oder I4 = Inn(G).

O.B.d.A sei also T4 = {1} (sonst wéren wir fertig). Dann kommutiert jedes Element von A(Inn(G)) mit
Inn(G), das heifst
)
A(Inn(G)) € Cauy(e) (Inn(@)) =" {1}
das heif8t in jedem Fall A(Inn(G)) C Inn(G). Da A beliebig war, ist Inn(G) charakteristisch in Aut(G).

(ii) Betrachtet sei der Homomorphismus
ad : G — Inn(G) , g~ ad,
Nach dem Homomorphiesatz ist

F :G/ker(ad) — ad(G) = Inn(G) , gker(ad) — ady, g € G
{1}
9



(und somit auch ad) ein Isomorphismus.Sei nun A € Aut(Aut(G)) beliebig, dann ist nach Teil (i)
A(Inn(G)) = Inn(G) und somit

A|Inn(G) € Aut(Inn(Q))

Setzen g := ad ™" oA|Inn(G) oad € Aut(G).
Behauptung: ad, ’Inn(G) = A’Inn(G). Tatséchlich gilt fir z,y € G:

[adg(ad,)] (y) = (goadyog™") (y) = g (xg~ ' (y)a~") = g(x)yg(a™")

=ad ! (A(ad,))yad *(A(ad,-1)) = ad ™! [A(ad,) ad, A(ad,) ']
ad; !
=ad ™" [adg(ad, )y | = Alads) ()

= adg(ad,) = A(ad;) = ad, ‘Inn(G) = A‘Inn(G)

Behauptung: Es ist sogar ad, = A. Tatséchlich, nach obigen Uberlegungen ist

(A"'oad,)(ad,) = ad,

Idinn(a)
Fiir beliebigen o € Aut(G) gilt nun

aoad, o' = ady() € Inn(G)
= aoad,oa ' = (A" oad,)(acad, 0o ) = A" (ady(a)) ad, A7 (adg(a))f1

= atA ' (ady(a))ad, = ad,a P A7 (ady(a)) V2 €G

das heifst
.
(15)

o™ A7 (ady () € Caue(n (I (@) 2 {1}

bzw.

Ail(adg(a)) —a = Alo ady = Idaut (@)

Demnach ist A = ad, € Inn(Aut(G)). Da A allgemein war, ist Aut(Aut(G)) C Inn(Aut(G)). Die andere
Inklusion ist trivial.
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(i)
(ii) Sei G eine Gruppe der Ordnung 6 und 1 # ¢ € G. Nach Lagrange ist |(¢)| | 6, das heifit |{¢)| € {2, 3,6}.

o Fall [{(¢)| = 6 fiir ein ¢ € G, dann ist G = (¢). Solch eine Gruppe existiert tatséchlich, z.B. Z/6Z.
Ferner sind alle zyklischen Gruppen der Ordnung 6 isomorph.

e Fall (¢) #G V g € G. Sei also 1 # ¢, dazu p ¢ (q). Bemerke dass dann auch ¢ ¢ (p) gilt, da per
Wahl ¢ ¢ {1,p} und aus ¢ = p? folgen wiirde ¢ = 1 (falls |[(p)| = 2) oder ¢®> = p (falls |(p)| = 3 da
¢* = p°p).

Dabei kann nicht |{g)| = |(p)| = 3 gelten, denn sonst gp ¢ {1, q,p, q2,p2} also G = {1,q, q%.p,p?, qp},
doch anderseits ¢%p ¢ {1, q,p,q%, p?, qp}, ein Widerspruch.
Somit:



Fall [{(g)] = 2, [{p)| = 3 (beachte dass ¢,p vollkommen gleichbedeutend sind). Dann gp ¢
{1,4,p,p?} (dasonst ¢ = p~* oder p =1 oder ¢ = 1 oder ¢ = p). Auferdem qp* ¢ {1,q,p,p?, qp}
(da sonst p? = q oder p?> =1 oder ¢ = p~! oder ¢ = 1 oder p = 1), somit

G = {17q7p7p27qp’ qp2}

Dabei ist pq ¢ {l,q,p,pQ} und somit pg = gp? (im Fall pg = qp ist G = <qp2> was dem oben
diskutierten Fall entspricht).
Somit Verkniipfungstabelle:

1 ¢ p P e @
11 ¢ p P e @
¢ | ¢ 1 q @* p P
p | @ P 1 q¢ qp

Pl o 1 p @* q
ap | qp P* @* q¢ 1 p
w*law* p ¢ @ p* 1

Beispiel: ¢ := (1 2), p:= (12 3) also G = Sym(3).
Fall |(g)] = |{p)| = 2. Dann ist qp ¢ {1,q,p} (da sonst ¢ = p~! oder p = 1 oder. ¢ = 1) und
pq & {1,q,p,qp} (da sonst ¢ = p~! oder ¢ = 1 oder p =1 oder {1, ¢, p,qp} < G ein Widerspruch
zu Lagrange). Auferdem ist gpq ¢ {1,q,p,qp,pq} (da sonst gp = ¢ oder gp = 1 oder gp = pq
oder ¢ = 1 oder g = 1), somit

G ={1,4.p,qp,pq, qpq}

(analoges gilt auch fiir pgp, also gpg = pgp). Setzen nun p := ¢gp und G := ¢q. Dann

pE@ 5 @) =2
und aufserdem
P’ =(apq) (pap) =1 = p°#1 = |(p)=3
——
apq
Somit ist dieser Fall gleich dem Fall |{(¢)| = 2, |(p)| = 3.



