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Aufgabe 14

Gegeben seien Gruppen K,H und ein Homomorphismus ϕ : H → Aut(K), h 7→ ϕh.
Auf G := H × K wird eine Multiplikation definiert durch (k, h)(k′, h′) := (kϕh(k

′), hh′)
für h, h′ ∈ H, k, k′ ∈ K. Zeigen Sie, dass G eine Gruppe ist, die eine zu H isomorphe
Untergruppe H̃ und einen zu K isomorphen Normalteiler K̃ mit G = K̃H̃ und K̃∩H̃ = 1
besitzt. (Man nennt G das semidirekte Produkt von K und H (bzgl. ϕ) und schreibt
G = K ⋊ H oder genauer G = K ⋊ϕ H.)

Aufgabe 15

(i) Zeigen Sie, dass es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen der Ordnung 4 gibt.

(ii) Beweisen Sie, dass für jede Gruppe G mit Z(G) = 1 gilt: Z(Aut(G)) = 1.

Aufgabe 16

Seien K ein Körper, n ∈ N und G die Untergruppe von GL(n,K), die aus allen Matrizen
der folgenden Form besteht:
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Bestimmen Sie Z(G).

Aufgabe 17

Sei n ∈ N r {4}. Zeigen Sie, dass zu jedem σ ∈ Sym(n) r {1} ein τ ∈ Sym(n) mit
Sym(n) = 〈σ, τ〉 existiert. Zeigen Sie auch, dass diese Aussage für n = 4 falsch ist.


