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1 VORWORT

1 Vorwort

1.1 Was dies ist

Hierbei handelt es sich um Aufzeichnungen und Erlduterungen des Stoffes der im SS 2009 an der FSU Jena
von Prof. Burkhard Kiilshammer im Fach Gruppentheorie gelehrt wurde. Beweise sind im allgemeinen nicht
inkludiert.

1.2 Verbesserungen

Ich werde immer mal dieses Skript verbessern bzw. erweitern. Im Falle von Fehlern, ist mir Bescheid zu sagen
das beste was du machen kannst, da so alle davon profitieren kénnen. Wissen ist das einzige auf dieser Welt das
vom Teilen mehr wird!

Ich bin zu erreichen unter stilianos.louca@apfel. uni-jena.de, ohne das Obst.



2 EINFUHRUNG

2 Einfiihrung

Anwendungsgebiete der Gruppentheorie und typische Gruppen:

Zahlbereiche
- (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+)

—_

3. Z/nZ :={0+nZ,...,n — 1+ nZ} : Restklassengruppe modulo n (mit ”+”).
4. (Z/nZ)* :={a+nZ: ggT(a,n) = 1} : Prime Restklassengruppe modulo n (mit ”-”).

Lineare Algebra
Sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum, n € N.

1. GL(n,K) := {4 € K" : det(A) # 0} mit Matrixmultiplikation : Allgemeine lineare Gruppe des Grades n
iiber K.

2. GL(V):={f:V — V| f linear, bijektiv} mit Verkettung o : Allgemeine lineare Gruppe von V.
3. SL(n,K) := {A € K" : det(A) = 1} : Spezielle lineare Gruppe des Grades n iiber K.
Sei nun V ein euklidischer K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -).

1. O(V):={f:V — V| f Isometrie} mit Verkettung o : Orthogonale Gruppe von V.
Bemerke: f: V — V ist eine Isometrie :< f ist linear und (fx, fy) = (x,y) fir z,y € V.

2. O(n) :=O0(n,R) :== {A € R"™*" : ATA =1,} : Orthogonale Gruppe des Grades n.
Nun sei V' unitér mit Skalarprodukt (-, -).
1. U(V):={f:V — V| f Isometrie} : Unitére Gruppe von V.

2. U(n) :=U(n,C):= {A €eCm ATA = 1n} : Unitédre Gruppe des Grades n.

Kombinatorik

Sei Q2 # ) eine Menge.

1. Sym(Q) :={f : Q@ — Q| f bijektiv} mit Verkettung o : Symmetrische Gruppe auf €.
2. Alt(Q2) := {f € Sym(9) : f gerade} : Alternierende Gruppe auf £ (€2 endlich).

Geometrie

1. AO(R"™) :={f:R" = R" | ||fr — fy| = |z —y|| V z,y € R"} : Bewegungsgruppe.

2. Gegeben beliebige Menge im R™, z.B. regelméfiges n-Eck P, C R™. Dann bezeichnet
D:={f€AOR?: f(P,) = P,}

die so genante Symmetriegruppe von P, .
Bemerke: Im Falle eines regelméfigen n-Ecks heift D =: D,, n-te Diedergruppe. Es ist dann |D,,| = 2n.

3. Friesgruppen : Symmetriegruppen unendlich ausgedehnter Objekte im R2.



2 EINFUHRUNG

Algebra

Es sei L | K eine Korpererweiterung von K.

1. Gal(L | K) := {f :L — L | f Automorphismus in A f|]K = IdK} : Galoisgruppe.

Topologie

Fundamentalgruppen, Homologiegruppen.

Zahlentheorie

Es sei K ein algebraischer Zahlenkorper und Ok der Ganzheitsring von K.
1. Of :={a € Ok \ {0} : L € Ok} : Einheitsgruppe.

2. Die Klassengruppe {gebrochene Ideale} / {gebrochene Hauptideale}



3 HALBGRUPPEN

3 Halbgruppen

3.1 Einfiihrung

3.1.1 Definition: Monade

Es sei M eine beliebige Menge, und o : M x M — M eine beliebige Abbildung;:
(a,b) —aob

Dann heift das Paar (M, o) Monade.
Man schreibt auch: a xb, a-b, a+ b, ab.

Beispiele:
o + — -auf R N,C
e N, U auf der Potenzmenge £(X) irgendeiner Menge X.
o goT, kgV auf N.
e o auf Abb(X) :={f: X — X | f Abbildung}

3.1.2 Definition: Neutrales Element

Es sei (M, o) eine Monade. Dann heifst e € M:
Linksneutral: :& Vae M :eoa=a
Rechtsneutral: :& Vae M :aoce=a
Neutral: :& e ist links- und rechtsneutral.
Bemerkungen:

e Ist e links- und f rechtsneutral, dann ist e = f. Somit kann insbesondere maximal ein neutrales Element
in M existieren.

e Das neutrale Element wird oft mit 1 bezeichnet, bzw. mit 0 falls "+ die Verkniipfung ist.

Beispiel: 0 ist neutral in (Z,+) und 1 neutral in (Z, -).

3.1.3 Definition: Kommutativitidt, Monoid

Es sei (M, o) eine Monade. Dann heifien a,b € M vertauschbar :< ab = ba.
(M, 0) heilit kommutativ (abelsch) < Vx,y: xz oy =y oz (Kommutativgesetz).
(M, o) heifst Halbgruppe & YV 2,y € M : (xoy)oz=xzo0 (yoz).

(M, o) heifit Monoid :< (M, o) ist Halbgruppe mit neutralem Element.

Beispiele:
e (N, +) ist Halbgruppe, (Ng, +) ist Monoid.
e Fiir beliebige Menge X # (), ist Abb(X) ein Monoid, mit neutralem Element die Identitat Idx.

e Fiir beliebige Menge A # () (Alphabet) bezeichne Buchstabe ein Element aus A. Ein Wort iiber A ist eine
beliebige endliche Folge
w=(a1,.,ap):=ay...a, , n €N, a; € A

Die Menge
W :={w : w Wort iiber A}
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heifst freie Halbgruppe iiber A, mit der Verkniipfung
(@1, .y apn) 0 (b1, .y b)) := (a1, .y Any b1, ooy b))
Bemerke: (W, o) besitzt kein neutrales Element. Fithrt man das leere Wort € ¢ W ein, so heift
Wo :=WU{e}

freies Monoid iiber A mit neutralem Element .

3.1.4 Definition: Invertierbarkeit

Es sei (M, o) ein Monoid. Ein Element a € M heift:
Rechtsinvertierbar: (< 3be M :ao0b=1
Linksinvertierbar: :< 3be M :boa=1

Man sagt b ist rechts- bzw. linksinvers zu a. Ist b links- und ¢ rechtsinvers zu a, so muss b = ¢ sein. In dem Falle
schreibt man b = a~!, nennt a~! invers zu a und a invertierbar.

Bemerkungen:
e Ist a invertierbar, so ist auch a~! invertierbar, und (a=!)~! = a.

e Sind z,y invertierbar, so ist auch zy invertierbar, mit (zy)~! =y~ to~L.

Beispiel: Fiir beliebigen Korper K und n € N, ist K™*™ ein Monoid bzgl. Matrixmultiplikation, mit neutralem
Element die Einheitsmatrix 1,,. A € K™*™ ist invertierbar im obigen Sinne, genau dann wenn det(A) # 0. Be-
merke dass die Linksinvertierbarkeit einer Matrix dquivalent zu deren Rechtsinvertierbarkeit ist (Besonderheit!).

3.1.5 Definition: Potenzen

Es sei (H, o) ein Halbgruppe und h € H, n € N. Dann nennt man

h":=ho---0oh
—_——

n mal

die n-te Potenz von a. Ist H ein Monoid, so definiert man a® := 1. Ist ferner a invertierbar, so schreibt man
a” "= (a—l)n _ (an)—l

Rechenregeln:

n m—+n

e amoa" =a
o (a™)" =a™m"
e Falls ab = ba, dann ist (ab)™ = a™b"

Bemerke: Ist "+ die Verkniipfung, so schreibt man auch n - a := a™. Die Rechenregeln lauten dann
e (m+n)a=ma+na

e (mn)a = m(na)

en(a+b)=na+nbfallsa+b=>b+a

10
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3.2 Homomorphismen

3.2.1 Definition: Homomorphismus

Es seien M, N Monaden und f: M — N eine Abbildung. Dann heifit f:
Homomorphismus: & Va,be M : f(ab) = f(a)f(b)
Monomorphismus: :& f ist ein injektiver Homomorphismus.
Epimorphismus: :& f ist ein surjektiver Homomorphismus.
Isomorphismus: :< f ist ein bijektiver Homomorphismus.
Endomorphismus: :& f ist ein Homomorphismus und (M, o) = (N, o).
Automorphismus: :& f ist ein bijektiver Endomorphismus.

Man schreibt

Hom(M,N):={f: M — N | f homomorph}
End(M) := Hom(M, M)

Aut(M) :={f € End(M) : f bijektiv}

Beispiele:
e Fiir Korper K und n € N ist det : (K"*",.) — (K, ) ein Homomorphismus.
e Die Exponentialfunktion exp : (R,+) — (R, ) ist ein Homomorphismus.
e Es sei (W, o) die freie Halbgruppe iiber das Alphabet A und
l(ay...an) :==n

die Ldnge jedes Wortes (a1..a,) € W. Dann ist [ : (W, 0) — (N, +) Homomorph.

3.2.2 Lemma iiber Homomorphismen
e Sind L, M, N Monaden und f € Hom(L, M), g € Hom(M, N), dann ist auch g o f € Hom(L, N).

o Ist f: M — N ein Isomorphismus, so ist auch f~!': N — M ein Isomorphismus.

3.2.3 Definition: Isomorphe Monaden
Zwei Monaden (M, o), (N, o) heiffen isomorph (M = N), falls ein Isomorphismus f : M — N existiert.

Beispiel: ({w, f},V) = ({0,1},:) mit w+— 0, f+ 1.

3.2.4 Satz iiber Isomorphie

Die Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation iiber alle Monaden, das heift:
o M = M (Reflexivitét)
e M2 N = N = M (Symmetrie)
e LM AN MXZN = L<=N (Transitivitit)

11



4 GRUPPEN

4 Gruppen

4.1 Einfiihrung
4.1.1 Definition: Gruppe

Eine Gruppe ist eine Halbgruppe (G, o) mit einem linksneutralen Element, in der jedes Element linksinvertierbar
ist.

4.1.2 Lemma iiber Gruppen

Eine Gruppe (G, o) ist ein Monoid in dem jedes Element invertierbar ist.

Beispiele:
o (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sind (abelsche) Gruppen, (N, +), (Ng,+) nicht.
e (@\{0},-), R\{0},-), (C\{0},-) sind (abelsche) Gruppen, (Z\ {0},-) nicht.
e Fiir Monoid (M, o), ist die Einheitsgruppe von M (unit-group)
U(M) :={a € M : a invertierbar}
eine Gruppe.

e Fiir beliebige Menge X ist die symmetrische Gruppe auf X

Sym(X) :=U(Abb(X)) :={f: X — X | f bijektiv}

aller Permutationen eine Gruppe. Fiir X = {1,..,n} schreibt man auch Sym(X) =: Sym(n) und nennt
die Elemente in Sym(n) Permutationen des Grades n. Man schreibt:

Somit ist

e Fiir Kérper K und n € N ist

UK ) = {A e K™ : det(A) # 0} = GL(n,K)
e Fiir jede nicht-leere Familie (G;),.; von Gruppen G; ist auch das direkte Produkt

i>€<IGi = {(91);e; 1 9: €Gi, i €1}

mit der Verkniipfung
(Qi)iel © (hi)z‘el = (gio hi)ie[
eine Gruppe. Im Fall I = {1,..,n} schreibt man
Xi=1nG; =Gy x---x G,
mit
(915 9n) = (9i)ier

4.1.3 Definition: Ordnung einer Gruppe
Die Ordnung |G| einer Gruppe (G, o) ist die Anzahl ihrer Elemente.

12
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4.1.4 Lemma: Ordnung von Sym(n) und GL(n,K)
1. Fir n € Nist |Sym(n)| = n!

2. Fiir Kérper K mit |K| =: ¢ und n € N ist |GL(n,K)| = (¢ — 1)(¢" — q) ... (¢" — ¢"!)

4.1.5 Satz iiber Gruppenhomomorphismen

Es sei f : G — H ein Homomorphismus zwischen den Gruppen (G, o) und (H, o). Dann gilt:
fle)=1u A f(g7")=fl9~'V €G

Beispiel: Fiir Korper K und n € N ist det : GL(n,K) — (K \ {0},-) ein Homomorphismus. Demnach ist
det(1,,) =1 und
det(A™1) = det(A)"!, A € GL(n,K)

4.2 Untergruppen

4.2.1 Definition: Untergruppe

Eine Teilmenge U C G einer Gruppe (G, o) heiflt Untergruppe von G, falls gilt:
1. 16 €U

2. Fira,bcUistaob, at €U

Bemerkung: U ist mit der entsprechend eingeschrénkten Verkniipfung selbst eine Gruppe. Wir schreiben
U<G (bzw. U <G im Fall U # G). Ist U < G, so heifst U eine echte Untergruppe von G.

Beispiele:
e (Z,+) < (Q,+) <(R,+) < (C,+)
e (@Q\{0},) < (R\{0},-) <(C\{0},")
e In jeder beliebigen Gruppe G sind G selbst und die triviale Untergruppe {1¢} =: 1 Untergruppen.

e Fiir jede nicht-leere Familie (G;);ec; von Gruppen bildet
{(gi)iel € '>e<1Gi| Hiel:gi #1} < 00}

eine Untergruppe von X G;. Diese heift eingeschrinktes direktes Produkt von (G;);ecr. Man schreibt H G;.
i€l .
iel
Fiir |I] < oo ist
[Ic: = xa;

iel el

e Fiir jede Monade M ist die Automorphismengruppe Aut(M) mit Verkettung o eine Untergruppe von
(Sym(M), o).

4.2.2 Satz: Charakterisierung von Untergruppen

Eine nicht-leere Teilmenge U C G einer Gruppe (G, o) ist genau dann eine Untergruppe von G, wenn gilt:

aob™telU VabeU

13
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4 GRUPPEN

4.2.3 Definition: Produkte von Teilmengen
Fiir Teilmengen X,Y C G einer Gruppe (G, o) setzt man
XY ={zy:z€eX, yeY}
und
X1.= {.Z‘_l 1T € X}

Bemerkungen: Fiir X,Y,Z C G gilt:

o (X Hl=X

o (XY) =y lx!

e (XY)Z=X(Y2Z)

o Satz 422 besagt: X <G & X #AD AN XX 1CX

4.2.4 Satz: Eigenschaften von Untergruppen
Es sei (G, o) eine Gruppe. Dann gilt stets:

1. UUV <G & UCV v VCU fir Untergruppen U,V < G.
2. UV <G < UV =VU fiir Untergruppen U,V < G.
B UCW = UVNW =U(VNW) (Dedekind-Identitét) fiir Untergruppen U, V, W < G.

4. Fiir jede nicht-leere Menge {U;}, von Untergruppen U; < G ist auch ﬂ U; eine Untergruppe.

2

4.2.5 Satz liber Gruppenhomomorphismen und Untergruppen

Seien G, H Gruppen und f € Hom(G, H). Dann gilt:

1. Ist U < @, soist f(U) < H. Insbesondere ist image(f) := f(G) < H.

2. Ist V < H, soist f~'(H) < G. Insbesondere ist ker(f) := f~'({1g}) < G.
3. Ist U < G, soist f~1 (f(U)) = Uker(f) = ker(f)U.

4. Ist V. < H,soist f (f71(V)) =V N f(G).

5. Der Zusammenhang zwischen % := {U < G : ker(f) CU} und ¥ :={V < H : V C f(G)}, gegeben durch

U—fU), VesfYV), Ucu, Veyv
ist bijektiv.
Notationen:
e f(U) heifit Bild von U unter f.
o f~1(V) heiRt Urbild von V unter f.
e image(f) := f(G) heilt Bild von f.
o ker(f) := f~'({1n}) heift Kern von f.

14
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Beispiel: Fiir Korper K und n € N ist
SL(n,K) = {4 € GL(n,K) : det(A) = 1} = ker (det : GL(n,K) — K\ {0})

4.2.6 Satz: Charakterisierung injektiver Homomorphismen
Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : G — H gilt:
f injektiv < ker(f) = {l¢}

4.2.7 Definition: Innerer Automorphismus, Zentrum

Fiir jedes a € G einer Gruppe G ist
1

ad, :G— G , x— azxa”
ein Automorphismus auf G, und heifst der von a induzierte, innere Automorphismus von G. Die Abbildung
ad: G — Aut(G) , aw— ad,
ist Homomorph, das heifit insbesondere

adg, = adgoady , ad,-1 = ad;1

Nach Satz 4.2.5 ist
Inn(G) := image(ad) := ad(G) < Aut(G)

Man nennt Inn(G) die innere Automorphismengruppe von G. Man nennt
Z(G):=ker(ad) = {a € G:aza™' =z Vz €G}
——

<G

={aeG:ax=2a VzeG}

das Zentrum von G.

4.2.8 Lemma: Innere Automorphismen und Produktgruppen
Sei G eine Gruppe und H, K < G mit G = HK. Dann gilt
G=ad,(H)ady(K) Vz,y e G

4.2.9 Lemma tliber triviale Zentren

Sei G eine Gruppe mit Z(G) = 1. Dann ist auch Z(Aut(G)) = 1.

4.2.10 Definition: Erzeuger einer Gruppe
Fiir beliebige Untermenge X C G einer Gruppe (G, o) heift der Durchschnitt

(X):= () Ui
U;<G
XCU;

die von X erzeugte Untergruppe in G. Sie ist die kleinste Untergruppe von G die X enthilt. Fiir X = {ay,..,a,}
schreibt man

(X) =:{a1,..,an)
Ist X C G so dass (X) = G, so heiflt X ein Frzeugendensystem von G. Hat G ein endliches Erzeugendensystem,
so heiltt G endlich erzeugt.
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Bemerkungen:
e Jede Gruppe besitzt ein Erzeugendensystem, ndmlich G selbst.

e Jede endliche Gruppe ist endlich erzeugt.

4.2.11 Satz: Charakterisierung von erzeugten Gruppen

Fiir Teilmenge X C G einer Gruppe (G, o) besteht (X) aus den Elementen der Form
zito-roxir . neNg, x; € X, g € {£1}

wobei man im Fall n = 0 das Produkt als 14 interpretiert.

Bemerkungen:

(i) Vergleiche (X) mit dem span(X) einer Untermenge X C V eines Vektorraumes V.

(ii) Fir X C G und Gruppenhomomorphismus « : G — H ist

(a(X)) = a((X))

denn

(X)) ={a(z1) o---oa(z,)™ :n €Ny, g € {£1}, x; € X}

={a(zito---oxir):ineNy, g € {£l}, ;€ X} =a((X))

4.2.12 Definition: Zyklische Gruppe
Sei G eine Gruppe und x € G. Dann heifst

() = ({a}) = {a" :n € Z}

die von z erzeugte zyklische Gruppe. Ist G = {(a) fiir irgendein a € G, so heilt G zyklisch.

Bemerkung: Zyklische Gruppen sind immer abelsch.

4.3 Nebenklassen
4.3.1 Definition: Linkskongruenz, Rechtskongruenz
Sei G eine Gruppe, H < G und a,b € G.

o Ist a='b € H, so heifit a linkskongruent zu b modulo H. Man schreibt

a=; b (modH)

o Ist ab~! € H, so heifit a rechtskongruent zu b modulo H. Man schreibt

a =, b (modH)

16
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4.3.2 Lemma iiber Links- und Rechtskongruenz

Links- und Rechtskongruenz =; (mod H), =, (mod H) sind Aquivalenzrelationen auf G, das heift
Reflexivitit: a = a (mod H) Vae G

Symmetrie: a =; b (mod H) < b=;a (mod H) Va,beG

Transitivitdt: « =, b (mod H) A b=;¢c (mod H) = a=,c(mod H) VabceG

Analog auch fiir =, (mod H).

4.3.3 Lemma: Charakterisierung von Links- und Rechtskongruenz
Sei G eine Gruppe und H < G. Dann gilt fiir a,b € G:
a=b(mod H) & beaH

und
a=,b(mod H) & b€ Ha

4.3.4 Definition: Links- und Rechtsnebenklasse

Sei G eine Gruppe und H < G. Die Aquivalenzklasse von a € G bzgl. =; (mod H) heift Linksnebenklasse von
a modulo (nach) H, und ist nach Lemma 4.3.3 gegeben durch

la], = aH

Die Aquivalenzklasse von a bzgl. =, (mod H) heift Rechtsnebenklasse von a modulo (nach) H, und ist analog
gegeben durch

al, = Ha
Wir setzen

G/H :={aH :a€G} , H\G:={Ha:a€G}

Bemerkung: Die Zuordnungen
H—aH , h— ah

und
H— Ha, h— ha

sind beide bijektiv, so dass insbesondere gilt

laH| = [Ha| = |H|

4.3.5 Definition: Index einer Untergruppe

Sei G eine Gruppe und H < G. Fiir Ha € H \ G ist (Ha)™' = a7'H™! = ¢a7'H € G/H. Analog ist
(aH)™' € H\ G fiir aH € G/H. So erhiilt man eine Bijektion G/H — H \ G. Mann nennt

G H|:=|G/H| = |H\ G|

den Index von H in G.

4.3.6 Satz von Lagrange
Fiir jede Untergruppe H < G einer Gruppe G gilt:
Gl = |G+ 1| - |H]

Insbesondere sind |H|, |G : H| im Fall |G| < co Teiler von |G|.
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Beweis: G ist die disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen modulo H. Es gibt |G : H| Nebenklassen, jede
enthélt |H| Elemente. Bemerke dass die Kardinalitidten im Falle unendlicher Gruppen entsprechend zu deuten
sind.

Beispiel: Gruppen der Ordnung 24 kénnen keine Untergruppe der Ordnung 7 enthalten.

4.3.7 Korollar iiber Gruppen mit Primzahlordnungen

Gruppen von Primzahlordnung sind immer zyklisch.

4.3.8 Definition: Ordnung eines Elementes

Fiir jedes Element a € G einer Gruppe G heift |{(a)| Ordnung von a.

Bemerkung: Bekanntlich ist
(a) ={a" :neZ}
Man unterscheidet zwischen zwei Fillen. Im ersten, trivialen Fall sind alle a™, n € Z paarweise verschieden.
Dann ist |(a)| = |Z|.
Im zweiten Fall ist o™ = o™ fiir irgendwelche m < n € Z, also insbesondere ¢~ ™ = 1 mit (n — m) € N. Sei
nun k € N das kleinste k, so dass a* = 1. Dann sind

paarweise verschieden, denn wire a® = o/ mit 0 <i < j < k — 1 so wire / ~* = 1 also j — i = 0 nach Wahl von
k. Im Falle i > k ist a*~ % = a', also

at € A= {l,al,..,akfl} VieNy
Analog ist (a')™' = a=% = ="k, das heift a’ € A Vi € Z. Daher
(a) = {17a17..,ak_1}

und

l(a)] =k
In beiden Féllen ist
[{(a)| = inf {k € N: a* =1} (4.3.8.1)

wobei inf 0 := oo.

4.3.9 Satz von Fermat-Euler
Fiir jedes Element a € G einer endlichen Gruppe G gilt a/¢! = 1.
Beweis: Nach Lagrange (4.3.6) ist
G| =G : (a)| - Ka)|
l

Sei k € N minimal so dass a* = 1, d.h. k = |{a)| (vgl. vorige Bemerkung). Also

a|G| — ak:l — (ak)l — ll — 1

18
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4.3.10 Satz iiber Element-Ordnungen
Sei G eine Gruppe und g € G mit Ordnung |{g)| =: n € N. Dann gilt:
1. Ist k € Z mit ¢ =1, so gilt n ‘ k.

2. Fiir k € Z hat ¢g* die Ordnung m.

4.3.11 Korollar fiir zyklische Gruppen
Sei G eine zyklische, endliche Gruppe.

1. Fiir jedes n € Ny gilt:
{g€G:g" =1} =ggT(n,|G|)

2. Zu jedem Teiler n von |G| enthélt G genau eine Untergruppe der Ordnung n.

4.3.12 Satz iiber Untergruppen von (Z,+)

Fiir jede Untergruppe U < Z existiert ein n € Ny mit

U=nZ:={nz:z€Z}

Bemerkung: Esist |Z:nZ| =n fiir n € N, denn:
Fiir z € Z existieren ¢,r € Z mit z = qgn+r, 0 <r < n und daher z € r + nZ. Folglich:

Z=0+nZ)U(1+nZ)U---U(n—1+nZ)
Da 0,1,..,n — 1 in paarweise verschiedenen Linksnebenklassen modulo nZ liegen, folgt die Behauptung.

Dabei besitzt Z fiir n € NU {co} genau eine Untergruppe vom Index n.

4.3.13 Satz iiber Untergruppen zyklischer Gruppen
Jede Untergruppe V einer zyklischen Gruppe G = (g), g € G ist ebenfalls zyklisch.
Beweis: Betrachten den Epimorphismus

f:(Z,+) = (G,0) , n—g"

Dann ist V = f(f~1(V)). Da f~}(V) < Z ist nach vorigem Satz 4.3.12 f~1(V) = nZ fiir irgendein n € Ny.
Daher ist

V= f(nZ)=(g")

zyklisch.
O

4.3.14 Definition: Modulo H, K
Seien G eine Gruppe, H, K < G und a,b € G. Wir schreiben

a=b(mod H,K)

falls h € H, k € K existieren mit b = hak.
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4.3.15 Lemma iiber die Relation = (modH, K)

Seien G eine Gruppe und H, K < G. Dann ist die Relation "= (mod H, K)” eine Aquivalenzrelation auf G.

Bemerkung: Fiir a € G ist die Aquivalenzklasse von a bzgl. = (mod H, K) die Doppelnebenklasse
HaK :={hak:he H, ke K}
von a modulo (nach) H, K. Man setzt
H\G/K :={HaK :a € G} (4.3.15.1)
Als Spezialfall ist dann
H\G=H\G/1 , G/IK=1\G/K

Beachte: |HaK| ist im allgemeinen kein Teiler von |G|. Als Beispiel betrachte

1 2 3 1 2 3
G.—Sym(3)7a.—l,b.—<2 1 3) ’C'_(g 5 1)

H:=()={1,b} , K:={(c)={l,¢} , HaK = {1,b,¢,bc}
Dann ist |HaK| = 4, kein Teiler von |G| = 6.

mit

4.3.16 Lemma iiber Doppelnebenklassen

Seien G eine Gruppe, H, K < G und a € G. Dann enthélt HaK genau ’H cHN (aKa*1)| Linksnebenklassen
modulo K und genau |K :(a'Ha)N K ‘ Rechtsnebenklassen modulo H. Insbesondere ist

|HaK|=|H : HN (aKa™ )| |K| = |K: (a”'Ha) N K| - |H|

Bemerke: Nach Satz 4.2.5 ist
aKa ' =ad,(K)<G = HnaKa ' <G
Analog ist auch a"*Ha N K < G.

Beispiel: Fiir a =1 ist HaK = HK. Nach obigem Satz enthdlt |H K| genau |H : H N K| Linksnebenklassen
modulo K und genau |K : H N K| Rechtsnebenklassen modulo H. Insbesondere:

(i) |[HK|=|H:HNK]|-|K|=|K:HNK]|-|H]|.
(i)

(iii) |[H: HNK| < |G : K|
(iv) Aus |[H:- HNK|=|G: K| < o folgt G = HK = KH.

Ist |[K' N H| < oo, dann |[HK| = %

4.3.17 Verallgemeinerung des Satzes von Lagrange

Den Satz von Lagrange (4.3.6) kann man folgendermafen verallgemeinern: Ist G eine Gruppe und K < H < G,
so gilt:
|G:K|=|G:H|-|H:K|

Bemerke: Dies ist tatséchlich eine Verallgemeinerung, denn mit

G=HgH , H=|HnK

i€l jeJ
(I|=|G: H|, |J| =|H : K|) folgt
G = + gith
el
JjeJ
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4.3.18 Lemma iiber Indizes von Untergruppen

Fir Untergruppen H, K < G einer Gruppe G gilt stets:
() IG: HNK|<|G: H||G: K|
(i) Ist  G:HNK|=|G:H|-|G:K|<o0,s0ist G=HK = KH.
(iii) Sind |G : H|, |G : K| endlich und teilerfremd, so ist
|G:HNnK|=|G:H| |G: K|

also insbesondere G = HK = KH.
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5 ZERLEGUNG VON GRUPPEN

5)

5.1

5.1.1

Zerlegung von Gruppen

Normalgruppen und Faktorgruppen

Satz: Charakterisierung von Normalgruppen

Fiir Untergruppe N < G einer Gruppe G sind dquivalent:

1. gNg'CN Vged

o

gNg'=N Vge@

.gN=Ng Vge@

3
4. G/N ist eine Gruppe mit der Verkniipfung (¢N)(hN) = ghN fir g,h € G (vgl. 4.2.3).
5

. Es existiert eine Gruppe H und Homomorphismus f : G — H mit N = ker(f).

5.1.2 Definition: Normalgruppe

Es sei N < G eine Untergruppe von G die eine (bzw. alle) der Eigenschaften in Satz 5.1.1 erfiillt. Dann heifst
N normal (Normalteiler) in G. Man schreibt: N < G, im Falle N # G auch N < G. Die Menge G/N = N\ G
heifst Faktorgruppe (Quotientengruppe) von G modulo (nach) N.

Bemerkungen:

(i)

Fiir Normalteiler N < G ist
f:G—G/N, g— gN

ein Epimorphismus, und heiflt kanonischer (natirlicher) Epimorphismus von G auf G/N. Dabei ist
lg/vn =f(1)=1IN =N

und
GN) ' =flo) t=flg ) =9"'N
fiir g € G. Ferner gilt fiir a,b € G:

a=;b(modN) & aN =bN < Na=Nb = a=, b(modN) .
Man schreib daher kurz: a = b(modH) und sagt a ist kongruent zu b modulo N.
Fiir Teilmenge X C G und U 4G gilt:

{2U:z€e (X)} =(2U :2 € X) (5.1.2.1)
denn

(2U:x e X)y={(27'U)...(z;7U) :n €Ny, ¢; € {£1}, x; € X}
={(z5*...2")U:n €Ny, g € {£1}, z; € X}

={9U: g€ (X)}
Spezialfall: Fiir Teilmenge X C G und U < (X)) ist
(X)/U={(2U :z € X)

(setze G := (X)).
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Normalgruppen und Faktorgruppen 5 ZERLEGUNG VON GRUPPEN

(iii)

(vi)

(vii)

(viii)

Ist N <G und g € G, so ist
[(gN)] < [(9)]
denn
(gN)|<9>| =gl N = lo/n
gl

In jeder Gruppe G sind {1} und G normal. Sind {1} und G die einzigen Normalteiler von G und ist
G # {1}, so heifit G einfach. Nach Lagrange (4.3.6) sind z.B. Gruppen mit Primzahlordnung stets einfach.

Eine nicht-einfache Gruppe G # {1} stellt man sich aus Normalteiler N und Faktorgruppe G/N zusam-
mengesetzt vor. So werden einfache Gruppen zu Bausteinen fiir beliebige Gruppen. Die Bestimmung aller
endlichen, einfachen Gruppen war eines der grofsten Projekte der Mathematik iiberhaupt. Beteiligt waren
ca. 50-100 Mathematiker. Die entsprechenden Arbeiten haben einen Umfang von ca. 10 000 Seiten. Das
Projekt wurde ca. 2000 erfolgreich abgeschlossen.

In jeder Gruppe G ist jede Untergruppe U < Z(G) normal, denn
VgeG, uelU: gug t=ugg t=uecl .

Insbesondere ist Z(G) <G. Ferner gilt: Ist G abelsch, so ist G = Z(G). Daher ist in einer abelschen Gruppe
G jede Untergruppe normal.

Seien G eine Gruppe, H < G und |G : H| = 2. Dann ist H < G, denn
1H=H=H1
und
G\ H
sind die einzigen Linksnebenklassen (Rechtsnebenklassen) nach H, also gilt Punkt (3) in 5.1.1.

Fiir n € N und Korper K ist
SL(n,K) = ker(det) < GL(n, K)

Fiir jeden Gruppen-Homomorphismus f : G — H und N < H ist f~}(N) <G, denn fiir g € G,z € f~1(N)
ist
flozg™) = fl9) f(z) fl9)™ €N = gxg™' e fTH(N)
~~

eEN

Fiir jeden Gruppen-Homomorphismus f : G — H und M 4G ist f(M) < f(G), denn fir g € G,m € M
ist

f(9)f(m)f(g)™! = flgmg™") € f(M)
Beachte dass f(M) < H allgemein nicht gilt.

Fiir jede Familie (N;);c; # 0 von Normalteilern N; einer Gruppe G sind auch

N

iel

(N; i€l ::<UNZ»>

iel

und

normal in G.
Fiir jede Gruppe G, Automorphismus A € Aut(G) und a,z € G gilt:
(Aoad, 0A™")(z) = A(aA™ (z)a™") = A(a) A(A™ (z))A(a) ™" = ad () ©

das heifst
Aoad, oA = ady(,) € Inn(G)

Somit ist insbesondere

Inn(G) < Aut(G)
Die Quotientengruppe
Out(G) := Aut(G)/ Inn(G)

heifst dufere Automorphismengruppe von G.
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(xii) Aus K < H 4G folgt im allgemeinen nicht K < G, das heiflt < ist nicht transitiv!

5.1.3 Lemma: Normalitidt von Untergruppen mit kleinstem Primzahlindex

Sei H eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G, deren Index der kleinste Primfaktor von |G| ist. Dann ist
HJ4G.

5.1.4 Lemma iiber Faktorgruppen zyklischer Gruppen

Ist G eine zyklische Gruppe und N < G, so ist auch G/N zyklisch.
Beweis: Fir G = (g) ist G/N = (gN).

5.1.5 Lemma tiiber zyklische innere-Automorphismengruppen

Ist G eine Gruppe mit G/Z(G) zyklisch, so ist G abelsch.

5.1.6 Lemma iiber Potenzen und Normalteiler

Sei G eine Gruppe, N <G und |G : N| endlich. Dann ist

JENeN Vgea
Beweis: Die Faktorgruppe G/N hat Ordnung |G : N|. Nach Fermat-Euler 4.3.9 ist

G:N
(9N = 16/n
g\G!NlN N

also gl&Nl e N.
O

5.1.7 Lemma: Erzeugung durch Normalteiler

Es seien Hy, .., H, Normalteiler der Gruppe G. Dann gilt:

<OH>:H1Hn
=1

5.1.8 Homomorphiesatz

Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f: G — H ist

F:G/ker(f) — f(G) , gker(f)— f(g)

wohldefiniert und ein Isomorphismus. Insbesondere ist

G/ ker(f) = (G)
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Beispiele:

(i) Sei H = (h) zyklisch. Dann ist
fZ—H, 2L ne

ein Epimorphismus. Nach Satz 4.3.12 ist
ker(f) = nZ

fiir irgendein n € Ny. Daher
H>7Z/nZ

das heifit jede zyklische Gruppe ist zu (Z/nZ,+) fiir ein n € Ny isomorph.
(ii) Fir jede Gruppe G ist ad : G — Aut(G), a — ad, ein Homomorphismus mit
ker(f) = Z(G) , Inn(G) = image(ad) .

Daher
G/Z(G) 2Inn(G) .

(ii) Fir n € N und Koérper K ist
det : GL(n,K) — K\ {0}

ein Epimorphismus mit ker(det) = SL(n,K). Daher
GL(n,K)/SL(n,K) @K\ {0} .
Insbesondere ist GL(n,K)/ SL(n,K) abelsch.
(iv) Fiir jede Familie (N;);er von Normalteilern N; einer Gruppe G ist

f:G— ‘>e<1G/Ni v 9 (gNi)er

ein Homomorphismus mit Kern

N::ﬂ]\fi

el

Nach dem Homomorphiesatz ist also

G/N — XG/N;, gN + (gNi);c;
icl

ein Monomorphismus.

5.1.9 1. Isomorphiesatz
Seien G eine Gruppe, H < G und N < G. Dann ist

HN <G, NJHN,HNN<JH

und
H/(HNN)= (HN)/N

Bemerkung: Im Fall H <G ist auch HN <G, denn

aHNa ' =aHa *aNa ' =HN VaeG
H N
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5.1.10 2. Isomorphiesatz
Sei G eine Gruppe, N <G und N < H < G. Dann gilt die Aquivalenz:

H/N<JG/N & H<G

Gegebenfalls ist dann
(G/N)/(H/N) =G/H

5.1.11 3. Isomorphiesatz
Sei G eine Gruppe, Uy <U < G und V5 <V < @G. Dann gilt:

(UNVo)Up < (UNV)Uog
(VNnUo)Vo 2 (VNU)Vy
UonWV)(VonU)AUNV

und
UNWVUs/(UNVo)Up 2 (VNU)Vo/(VNU)Vo 2 (UNV)/(UNV)(VoNU)

5.1.12 Satz iiber quasi-disjunkte Normalteiler

Seien G eine Gruppe und M, N <G mit M NN = {1}. Dann ist

mn=nm YmeM, neN

Beweis: Mit
m (nm™*n"Y = (mnm~ ) n?
~ — — ———
eM eM EN EN
eM eN

folgt mnm~n=t=1. O

5.1.13 Definition: Charakteristische, vollinvariante Untergruppen
Eine Untergruppe U einer Gruppe G mit der Eigenschaft
fU)CU V feAut(G)

bzw.

Ff(U)CU V f € End(G)

heilst charakteristisch bzw. vollinvariant in G.

Bemerkungen:

(i) Fr U<Ggilt: UKSAG & f(U)CU V f € Inn(G).

(ii) Daher gilt fiir Untergruppen die Implikationskette: Vollinvariant = Charakteristisch = Normal.
(iii) Fiir jede charakteristische Untergruppe U < G und alle f € Aut(G) ist

v=f( W) ) i)

cU
da
FleAut(@)

das heifst tatsachlich f(U) =U.
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Beispiele:

(i) Fiir jede Gruppe G ist Z(G) charakteristisch in G, denn fiir z € Z(G), g € f(G) =G, [ € Aut(G) gilt

f(2)g = fzf @) = f(fH(9)2) = 9f(2) -
Im allgemeinen ist jedoch Z(G) nicht vollinvariant in G.

(ii) Fiir jede Gruppe G ist U := (g* : g € G) vollinvariant in G, denn fiir g € G, f € End(G) ist f(¢%) = f(9)*.

5.1.14 Satz iiber charakteristische und vollinvariante Untergruppen

Fiir jede Gruppe G und K < H < G gilt:

1. Ist K charakteristisch in H und H charakteristisch in G, so ist auch K charakteristisch in G.
2. Ist K vollinvariant in H und H vollinvariant in G, so ist auch K vollinvariant in G.

3. Ist K charakteristisch in H und H < G, so ist auch K < G.

5.1.15 Lemma: Untergruppen von Faktorgruppen
Sei G eine Gruppe. Dann gilt:
1. Fir NG, U <G ist
Vi={uN:ueU}={unN:uecU, ne N}=(UN)/N
—_——

U/N
falls N<U

eine Untergruppe von G/N.
2. Sind N QU,U < G mit U/N =U/N, so ist U = U.
3. Sei N<G@G. Dann lésst sich auch jede Untergruppe V' < G/N mit einem (eindeutigen) N <1U < G so darstellen:

V={ueG:uNecV}/N

U

4. Sei N <G und N 94U < G. Dann ist U/N < G/N genau dann wenn U < G.

5. Sei N <G und N <U < G. Dann ist U/N < G/N genau dann wenn U < G ist.

6. Fir N <V;, V2 < Gist Vi/N < V,/N genau dann wenn V; < V5.

7. Sei NG und NQU < G. Sind N < Gund U/N < G/N charakteristisch, so ist auch U < G charakteristisch.

Beweis:
1. Klar.

2. Es sei U/N = U/N. Es geniigt zu zeigen U C U. Fiir u € U gilt uN € U/N, also uN = @N fiir ein @ € U.
Demnach @ 'u € N C U, alsou € aU = U.

3. U ist tatséchlich eine Untergruppe, denn fiir a,b € U ist abN = (aN) (bN) € V also ab € U. Analog ist auch
————

ev  ev
a~! € U, und offensichtlich U # (). Per Konstruktion ist N C U und U/N = V.

Eindeutigkeit folgt aus Teil (2).
4. Nach Darstellung in (3) ist gN ¢ U/N &quivalent zu g ¢ U.
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5. Siehe 2. Isomorphiesatz 5.1.10.

6. Richtung "< ist klar.

Richtung ”=" : Nach (3) existiert eine Untergruppe U < Vo mit V;/N = U/N. Wegen Eindeutigkeit (2) ist
W="U.

7. Seien N und U/N < G/N charakteristisch und o € Aut(G). Dann induziert « einen Automorphismus
@ € Aut(G/N) durch
a(gN) = alg)N

Dabei ist @ wohldefiniert und injektiv, denn
gN=hN & g 'heN & alg) ta(h) e N & a(h)N =a(g)N
(g=*h)
a(g—th

(beachte dass auch a~*(N) C N ist). Homomorphie ist klar, Surjektivitit folgt aus Surjektivitiit von a. Da
U/N charakteristisch ist, ist
a(U)/N Ca(U/N) CU/N

Nach Teil (6) also a(U) C U.
O

5.2 -Gruppen

5.2.1 Definition: Q-Gruppe

Sei Q eine Menge. Eine Q-Gruppe ist ein Paar, das aus einer Gruppe G und einer Abbildung
OxG—-G , (wg)—"“g

mit
“(goh)=%go*“h , weQ, ghed
besteht. Die Elemente von 2 heiten Operatoren. Man sagt kurz: G ist eine Q2-Gruppe.

Bemerkung: Zu w € Q gehort dann G — G, g — “g zu End(G). Dabei konnen verschiedene Elemente von
Q) durchaus den gleichen Endomorphismus von G liefern.

Beispiele:
(i) Jeder Vektorraum V iiber Korper K lésst sich als K-Gruppe auffassen:

“Yv=w-v , weK veV

(ii) Sei G eine Gruppe, 2 = End(G) (bzw. 2 = Aut(G) oder © = Inn(G)). Dann wird G mit
Ygi=w(g) , weN geCG
zu einer )-Gruppe.

(iii) Sei G eine Gruppe und © C G. Dann wird G mit

L we, ged

“Ygi=wgw”
zu einer ()-Gruppe.

(iv) Fiir jede Familie (G;);c; # 0 von Q-Gruppen G; ist auch X G; wieder eine Q-Gruppe mit
iel

“(9i)ier == (“9i)ier » wEQ, (9i)es € >€<Gz
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5.2.2 Definition: Q2-Untergruppe

Seien 2 eine Menge und G eine Q-Gruppe. Eine Untergruppe H < G mit
“heH YweQ, he H

heiftt Q-Untergruppe von G. Ist sogar H < G, so heilkt H Q-Normalteiler von G.

Bemerkungen:
(i) Jede Q-Untergruppe von G kann man wieder als Q-Gruppe auffassen.
(ii) Fiir jede Q-Normalgruppe N < G wird G/N zu einer Q-Gruppe mit
Y(gN):=("“g)N , geG, we
Beispiele:

(i) Ist G eine Gruppe und © = End(G) (bzw. Q = Aut(G) bzw. 2 = Inn(G)) so sind die -Untergruppen von
G genau die vollinvarianten (bzw. charakteristischen bzw. normalen) Untergruppen.

(ii) Zu K-Vektorraum V sind die K-Untergruppen genau die Unterrdume von V' (vgl. Beispiel (i) in 5.2.1).

5.2.3 Definition: 2-Homomorphismus
Sei 2 eine Menge und G, H Q-Gruppen. Ein Homomorphismus f : G — H mit
Fg)="(f9) , 9eG we

heifst 2-Homomorphismus. Analog hat man auch 2-Monomorphismen, Q-Isomorphismen usw. und entsprechend

die Notationen
>, Homg(G) , Endq(G) , Autq(G)

Beispiel: Sei G eine -Gruppe. Fiir jede Q-Untergruppe H < G ist die Inklusionsabbildung H — G, h— h
ein 2-Monomorphismus. Fiir jeden Q2-Normalteiler N < G ist die kanonische Abbildung
G—G/N, g gN
ein Q2-Epimorphismus.
Bemerkung: Viele Aussagen iiber Gruppen, Untergruppen, Homomorphismen usw. iibertragen sich problem-

los auf Q2-Gruppen, Q2-Untergruppen, 2-Homomorphismen usw. Z.B. sind Bild und Kern von >-Homomorphismen
stets Q-Untergruppen und jeder Q2-Homomorphismus f : G — H induziert einen Q-Isomorphismus

G/ker(g) — f(G) , gker(f) — f(9)

(vgl. Homomorphiesatz 5.1.8). Analog iibertragen sich die anderen Isomorphiesétze auf Q-Gruppen.

5.3 Normalreihen
5.3.1 Definition: Normalreihe
Eine endliche Folge von Untergruppen
G=G G >--->G ={1} (5.3.1.1)

einer Gruppe G heifit Subnormalreihe von G der Linge | (beachte: [4+1 Gruppen) mit Faktoren Go/G1, ..,Gi—1/Gi.
Ist G; S GV i dann heifit die Folge Normalreihe. Ist G;_1 # G; so heift die Folge (Sub-)Normalreihe ohne Wie-
derholungen. Fine Verfeinerung der Subnormalreihe ist eine Subnormalreihe

G=Ho>H >--->H,={1}

derart dass eine Injektion
AL L= A1, ,m}
mit G; = Hy(;) existiert. Im Fall m > [ heift die Verfeinerung echt.
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Beispiel: Seien

o= <(’) _OZ> b= ((1) é) € GL(2,C)

und G := (a,b). Dann ist |G| = 8 und
G (a®b) > (b) = {1}

eine Subnormalreihe, jedoch wegen (b) ¢ G keine Normalreihe. Dagegen ist
G (a®b) > (a®) > {1}

eine Normalreihe, da (a?) = Z({a?, b)) das heift (a®) charakteristisch in (a?,b) also nach Satz 5.1.14 normal
in G.

5.3.2 Definition: Aquivalente Subnormalreihen
Zwei Subnormalreihen

G=G>G1>-->G ={1}

G=Ho>H >--->H,={1}
einer Gruppe G heifen isomorph (dquivalent), wenn [ = m und f € Sym(l) existiert mit
Gi-1/Gi = Hp(iy—1/Hyg)

das heift, sie haben gleiche Lénge und ihre Faktoren sind bis auf die Reihenfolge jeweils isomorph.
Beispiel: Die zyklische Gruppe Z/6Z hat isomorphe Normalreihen

1. 2.
Z7/6Z > 27/67 > 6Z/6Z (5.3.2.1)
und

2. 1.
Z./67 > 3Z/6Z > 6Z/6Z (5.3.2.2)

5.3.3 Verfeinerungssatz von Schreier

Je zwei Subnormalreihen einer Gruppe G haben isomorphe Verfeinerungen.

5.3.4 Definition: Kompositionsreihe
Eine Kompositionsreihe einer Gruppe G ist eine Subnormalreihe von G ohne Wiederholungen, die keine echte
Verfeinerung ohne Wiederholungen hat.
Beispiele:
(i) Die Subnormalreihen (5.3.2.1) und (5.3.2.2) von Z/6Z sind Kompositionsreihen.
(ii) Z selbst hat keine Kompositionsreihe, denn jede Subnormalreihe
Z>nZ> - >nZ > {0}

kann man zu
Z>nZ> - nyZ>2mZ > {0}

verfeinern.

(iii) Jede endliche Gruppe G hat eine Kompositionsreihe.
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5.3.5 Satz von Jordan-Hé6lder
Je zwei Kompositionsreihen einer Gruppe sind isomorph.
Beweis: Nach Schreier (5.3.3) haben je zwei Kompositionsreihen von G isomorphe Verfeinerungen. Beide
Verfeinerungen haben gleiche Anzahl an Wiederholungen, da eine Wiederholung G; = G;41 genau dann vorliegt,
wenn der entsprechende Faktor G;/G; 1 = {1} ist. Man kann also in beiden Verfeinerungen die Wiederholungen
streichen, bzw. annehmen dass sie Wiederholungsfrei sind.

Anderseits haben Kompositionsreihen keine echten Verfeinerungen ohne Wiederholungen. Daher sind bereits

die urspriinglichen Kompositionsreihen Isomorph.
O

Bemerkung: Nach dem 2. Isomorphiesatz (5.1.10) ist eine Subnormalreihe von G genau dann eine Komposi-
tionsreihe, wenn ihre Faktoren einfache Gruppen sind. Diese heiften dann Kompositionsfaktoren von G und die
Lénge einer Kompositionsreihe heifft Kompositionslinge von G (kurz: Linge von G).

5.3.6 Definition: Einfache 2-Gruppe

Sei Q2 eine Menge und G # {1} eine Q-Gruppe. Dann heifst G einfach, wenn {1}, G die einzigen 2-Normalteiler
von G sind. Im Fall Q = Aut(G), das heifst {1}, G sind die einzigen charakteristischen Normalteiler, heift G
charakteristisch einfach.

Bemerkung: Die Definition von Q-(Sub-)Normalreihen und Q- Verfeinerungen ist klar. Eine Q-Kompositionsreihe
ist dementsprechend eine (2-Subnormalreihe ohne Wiederholungen, die keine echte {2-Verfeinerung ohne Wie-
derholungen hat.

Die Sétze von Schreier (5.3.3) und Jordan-Holder (5.3.5) iibertragen sich. Im Fall Q = Inn(G) heifen Q-
Kompositionsreihen Hauptreihen, ihre Faktoren Hauptfaktoren, ihre Linge Hauptlinge. Nach Satz 5.1.14 (3) ist
jeder Hauptfaktor charakteristisch einfach.

5.3.7 Satz iliber 2-Subnormalreihen

Sei €2 eine Menge und G eine Q-Gruppe mit 2-Subnormalreihe
G=Gy>Gi>--->G ={1}
Dann gilt:
1. Fiir jede Q-Untergruppe H < G ist
H=HNGy>HNG > --->HNG ={1}
eine 2-Subnormalreihe von H mit
(HNG;—1)/(HNG,) Zq [(HNGi—1)G4] /G < Gi—1/G; .
2. Fiir jeden Q2-Normalteiler N < G ist
G/N = (GoN)/N©> (GiN)/N>-.-> (G/N)/N
eine Q-Subnormalreihe von G/N mit
(Gi-1N/N)/(GiN/N) =g (Gi-1N)/(GiN) =g G;-1/(Gi-1 N G;N) =q (Gi-1/Gi)/ [(Gi-1 N GiN)/G]

fir alle 1.
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5.3.8 Definition: Normaler Endomorphismus
Ein Endomorphismus a € End(G) einer Gruppe G mit

a(ryr™) =za(y)z™ Va,yc G
heifit normal.

Bemerkung: Mit Q = Inn(G) sind also die normalen Endomorphismen von G genau die Q-Endomorphismen
von G. Ferner ist ein a € End(G) genau dann normal, wenn
rra(z)a(y) = aly)zra(z) Va,ye G

das heiRt, wenn x 'a(z) V x € G mit jedem y € a(G) vertauschbar ist. Insbesondere ist ein Automorphismus
a € Aut(G) genau dann normal, wenn

v la(r) € Z(G) YreG
ist.
Beispiel: Die Identitatsabbildung

Idg:G—-G, g—g

und die Nullabbildung
OG :G—=G , g IG

sind stets normal.

5.3.9 Satz (Schur’s Lemma)

Fiir jede Menge 2, jede einfache Q-Gruppe G und jedem normalen 2-Endomorphismus O¢ # « € Endg(G) gilt:

o€ Ath(G)

5.4 Direkte Zerlegungen

5.4.1 Definition: Direkte Summe

Sei (G;),c; eine Familie von Normalteilern G; einer Gruppe G mit folgenden Eigenschaften:
(i) G=(G;:iel)
(i) Gin(Gj:i#jel)y={1} VYiel

Dann heift G direkte Summe von (G;) Man schreibt

¢=a; .

icl

iel”

Im Fall I = {1, ..,n} fiir irgendein n € N, schreibt man auch

G=G1®--- oG, .
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Bemerkungen:

(i) Fir verschiedene ¢ # j ist G; N G; = {1}. Nach Satz 5.1.12 kommutiert also jedes z; € G; mit jedem
x; € Gy, j#1i. Zu jedem g € G existieren ferner iy, ..,4, € I, dazu g;; € Gy, .., 9, € G;, mit

9=29iy---9i,

0.B.d.A kann man annehmen dass i1, ..,%, paarweise verschieden sind, da g;, aus unterschiedlichen G,
kommutieren, und so g¢;, aus gleichem G,, zusammengeschoben werden konnen. Auf die Reihenfolge der
Faktoren kommt es dabei auch nicht an. Wir setzen g; := 1 fiir ¢ € I\ {i1, ..,4, } und schreiben auch

9= ng‘ .
iel
Hat man eine Familie (h;);c; von Elementen h; € G; mit
{iel:hi#1} <o A g=]]Mhi .
iel
so ist g; = h; ¥ i, denn im Fall g; # h; fiir irgendein i € I, wire
1£g i = [] gih; ' € Gin(Gy:i#jel)={1}
i#jel

ein Widerspruch! Jedes Element g € G lésst sich also in der Form

QZHgi

icl

mit eindeutig bestimmten g; € G; beschreiben, von denen nur endlich viele von 1 verschieden sind. Daraus

folgt leicht, dass
HGi -G, i)ier ng‘
i€l il

ein Isomorphismus ist. Man identifiziert daher oft

¢=@pa=]]a

iel iel
und schreibt z.B. im Fall I = {1,..,n} auch
G=G X xG,=G1® - ®G,=G;-..-Gy,
In dem Fall ist auch .
Gl =]T1cil
i=1
(ii) Sei umgekehrt (G;);er eine Familie beliebiger Gruppen. Wir setzen

G::HGi ’ éi::{(gj)jEIEHGjigjil VZ#]GI}

iel jeI

¢=aé;
iel

Dann folgt leicht

und B
ngGj Vjel .

Auch hier identifiziert man oft G; mit éj und fasst so G; als Untergruppen von G auf.
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5.4.2 Lemma: Assoziativitiat direkter Summen
Ist U:@Ui (0¢I)und G=Uy @ U, soist

el

G= P U

1eITU{0}

Bemerkung: Dies kann als Assoziativitdt von @ angesehen werden, denn fiir U = U; @ Uy wire dann

G=U1aU)0Uy=U10U0Uy=U, ® (U @ Uy)

Beweis: Nennen V := Ujy. Zeigen zunéchst:
Un(V, U;:j#iel)y={1} Vjel
(vgl. Eigenschaft (ii) in 5.4.1). Tatséchlich, wére 1 # u € U; N (V, U;;) so besife u die Darstellung

fiir irgendwelche g;, € U;, bzw. g;, € V, dabei muss 1 # g¢;, =: v € V sein fiir irgendein k € {1,..,n}. Analog
zu Bemerkung (ii) in 5.4.1, kann man 0.B.d.A annehmen dass g¢;, das einzige in V ist und k& = 1, das heifst
U =0 Gi,..gi, also
—
€(Uixj)
-1 .
1#v=_u (9iy--9i,)  €U;:i€ehnNV

€l; €Uizj) U

ein Widerspruch. Ferner sind alle U; Normalteiler von G, denn jedes h € G besitzt die Darstellung
h :\hﬁb\hﬁ/ , huy=hiy hi, , hiy €U
€U eV
wobei 0.B.d.A die i; paarweise verschieden sind, insbesondere also die h;,, .., h;, , h, kommutieren. Somit ist
hUgh™" = hh™'Uy = Uy,
im Falle 9 #k V1=1,..,n bzw.
hUkh™" = hi, .hi, hUghy thy ' hit = by Ugh; b = Uy

im Falle k = 4; fiir irgendein { € {1,..,n} (hier 0.B.d.A 1 =1).
O

5.4.3 Lemma iiber direkte Summen und Isomorphismen

Sei (G;)ier eine Familie von Normalteilern G; einer Gruppe G mit G = @ G; und a : G — H ein Gruppeni-
iel
somorphismus. Dann ist

H = @Q(GZ)

i€l
Direkte Summen sind also Isomorphieinvariant.
Beweis: Nach Bemerkung (ix) in Definition 5.1.2 sind «a(G;) < H. Nach Bemerkung (ii) in Satz 4.2.11 ist
H = (a(G;) i € I). Analog ist auch
a(Gi)N(a(Gy)i#jel)y=a(G)Na((Gj:i#jel))=a(GiN(Gj:i#jel))={1}
{1}

firi e I.
O
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5.4.4 Homomorphiesatz fiir direkte Summen
Sei G eine Gruppe mit G = N & M fiir irgendwelche Normalteiler N, M < G. Dann ist
G/N=M

Beweis: Nach Bemerkung (i) in 5.4.1 ist jedes Element g € G eindeutig zerlegbar in g = ¢,,g,, mit g, € N, ¢, € M.
Die Abbildung

[:G—=G (gngm)’_)gm
ist insbesondere ein Homomorphismus, so dass nach Homomorphiesatz 5.1.8 gilt

G/ker(f) = 1(G)
T

5.4.5 Satz: Hinreichende Bedingung fiir direkte Summen
Seien G1, .., G, Normalteiler der Gruppe G mit
G=G;-..-G,
——

<GLZ€I>
nach (5.1.7)
und
Giﬁ (G1 * e 'Gi—l) = {1} Vi: 2,..,n .
Dann ist

G=G1®---®G, .

Beispiel: Sind G1, G2 Normalteiler einer Gruppe mit G = G1G3 und G1 NGy = {1}, dann ist G = G; & G,
(vgl. lineare Algebra).

5.4.6 Satz: Hinreichende Bedingung fiir direkte Summen
Seien G1, .., G,, Normalteiler einer endlichen Gruppe G mit |G| = |Gq] - .. - |G| und
geT(|Gil,[G;) =1 Vi#] .

Dann ist
G=G19..9G,

5.4.7 Definition: Minimale & maximale Untergruppe

Eine minimale (bzw. maximale) Untergruppe einer Gruppe G ist eine Untergruppe U # {1} (bzw. U # G) von
G derart, dass keine Untergruppe V < G mit 1 < V < U (bzw. U < V < @) existiert. Analog definiert man
minimale bzw. mazimale Normalteiler.

Bemerkungen:

(i) Ist N < G ein maximaler Normalteiler von G, so ist G/N einfach.
Beweis: Nach Lemma 5.1.15 kann jeder Normalteiler von G/N dargestellt werden als M/N fiir ein N <
M <G. Aus {1@/1\/[} < M/N <1 G/N folgt aukerdem N <0 M <1 G, ein Widerspruch zur Maximalitéit von
N.

(ii) Ist {1} < N ein minimaler Normalteiler von G, so ist N einfach.

(iii) Ist N < G ein maximaler Normalteiler von G und {1} < LIG mit NNL={1},s0ist G=N @ L.
Beweis: Einerseits ist N << NL < G. Nach Voraussetzung an L ist jedoch N < NL, nach Voraussetzung
an N also NL = G.
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5.4.8 Satz liber direkte Summen einfacher Gruppen

1. Sind G4, .., G, nicht-abelsche, einfache Normalteiler einer Gruppe G mit G = Gy & -+ & G,,, so sind die
Teilsummen
Gi1 DD Gik

die einzigen Normalteiler von G. Insbesondere existiert zu jedem N <G ein M <G mit G = N & M.
2. Direkte Produkte endlich vieler isomorpher, einfacher Gruppen sind stets charakteristisch einfach.

3. Jede endliche, charakteristisch einfache Gruppe G ist direkte Summe endlich vieler isomorpher, einfacher
Gruppen.

5.4.9 Definition: Minimal- & Maximalbedingung fiir Gruppen

Sei Q eine Menge. Dann erfiillt eine Q-Gruppe G die Minimalbedingung (bzw. Maximalbedingung) fir Q-
Gruppen: :< Jede nicht-leere Menge M # () von Q-Untergruppen von G enthélt ein minimales (bzw. maximales)
Element M, das heifft # H e M: H < M (bzw. M < H).

Bemerkung: Eine Q-Gruppe G erfiillt die Minimalbedingung genau dann wenn sie keine streng monoton
fallende Folge Uy > Us > ... von Q-Untergruppen besitzt.

Sie erfiillt die Maximalbedingung genau dann wenn sie keine streng monoton wachsende Folge U; < Us < ...
von (2-Untergruppen besitzt.

Somit erfiillen insbesondere endliche Gruppen die Minimal- und Maximalbedingung,.

5.4.10 Satz von Fitting

Sei 2 eine Menge und G eine )-Gruppe mit Minimal- und Maximalbedingung fiir {2-Untergruppen erfiillt. Zu
jedem normalen o € Endg(G) existiert dann ein k¥ € N mit:

1. G>a(G) > a?(Q) > -+ > akf(G) = F(G) . ..
2. 1 <ker(f) < ker(a?) < --- < ker(a¥) = ker(a**1) = ...
Ferner: Fiir jedes solche k ist

G = ker(a®) @ o*(Q)

Bemerkung: Im Fall ker(a*) = 1 (d.h. o injektiv) ist G = o*(G) (d.h. oF surjektiv), also o und somit
auch a bijektiv.
Im Fall ker(a¥) = G ist o* = 0g. Die Abbildung « heikt dann nilpotent.

Beispiel: Jeder n-dimensionale K-Vektorraum (€2 := K) erfiillt die Minimal- bzw. Maximalbedingung, da aus
jeder Menge M von K-Untergruppen (Unterrdume) jedes Element mit minimaler Dimension auch minimal in M
ist. Da Endomorphismen auf Vektorrdumen normal und definitionsgeméfs K-Endomorphismen sind, stellt der
Fitting-Satz eine Verallgemeinerung des entsprechenden Satzes aus der linearen Algebra dar.

5.4.11 Definition: Unzerlegbare (2-Gruppe

Sei 2 eine Menge. Eine Q-Gruppe G # {1} heifst unzerlegbar, falls keine echten Q-Normalteiler M, N < G
existieren, so dass G = M & N.

Bemerkung: Jeder normale Q-Endomorphismus einer unzerlegbaren (2-Gruppe mit Minimal- und Maximal-
bedingung fiir Q-Untergruppen ist nach Satz 5.4.10 entweder nilpotent oder bijektiv.
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5.4.12 Satz iiber Gruppen mit Minimalbedingung
Sei  eine Menge und G eine Q-Gruppe mit Minimalbedingung fiir Q-Untergruppen. Dann existieren endlich
viele unzerlegbare 2-Normalteiler G1,..,G, <G mit G =G, D --- P G,,.

Bemerkung: Falls G = {1} setzt man G als direkte Summe von 0 Normalteilern.

Beweis durch Widerspruch: Andernfalls ist die Menge M aller Q-Untergruppen von G, die sich nicht als
direkte Summe endlich vieler unzerlegbaren Q-Untergruppen von G schreiben lassen, nicht-leer (G € M). Daher
existiert ein minimales Element M € M fiir das insbesondere gilt: M ist selbst keine unzerlegbare 2-Untergruppe
von G (da sonst M ¢ M). Daher existieren Q-Untergruppen My, My <t M mit

M = M, & M,

Nach Wahl von M (minimal in M) sind M7, Ms direkte Summen endlich vieler unzerlegbaren Q-Untergruppen
von G, also auch M (vgl. Lemma 5.4.2), ein Widerspruch!
O
Beispiele:
(i) Seien
_(t 2345y , (12345 (12
@231 45)/°""\213145) 12

in Sym(5) und G := (a, b, ¢). Dann ist

w W
T o
B~ ot
N——

G= A(a,b) @ (c)
——

~—~
=~Sym(3) =~Sym(2)
unzerlegbar  unzerlegbar

aber auch

G = (a,bc) ®{(c)
~——
=~Sym(3)

Bemerke die nicht-Eindeutigkeit der Zerlegung von G!

(ii) Ein K-Vektorraum V ist genau dann unzerlegbar, wenn dim(V) = 1.

5.4.13 Definition: Addierbare Endomorphismen
Zwei Endomorphismen «, 8 € End(G) einer Gruppe G heiflen addierbar, falls

a+p:G—G , g~ alg)pbly)

auch ein Endomorphismus ist.

5.4.14 Charakterisierung von Addierbarkeit

Endomorphismen «, § € End(G) einer Gruppe G sind genau dann addierbar, wenn jedes « € o(G) und y € 5(G)
kommutieren. Gegebenfalls gilt dann
a+8=0+a
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Bemerkungen:

(i) Sind «, 8 € End(G) addierbar so sind auch ao~y, 307 bzw. yoa,yo 3 addierbar fiir beliebiges v € End(G)
und es gilt

o (a+f)oy=aoy+PBoy
° 'yo(a—f—ﬁ):’yoa—i—'yoﬁ

denn

[(a+B)oq](g9) = (a+ B)(v(9) = a(v(9))B(1(9)) = (a0 v+ Bo7)(g)

[yo(a+B)](9) =7 (al9)B(g)) = v((g)V(B(9)) = (vea+y0B)(9) , 9€C
(i) Sei € cine Menge, G eine Q-Gruppe und a, 8 € Endg(G) addierbar. Dann ist
a+ (3 € Endg(G)
denn fiir w € ©, g € G gilt

“((a+0)(9) =~ (al9)B(9)) = “a(9)*B(g) = a(*9)B(*g) = (a + B)(*9g)

(i) Endomorphismen ay, .., &, € End(G) heiflen paarweise addierbar, falls o, a; fiir alle i # j addierbar sind
(bemerke: man verlangt nicht dass «; mit sich selber addierbar ist). Gegebenfalls ist dann

o+ Fa, GG, g ai(g) . an(g)
ein Endomorphismus von G, und fiir m =1,..,n — 1 gilt
051+"'+05n:(al+"'+am)+(a7n+l+"'+an)

Dabei sind die beiden Summanden rechts, addierbare Endomorphismen von G.

5.4.15 Satz iiber Projektionen auf direkten Summen

Seien Q2 eine Menge und Gy, .., G, Q-Normalteiler einer Q-Gruppe G mit G =G ® ..  G,,. Fiir i = 1,..,n sei
g; : G — @ definiert durch
gi(gr-gn)=9; fiir g1 € G .., 90 € Gy

Dann sind 1, .., &, € Endg(G) normal und paarweise addierbar, mit
coes — g€ 1= j
L 0 :sonst

g1+ +e, =Idg

und

5.4.16 Satz iiber Bijektivitit addierbarer Endomorphismen

Seien (2 eine Menge, G eine unzerlegbare (2-Gruppe mit Minimal- und Maximalbedingung fiir Q2-Untergruppen
und «, 8 € Endq(G) normal, addierbar so dass a + € Autq(G). Dann ist

a € Autg(G) VvV B € Autg(G)
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5.4.17 Eindeutigkeitssatz von Kroll-Remak-Schmidt

Seien 2 eine Menge, G eine Q-Gruppe mit Minimal- und Maximalbedingung fiir Q-Untergruppen. Ferner sei
G=G1®--- &G, =H ®---DH;

mit unzerlegbaren Q-Normalteilern G4, .., G, Hy, .., Hs. Dann ist:

l.r=s

2. Nach geeigneter Umnummerierung von Hy, ..., H,
G=H,® - -0H_10G;®--- DG,

fiir beliebiges i € {1,..,7}.
3. Es existiert ein a € Autq(G) so dass a(G;) = H; firi =1, ..,7.
Bemerkung: Als Spezialfall des Satzes kann der Austauschsatz fiir Basen aus der linearen Algebra gesehen

werden. Dabei sind die unzerlegbaren K-Normalteiler eines K-Vektorraumes V' genau die eindimensionalen
Unterrdume, die wiederum durch einzige Vektoren aufgespannt werden.

Beispiele:
(i) Fir endliche Menge A = Lﬂle A; erfiillt die so genannte Young-Untergruppe
G :=Sym(A;) & --- & Sym(Ag) < Sym(A)
die Bedingungen des Satzes.
(ii) Ahnliches gilt fiir die Levi- Untergruppe

G, 0
Go k
G := ) : G; € GL(n;,K) » < GL Zni,K
: i=1

0 Gk

~GL(n1,K)x -+ xGL(ng,K)

fiir Korper K und nq,..,n; € N.
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6 Abelsche Gruppen

Vorbemerkung: In diesem Abschnitt schreiben wir abelsche Gruppen stets additiv ("+”) und "0” fiir das
neutrale Element.

6.1 Basen & Freie Gruppen
6.1.1 Satz: Existenz der Torsionsgruppe

In jeder abelschen Gruppe A bilden die Elemente endlicher Ordnung eine Untergruppe 7 (A).

6.1.2 Definition: Torsionsgruppe

Zu abelschen Gruppe A heift die Untergruppe .7 (A) aller Elemente endlicher Ordnung Torsionsgruppe (Tor-
stonsuntergruppe) von G. Im Fall 7 (A) = A heift A Torsionsgruppe, im Fall 7 (A) = {0} Torsionsfrei.

Bemerkungen:

(i) Das Studium abelscher Gruppen teilt sich typischerweise auf in Torsionsgruppen und torsionsfreie Grup-
pen.

(ii) Jede endliche Gruppe ist eine Torsionsgruppe.

Beispiel: Zur multiplikativen Gruppe A := C\ {0} ist

T(A) = {62”"1 1q€Q}

6.1.3 Satz iiber Torsionsgruppen

Fiir abelsche Gruppe A ist .7 (A) eine Torsionsgruppe und A/.7 (A) torsionsfrei.

6.1.4 Definition: Lineare Unabhingigkeit, Basis, freie Gruppe

Elemente ay,..,a, € A einer abelschen Gruppe A heilen linear unabhdngig, falls aus
O0=zia1+ -+ 2nan , 2, €Z

stets z; = - -+ = z, = 0 folgt. Andernfalls heifen a1, .., a,, linear abhdngig. Sind a1, .., a, linear unabhéngig mit
A = (a1, ..,a,) so nennt man ay, .., a, eine Basis von A. Abelsche Gruppen die eine Basis haben, heifen freie
abelsche Gruppen.

Bemerkungen:

(i) Ist aq,..,a, € A eine Basis der abelschen Gruppe A, so lisst sich nach Satz 4.2.11 jedes Element z € A
schreiben als
T = 2101 + -+ zZpay

fiir irgendwelche z; € Z. Diese Darstellung ist sogar eindeutig, denn aus
z1a1 + -+ 2pap = Y101 + -+ Yn@n , 2,Y; €L
folgt (21 —y;) = 0 V i. Die Abbildung
f:Z" = A, (z21,.,2n) — 2101 + - - + Zpayp
ist also ein Isomorphismus. Umgekehrt ist Z™ fiir n € N frei mit Basis

ey :=(1,0,..,0), ... en == (0,..,0,1)
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(ii) Jede freie abelsche Gruppe A ist torsionsfrei, denn fiir Basis a1, .., a,, und Element
r=za1+ - -+zpan €A, z; €Z

mit [{(z)] =: k < oo ist
O0=k-x=kzy-a1+ -+ kzn-an

also kz; =0V i bzw. z; =0V i.
(iii) Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht! So ist z.B. (Q, +) torsionsfrei aber nicht frei, denn:

e Sind z € Q und k € N mit kx = 0 so folgt auch z = 0.

e Beliebige z1,..,z, € Q (0.B.d.A z; # 0, n > 2) sind linear abhéngig, denn mit 2; = 2, p; € Z, ¢; €
Z\ {0} ist
0 =p2q121 — p1g2x2 + 03 + - - - + Oz,

(iv) Ist f: A — B ein Gruppenisomorphismus mit A, B abelsch und ay, .., a, € A eine Basis in A, so sind
fla), ... fan)
eine Basis in B, denn nach Bemerkung (ii) in 4.2.11 ist {f(a1), .., f(an)) = f ((a1,..,a,)) = B, und aus
Zzif(ai) =0, z€Z
i=1
S S—

F(2i, ziai)

folgt nach Injektivitdt von f und linearer Unabhingigkeit von ay,..,a,: z; =0V i.

6.1.5 Lemma iiber Basen direkter Summen
Sei A eine abelsche Gruppe.

1. Fiir Basis aq,..,a, € A ist
A= <a1>@~-~@<an>

2. Sind aq, ..,a, € U < A linear unabhéngig, by, ..,b,, € V < A linear unabhéngig und A = U &V, so sind
A1y .oy Qpy b1, by
linear unabhéngig.
3. Ist ay,..,a, € U eine Basis in U < A, by,..,b,, € V eine Basisin V< Aund A=U &V, so sind
A1y .oy Qpy b1y oy by

eine Basis in A.

Bemerke: Aussagen (2) und (3) lassen sich induktiv auf beliebige direkte Summen (mit endlich vielen Sum-
manden) verallgemeinern.

Beweis:
1. Aus z € (ax) N (a; : i # k) das heifit
T =2zpar = 2101 + -+ Zk—1ak—1 + Zk4+10k+1 + - - - ZnGn , 2 €Z

folgt
21041 + -+ + 2p_1QK—1 — 2kAE + 2p410k+1 T+ .. 20y =0

also z; =0 Vi bzw. z = 0. Natiirlich sind (a;) < A.
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2. Es sei
n m
Dzt Y yib =0
i=1 j=1
N ~——
€U ev

fir irgendwelche z;,y; € Z. Nach Bemerkung (i) in 5.4.1 ist
I1:UxV —-A, (u,v)—u+wv

ein Isomorphismus, insbesondere injektiv. Demnach muss

n m
Zziai =0= Zyjbj
i=1 j=1

sein, was nach Voraussetzung impliziert a; = 0,b; =0 V 4, .
3. Nach Voraussetzung sind U = (a1, ..,an), V = (b1, .., by, also
A=(U,V)={ay,..,an,b1,..,bm)
Anderseits sind nach (2) die aq, .., an, b1, .., by, linear unabhéngig.

O

6.1.6 Satz iiber Epimorphismen nach freien abelschen Gruppen

Seien A eine abelsche Gruppe, B eine freie abelsche Gruppe und f : A — B ein Epimorphismus. Dann ist
A =U @ker(f) fiir ein U < A, insbesondere ist

U=x=A/ker(f)=B

6.1.7 Satz iiber torsionsfreie abelsche Gruppen

Jede torsionsfreie, endlich erzeugte, abelsche Gruppe ist frei.

Bemerkung: Es ldsst sich sogar zeigen, dass man im Falle A = (a1, ..,a,) eine Basis by,..,b; von A mit
k < n wahlen kann. Jedoch kann man nicht im allgemeinen die by, .., by aus {a1, .., a,, } wihlen. Ein Beispiel ist

Z = (2,3) mit (2) #Z # (3).

6.1.8 Satz: Eindeutigkeit der Basislinge

Sei A eine freie abelsche Gruppe mit Basen aq,..,a; und by, ..,b;. Dann ist k = [.

6.1.9 Definition: Rang

Fiir freie abelsche Gruppe A heift die (eindeutige) Basisldnge rank(A) Rang von A.

Bemerke: Nach Bemerkung (iv) in 6.1.4 ist der Rang einer Gruppe isomorphieinvariant.

6.1.10 Lemma iiber die Torsionsgruppe

Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gilt:

1. Die Torsionsgruppe .7 (A) ist endlich.

2. Esist A= 7(A) @ F fir geeignete freie Untergruppe F' < A.
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Bemerkung: Wegen A/.7(A) = F (vgl. 5.4.4) ist F' durch A bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Insbe-
sondere ist rank(F') durch A eindeutig, dagegen F' selbst im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

6.2 Darstellung abelscher Gruppen
6.2.1 Satz: Zerlegung abelscher Gruppen

Sei A eine abelsche Gruppe der Ordnung n < co und n = p’fl ..-pFr pi €P, k; € N die Primfaktorzerlegung
von n. Dann ist
A=A - - A,

mit

Ai={acA:pfia=0} <A, i=1,.,r

Bemerkung: Nach Lemma 6.2.3 sind |A;| = péi fiir irgendwelche I; € Ny. Nach Lagrange 4.3.6 gilt I; < k;
(da A; < A), und wegen |A| = []/_, |A;| ist sogar |A;| = p*.

6.2.2 Satz: Darstellung abelscher Gruppen mit Primzahlpotenzordnung
Seien p € P, k € N und A eine endliche abelsche Gruppe mit p*a = 0 V @ € A. Dann existieren k, ...k, € N
mit
A= (Z/pMZ) x - x (Z/p*Z)
Bemerkungen:
(i) Offensichtlich ist p*1 - +km —=|A]|.

(ii) Fir ! € Nund p € P sind
Z/p'L, pLIp'L,... . p'L/p'L

die einzigen Untergruppen von Z/p'Z. Da

PZ/PL x pPLHZ
~——

——
zyklisch, zyklisch,
Ordnung p'~%  Ordnung p' 7

fiir (4,7) # (0,0) nie zyklisch ist, existieren keine Hy, Hy < Z/p'Z mit Z/p'Z = H, ® H,, das heift Z/p'7Z
ist unzerlegbar. Nach Kroll-Remak-Schmidt (5.4.17) sind also die Z/p*'Z, ..., Z/p*=Z bis auf Isomorphie
eindeutig. Insbesondere sind die k1, .., k,, eindeutig bestimmt.

Beispiel: Bis auf Isomorphie existiert genau eine abelsche Gruppe der Ordnung 2, ndmlich Z/2Z, genau 2
abelsche Gruppen der Ordnung 4, ndmlich Z/47 und Z /27 x Z./27, genau 3 abelsche Gruppen der Ordnung 8,
némlich

Z/87 , ZJAZ X 7./27. , 7./27 x Z./27 X Z.]27Z ,
genau 5 abelsche Gruppen der Ordnung 16, ndmlich

ZJ16Z , 7J8Z x T.J2Z. , T.JAZ x ZJAZ | TJAZ x Z.)27. x Z.)2Z. , 727 x Z./2Z. x 7./2Z x 7.]2Z.

usw.

6.2.3 Lemma iiber abelsche Gruppen mit Primzahlpotenzordnung

Eine endliche, abelsche Gruppe A hat genau dann Primzahlpotenzordnung (| A| = p” fiir irgendwelche p € P, k € Ny)
falls pla = 0V a € A, fiir irgendein [ € Ny.
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Beweis: Richtung ”=" folgt nach Fermat-Euler (4.3.9).
Richtung "< Induktion iiber |G|. Jedes Element a € A besitzt p-Potenzordnung (da |(a)| | p'). Durch Wahl

a # 0 (falls moglich) folgt aus
Gl =Ka)|- |G/ {a)]
N——

abelsch,
endlich, mit

P! (b+(a))=05(a)
v beG

(wobei |G/ (a)| < |G]) induktiv die Aussage. Alternativ folgt die Behauptung auch aus Satz 6.2.2.
O

Bemerkung: Es kann natiirlich sowohl I < k als auch [ > k vorkommen. Beispiele sind Z/2Z x Z/2Z (mit
p=2k=2und l =1) bzw. Z/2Z (mit p = 2,k = 2 und | = 2k).

6.2.4 Satz: Darstellung endlich erzeugter, abelscher Gruppen

Jede endlich erzeugte, abelsche Gruppe ist zu einem direkten Produkt endlich vieler zyklischer Gruppen iso-
morph, die entweder unendlich sind oder Primzahlordnung haben. Die dabei auftretenden Faktoren sind bis auf
Isomorphie und Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis: Lemma 6.1.10, Bemerkung (i) in 6.1.4 und Sétze 6.2.1, 6.2.2.
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7 Auflosbare Gruppen

7.1 Kommutatorgruppen
7.1.1 Definition: Kommutator

Fiir Elemente x,y € G einer Gruppe G heifst

[2,y] = zyz~ 'y~

Kommutator von x und y.

Bemerkungen:

1

(i) In manchen Biichern definiert man [z, y] := 2~y lzy.

(ii) Wegen [z,y] =1 < zy = yx misst der Kommutator die Abweichung von der Umtauschbarkeit von x,y.

Ferner gilt:
-1
vy = [2,ylyz , [v,y] =y, 2]

(iii) Fiir z,y,2 € G gilt

1_-1

e =afy sy =y, Aa T (o]

[xy, 2] = zyzy~ "z

1-1, -1 -1 -1

[2,y2] = ayza™ 'z Yy = aya T 1, 2]y = [yl y [, 2]y

(schwache Bilinearitét).

7.1.2 Definition: Héherer Kommutator
Fiir Elemente 1, .., z,, € G einer Gruppe G definiert man induktiv den sogenannten (rechtsnormierten) hoheren

Kommutator:
[xla "7'7"%] = [xlv [33'2, '-7'Tn]]

wobei [z] := .

Bemerkungen:
(i) Manche Authoren bevorzugen linksnormierte Kommutatoren.
(ii) Fir x,y,z € G gilt

[zy, 2] = [x,y, 2] [y, 2] [, 2]

[z,y2] =[x, 9] [y, z, 2] [, 2]

(iii) Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : G — H gilt:
f([x1,zn]) = [f(@1), 0 f(2n)] , 21,20 €G

7.1.3 Lemma iiber den héheren Kommutator
Fiir Elemente z,y, z € G einer Gruppe G gilt:
(lzyh2ly™) (2 ly, a7 ha] 270) (@ [za7hy] a7 =1

(vgl. Jacobi-Identitét fiir Lie-Algebren).
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7.1.4 Definition: Kommutator von Mengen
Fiir Gruppe G und Teilmengen A, B C G setzt man
[A,B]:={[a,b]:a € A, be B)

Bemerkungen:
(i) Esist [4, B] = [B, A].
(ii) Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f: G — H ist
f([A,B]) = [f(A), f(B)]

Sind A, B normale (charakteristische) Untergruppen von G, so ist auch [A, B] eine normale (charakteris-
tische) Untergruppe von G.

(iii) Es gilt die Aquivalenz:
[A,B]={1} @ ab=baVac A beB

7.1.5 Definition: Hoherer Kommutator von Mengen

Fiir Gruppe G und Untermengen Ay, .., A,, C G definiert man induktiv
[A1, .., An] = [A1, [A2, ., 4]

wobei [A] := A.

Bemerkungen:

(i) [A1,.., Ay] enthélt alle Elemente der Form [aq,..,a,], a; € A;, wird aber nicht unbedingt von diesen
erzeugt.

(ii) Fir jeden Gruppenhomomorphismus f: G — H ist
f (A, An)) = [f (A1), -, f(An)]

7.1.6 Satz: Kommutator von Untergruppen

Fiir Untergruppen A, B, C < G einer Gruppe G gilt stets:

1. [A,B] < (A, B)

2. Esist [A, B] C A genau dann wenn V b € B : ady(A) C A (A wird von B normalisiert).
3. Ist [A,B] € Aund [C, B] C C so folgt [A, BC| = [A, B] [A,C].

4. Ist [A, B,C] = [B,C, A] = 1, so ist auch [C, A, B] = 1 (3-Untergruppen-Lemma).

7.1.7 Lemma: Kommutatoren von Faktorgruppen
Sei G eine Gruppe und N < @G. Dann:

a) Fir u,v € G gilt
[uN,vN]g/n = [u,v]g N

b) Fiir Untermengen U,V C G ist

{uN:ueU},{vN:veV}={gN:gec[UV]}
[U,VIN/N
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Beweis:
1. dof
[uN,vN]g/ny = (uN)(N)(uN) " (vN)"" = (uN)(vN)(u""N)(v"'N) = (uwou" v ") N
[uro]
2.
{uN :ueU},{vN:veV} = <[uN,vN}G/N uel ve V> w ([, v] N:ue U, veV) (5-12.1) {gN : g€ [U,V]}
O

7.1.8 Definition: Kommutatorgruppe

Fir Gruppe G heifst
G = G(l) = [G,G} = <[g7h] : g7h € G>

Kommutatorgruppe von G. Ist G' = G, so heifit G perfekt.

Bemerkung: Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : G — H ist f(G') = f(G) < H, insbesondere ist
G’ < G vollinvariant.

7.1.9 Satz iliber die Kommutatorgruppe
Fiir jede Untergruppe H < G einer Gruppe G sind folgende Aussagen dquivalent:

1. G <H
2. H4G AN G/H abelsch.

7.1.10 Definition: Hohere Kommutatorgruppe

Die héheren Kommutatorgruppen einer Gruppe G definiert man induktiv:

GO .—qg , Git) .— [G@,G(i)] . ieN

Bemerkungen:
(i) Fiir U < G und n € Nist U™ < G,

(ii) Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : G — H und n € N ist f(G™) = f(G)™ < H™. Insbesondere
sind die G < G vollinvariant.

(iii) Offenbar sind G = G > G > G?) > ... Setzen dabei

G(®) .— ﬂ G™)
neN

7.1.11 Definition: Auflésbare Gruppe

Eine Gruppe G mit G) = {1} fiir ein s € Ny heift auflisbar. Gegebenfalls heift das kleinste s € Ny mit
G) = {1} die (Auflosbarkeits-)Stufe von G.
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Bemerkungen:
(i) Auflosbarkeit und Auflosbarkeitsstufe sind Isomorphie-invariant.

(ii) Fiir Gruppe G mit Auflosbarkeitsstufe s gilt:

s=0 & G={1}

s<1 & G'={1} & G abelsch

s<2 & G"={1} :©& G meta-abelsch
(iii) Untergruppen und Faktorgruppen (vgl. Lemma 7.1.7 (2)) auflésbarer Gruppen sind auflésbar.
(iv) Gruppen G, H sind genau dann auflésbar, wenn G x H auflosbar ist, denn

(G x H)(”) =G x H™ | neN
(v) Sind M, N 4G und G/M,G/N auflésbar, so ist auch G/(M N N) auflésbar, denn nach Bemerkung (iv)
in Homomorphiesatz 5.1.8 ist G/(M N N) zu einer Untergruppe von G/M x G/N isomorph.

(vi) Ist G auflosbar der Stufe s, so ist

G=GV>cWrg®r...q0 = {1}

nach 7.1.9 und 5.1.14 (3) eine Normalreihe mit abelschen Faktoren.

7.1.12 Satz: Charakterisierung von Auflésbarkeit
Fiir eine Gruppe G sind dquivalent:

1. G ist auflsbar.

2. G hat eine Normalreihe mit abelschen Faktoren.

3. G hat eine Subnormalreihe mit abelschen Faktoren.

Beispiel: Fiir n € N und jeden Korper K ist die Gruppe 3(n, K) (Borelgruppe) aller oberen Dreiecksmatrizen
in GL(n,K) auflosbar.

7.1.13 Lemma iiber Auflésbarkeit der Faktorgruppe
Fiir jede Gruppe G und N <G gilt: G ist aufldsbar < N, G/N sind auflosbar.

Bemerkung: Fiir auflésbare Normalteiler M, N <G einer Gruppe G ist auch M N ein auflésbarer Normalteiler
von G. Dies folgt aus dem Lemma wegen MN/N = M/(M N N) (vgl. 1. Isomorphiesatz 5.1.9). Ist G endlich,
so ist das Produkt aller auflosbaren Normalteiler ein auflosbarer Normalteiler von G. Dieser heifst auflidsbares
Radikal von G.

7.1.14 Satz: Charakterisierung von Auflésbarkeit endlicher Gruppen
Fiir jede endliche Gruppe G sind dquivalent:

1. G ist auflsbar.
2. Jeder Kompositionsfaktor von G ist zu Z/pZ fiir ein p € P isomorph.

3. Jeder Hauptfaktor von G ist zu (Z/pZ)™ fiir geeignete p € P, n € N isomorph.
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Bemerkung: Allgemein hat man folgende Auflésbarkeitskriterien:
(i) Fiir p,q € P, a,b € Ny ist jede Gruppe der Ordnung p®q® auflésbar. (Burnsides, 1904)

(ii) Gruppen ungerader Ordnung sind stets auflosbar. (Feit-Thomson, 1963: Odd order theorem; Beweis ca.
250 Seiten)

7.2 Nilpotente Gruppen
7.2.1 Definition: Absteigende Zentralfolge
Fiir Gruppe G und n € N definiert man induktiv
G(l) =G 3 G(g) = [G,G] , G(n+1) = [G, G(n)}

Bemerke:

(i) Fiir n € N ist G(n) =[G,G,...,G].
—

Xn
(ii) Fir U < G und n € N ist Uy <Gy
(iii) Fiir Gruppenhomomorphismus f : G — H gilt
f(Gwy)) = f(G)n) < Hmy , n€N

Daher sind die G, vollinvariant in G, insbesondere jeweils G,y <G, also G(,41) < G(,,) nach Satz 7.1.6
(2). Wir erhalten so eine Folge vollinvarianter Untergruppen

GZG(l)EG(g)EG(g)E...

die sogenannte absteigende Zentralfolge von G. Setzen dabei

Utse) =[] G
neN

(iv) Fir n € N ist

[G/Gnin)s G /Giarn)] = [Gr G Glnsn)/Gnin) = G [Giasty = {16/6001n |

das heifst
Gn)/Gns1) € Z2(G/Gng))
Dies erklart den Begriff Zentralfolge.

7.2.2 Satz: Darstellung von G,
Fir Gruppe G und n € N gilt stets:

G(n) = ([917 agn] ‘01,590 € G>
Beachte: Nicht so offensichtlich!

7.2.3 Lemma iiber G,

Fir Gruppe G und n,m € N gilt stets:
1. [G(n)vG(m)] g G(n+m,)

2. G C Gany.
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7.2.4 Definition: Aufsteigende Zentralfolge

Fiir jede Gruppe G definiert man die aufsteigende Zentralfolge induktiv durch Zy(G) := {1}, Z1(G) := Z(G)
und
Zn(G)/anl(G) = Z(G/anl(G)) , t€N

Beachte dass Z,, nach Lemma 5.1.15 wohldefiniert ist.

Bemerkungen:

(i) Fir ¢ € Np ist Z;(G) < G charakteristisch. Dies ist fiir die Falle ¢ = 0,1 klar. Ist Z;_1(G) cha-
rakteristisch fiir ein ¢ € Ny, so folgt nach Lemma 5.1.15 (7) dass auch Z;(G) charakteristisch ist (da
Z(G/Z;—1(G)) < G/Z;_1(G) charakteristisch).

—_——

Zi(G)/Z;-1(G)

(ii) Es ist tatsdchlich

Setzt man

so heifit Zoo(G) Hyperzentrum von G. Dabei ist wieder Zo.(G) < G charakteristisch.

7.2.5 Definition: Nilpotente Gruppe

Eine Gruppe G mit Z.(G) = G fiir ein ¢ € Ny heifst Nilpotent. Gegebenfalls heifit das kleinste ¢ € Ny mit
Z.(G) = G (Nilpotenz-) Klasse von G.

Bemerke:

c=0 & G={1}
c<1 & (G abelsch

7.2.6 Definition: Zentralreihe

Eine Normalreihe
G=G G >Gy>--->G, ={1}

einer Gruppe G mit
Gifl/Gi g Z(G/GZ) Vi= 1,..,T

heifst Zentralreihe von G.
Beispiel: Ist G nilpotent der klasse ¢, so ist
G = 2G) B Zu 1(G) B B Zy(G) = {1}

eine Zentralreihe, die (obere) Zentralreihe von G.

7.2.7 Satz: Charakterisierung von Zentralreihen

Fiir Untergruppen Gy, .., G, einer Gruppe G mit
G=Go>Gy > >Gr={1}

sind adquivalent:

1. G=Gy> Gy > .- > G, = {1} ist eine Zentralreihe.

2. [G,Gi—1] € Gy, i=1,.,71
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Bemerkung: Wegen (2) ist jede Verfeinerung einer Zentralreihe wieder eine.

7.2.8 Satz liber Zentralreihen

Sei G =Gy> Gy >---> G, = {1} eine Zentralreihe einer Gruppe G. Fiir ¢ = 0, .., 7 ist dann

Gr—i CZi(G) N Gy CGy

Insbesondere ist Z,(G) = G und G(,41) = {1}, das heift G ist nilpotent mit Klasse héchstens 7.

Bemerkungen:

(i)

(i)

Nach Beispiel in 7.2.6 und Satz 7.2.8 ist eine Gruppe G genau dann nilpotent, wenn sie eine Zentralreihe
hat. Gegebenfalls ist die Nilpotenzklasse ¢ von G durch die Lange r > ¢ der Zentralreihe beschréankt.

Fiir jede nilpotente Gruppe G der Klasse ¢ ist G(c41) = {1} (Anwendung des Satzes auf die aufsteigende
Zentralfolge). Daher ist
G=G>Go > >Geyy ={1}

eine Zentralreihe (Satz 7.2.7 (2)), die absteigende (untere (vgl. 7.2.8)) Zentralreihe von G. Nach (i) ist
ferner Gy # {1}.
Eine Gruppe G ist genau dann nilpotent, wenn G,y = {1} fiir ein s € N ist.

Untergruppen und Faktorgruppen einer nilpotenten Gruppe G sind wieder nilpotent. Thre Klasse ist jeweils
durch die Klasse von G beschrankt.

Jede nilpotente Gruppe ist auflésbar.

Beachte: Die Umkehrung der Aussage gilt im allgemeinen nicht. So ist z.B. Sym(3) auflésbar, aber wegen
Z(Sym(3)) = 1 nicht nilpotent.

Die Hauptfaktoren einer endlichen, nilpotenten Gruppe haben Primzahlordnung: Durch Verfeinerung der
oberen Zentralreihe erhédlt man namlich eine Kompositionsreihe, die gleichzeitig Zentralreihe ist (Anwen-
dung des Satzes 7.2.7). Diese ist insbesondere eine Normalreihe und damit eine Hauptreihe!. Da G auflésbar
ist, haben ihre Faktoren nach Satz 7.1.14 Primzahlordnung.

Beispiel: Eine typische nilpotente Gruppe ist die Untergruppe von GL(n,K) (fir n € N, K Korper), die aus
allen Matrizen der folgenden Form besteht:

1 x* *
0 1 *
0 0 1

7.2.9 Definition: Normalisator

Fiir jede Teilmenge X C G einer Gruppe G ist

No(X) := {gEG:ng_1 =X} <G

der Normalisator von X (in G). Ist X < G, so ist per Konstruktion X < Ng(X).

7.2.10 Satz: Normalizatoren in nilpotenten Gruppen

Fiir jede echte Untergruppe U einer nilpotenten Gruppe G ist U < Ng(U).

1Kompositionsreihen die Normalreihen sind, sind insbesondere Hauptreihen.
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7.2.11 Satz: Normalteiler in nilpotenten Gruppen
Fiir jeden Normalteiler {1} # N <G einer nilpotenten Gruppe G ist [G, N] < N und Z(G) N N # {1}.

Folgerung: Insbesondere liegt jeder minimale Normalteiler einer Gruppe im Zentrum, denn

1#(NNZ(G) <N

7.2.12 Satz iiber nilpotente Normalteiler

Fiir nilpotente Normalteiler A, B < G einer Gruppe G ist auch AB ein nilpotenter Normalteiler von G. Hat A
die Klasse a und B die Klasse b, so hat AB hochstens die Klasse a + b.

Bemerkung: Eine Gruppe G die einen nilpotenten Normalteiler N < G mit nilpotenter Faktorgruppe G/N
besitzt, ist nicht unbedingt nilpotent. Beispiel:

(3 )

52



8 GRUPPENOPERATIONEN

8 Gruppenoperationen

8.0.13 Definition: Gruppenoperation
Eine (Links-) Operation ( Wirkung, engl. action) einer Gruppe G auf eine Menge (2 ist eine Abbildung

GxQ—-0Q , (gw)— gu

mit den Eigenschaften:
lv=w, 9w =" YweQ, gghed

Man sagt auch: G operiert auf €, oder € ist eine G-Menge.

Bemerkungen:
(i) Rechtsoperationen definiert man analog als Abbildungen 2 x G — Q, (w, g) — w9.

(ii) Man beachte die Analogie zur Multiplikation von Vektoren eines K-Vektorraumes mit Skalaren aus einem
Korper.

Beispiele:
(i) Fiir jede Menge 2 operiert Sym(€) auf €2 durch

Yw:=gw) , weN, geSym(N)

(ii) Fiir jeden Korper K und K-Vektorraum V operiert
GL(V) :={f:V — V| f linear, bijektiv}
auf V durch 9v := g(v), g € GL(V), v € V.
(iii) Fiir n € N und jedem Korper K, operiert GL(n, K) auf K**™ durch
AB:= ABA™' | A€ GL(n,K), Be K"
(iv) Fiir n,m € N und jeden Korper K operiert
GL(m,K) x GL(n,K)
auf K™*" durch
AB)C .= ACB™ , AeGL(m,K), B e GL(n,K), C e K™*"
(v) Fiir n € N operiert die orthogonale Gruppe
O(n) :={AeR"™": AAT = In}
des Grades n auf der Menge S aller reellen, symmetrischen n x n-Matrizen durch
AB:= ABAT | A€ O(n), BeS
(vi) Analog operiert die unitire Gruppe
U(n) = {A e O AA = 1n}
des Grades n auf die Menge H aller hermiteschen n x n Matrizen B = ET durch

AB=ABA" , AcU(n), BeH
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8.0.14 Lemma iiber Gruppenoperationen

Fir Gruppe G, G-Menge 2 und g € G ist

T Q= 7y(w) =%w
bijektiv mit 7, L= Tg—1. Die Zuordnung

T:G—Sym(Q) , g1

ist ferner homomorph.

8.0.15 Lemma: Induzierung von Gruppenoperationen

Seien G eine Gruppe, {2 eine Menge und 7 : G — Sym(Q2) ein Homomorphismus. Dann erhilt man durch
Iw:=7(g9)(w) , g€G, we

eine Operation von G auf 2.

Bemerkung: Nach Lemmas 8.0.14 und 8.0.15 induziert jede G-Operation auf 2 einen Homomorphismus
G — Sym(2). Umgekehrt, induziert jeder Homomorphismus G — Sym({2) eine Operation von G auf Q. Es ist
klar, dass beide Zuordnungen zu einander invers sind.

8.0.16 Definition: Kern der Gruppenoperation

Die Gruppe G operiere auf der Menge (), dazu sei 7 : G — Sym(2) der entsprechende Homomorphismus. Dann
heifst
ker(1) :={geG:1y=Ido} ={9€G:w=w YweQ}

Kern der Operation. Ist ker(7) = G, das heifit 9w = w V g € G, w € Q, so heifit die Operation trivial. Ist
ker(7) = {1}, das heift 7 injektiv, so heift die Operation treu. Gegebenfalls gilt dann G = 7(G) < Sym(Q).

8.0.17 Satz von Caley

Jede Gruppe ist zu einer Untergruppe einer symmetrischen Gruppe isomorph:
G = U < Sym(G)
Beweis: Suchen 2, so dass G auf €2 operiert. Setzen dazu € := G und
Iwi=gw , g€G, we
Diese Operation ist treu, denn aus 9g = g folgt g = 1. Mit den obigen Bezeichnungen gilt dann

G = 7(G) < Sym(G)

8.0.18 Definition: Aquivalenz auf G-Mengen
Die Gruppe G operiere auf der Menge (). Fiir o, 3 € €2 schreibt man a ~¢ § &

JdgeG : Yda=0
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Bemerke: Die Relation ~¢ auf  ist eine Aquivalenzrelation, das heifit fiir o, 5,7 € Q gilt:
e Reflexivitit: a ~q
e Symmetrie: a ~g 8 & [ ~g «

o Transitivitit: a ~g 8 A B~gy = a~g7y

8.0.19 Definition: Bahn

Die Gruppe G operiere auf 2. Dann ist fiir « € Q die Bahn (engl. orbit)
Orbg(a) :={a: g€ G}

die Aquivalenzklasse von a bzgl. ~¢. Dabei heifit |Orbg(a)| Linge der Bahn von a.

Bemerkungen: Tatsachen iiber Aquivalenzklassen folgt, dass 2 die disjunkte Vereinigung der verschiedenen
Bahnen von G auf ) ist. Fiir beliebiges Repréasentantensystem % dieser Bahnen gilt also

Q= [4 Orba(p)

PER
und
Q] = > [Orba(p)| (8.0.19.1)
PER
(Bahnengleichung).
Beispiele:

(i) Fiir n € N und Korper K liegen zwei Matrizen aus K™*” genau dann in der gleichen Bahn der Operation
von GL(n,K) auf K"*"
AB:= ABA™' | A€ GL(n,K), B K™"

wenn sie dhnlich sind (Definition).

(ii) Fir m,n € N und jeden Korper K liegen zwei Matrizen K™"*™ genau dann in der gleichen Bahn der
Operation von GL(m,K) x GL(n,K) auf K"™*":

AB)C .= ACB™ , AecGL(m,K), B € GL(n,K), C € K™*"
wenn sie dquivalent sind (Definition).

(iii) In der Theorie konservativer Hamiltonscher Systeme werden Fliisse (¢;)tcr von Vektorfeldern (e.g. Bahn-
gleichungen) oft als Operation von (R, +) auf das System M abstrahiert:

Pt 0 Qs 1= Prys € Sym(M)

Die Bahnen Orbg(z) = {¢t(zg) : t € R} sind genau die Bahnen die die Teilchen unter der Wirkung des
Vektorfeldes durchlaufen.

8.0.20 Definition: Stabilisator

Die Gruppe G operiere auf Q. Dann heifst fiir w € © die Menge
Sta(w) =G, :={9€G:%w=w}

Stabilisator von w in G.

95



8 GRUPPENOPERATIONEN

8.0.21 Satz iiber den Stabilisator
Die Gruppe G operiere auf . Dann gilt:
(i) Fiir jedes w € Q ist Stg(w) < G und St (w) operiert auf 2\ {w}.

(ii) Firg € G, w e Q gilt
adg (Ste(w)) = Stg(Yw)

(iii) Die Abbildung
f:G/Stg(w) — Orbg(w) , ¢Stg(w) — 9w

ist bijektiv. Insbesondere ist
[Orbg(w)| = |G : Stg(w)]

Im Fall |G| < oo ist also jede Bahnlénge ein Teiler von |G|.

8.0.22 Definition: Transitivitidt von Gruppenoperationen

Eine Gruppenoperation von G auf eine Menge Q # () heiRt transitiv, falls Q nur eine einzige Bahn besitzt.

Bemerkung: FEine G-Menge Q # () ist genau dann transitiv, wenn
Va,6€Q : 3geG : 9%a=0

Gegebenfalls ist dann nach Satz 8.0.21 (iii):

Q] = |G : Stg(w)] , we
Existiert zu je zwei o, 3 € {2 genau ein g € G mit Ya = (3, so heift die Operation reguldr. Gegebenfalls ist dann
9 = |Gl.
Beispiel: Fiir jede Gruppe G und H < G operiert G transitiv auf G/H durch

Y(wH) =gwH , gweqG

Dabei gilt:
YwH)=wH & w'lgwH=H & wlgwe H & gcwHw ' =ad,(H)

Daher ist Stg(wH) = ad,, (H). Insbesondere also Stg(H) = H und der Kern der Operation von G auf G/H ist

Ste(wH) = ady, (H) =: Coreg(H) (8.0.22.1)
WDG ¢ WOG T%_’

der Kern von H in G. Offenbar ist Coreg (H) der grofte Normalteiler N <G von G mit N C H und G/ Coreg(H)
ist zu einer Untergruppe von Sym(G/H) isomorph. Auf diese Weise lassen sich oft nicht-triviale Normalteiler
von G konstruieren.

8.0.23 Frattini-Argument
Die Gruppe G operiere auf Q # (), und es sei H < G. Operiert H auf Q transitiv, so ist
G=H- Stglw) YVwe

Beweis: Seien w € ), g € G. Da H transitiv ist, ist
hOw) =w
~——

hg,
fiir irgendein h € H, das heifit hg € Stg(w) bzw.
g=h"'(hg) € H - Stg(w)
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8.0.24 Definition: Fixpunkte
Seien G eine Gruppe, 2 eine G-Menge, © € G und Y C G. Dann heiffen die Elemente in
Fixg(z) :={w e Q: "w =w}

bzw.

Fixg(Y) ={weQ:Yw=w VyeY}

Fizpunkte von x bzw. Y.

8.0.25 Burnside’s Lemma
Seien G eine endliche Gruppe die auf der endlichen Menge 2 operiere. Dann:

1. Fiir die Anzahl n der Bahnen von G auf Q gilt:
1 .
KTeT > |Fixa(g)|
geG
(durchschnittliche Anzahl von Fizpunkten).
2. Ist die Operation transitiv und w € €, so gilt fiir die Anzahl m der Bahnen von Stg(w) auf Q:

1 .
m = €] Z |Fixq(g)|*

geqG

8.0.26 Definition: n-Transitivitat

Die Gruppe G operiere auf der Menge ) und sei |Q2] > n € N. Dann heiflt die Operation n-transitiv, falls zu je
zwei n-Tupeln (a1, .., ), (B1,-., 8n) € Q" mit jeweils paarweise verschiedenen Elementen (d.h. a1, .., o, p.w.
und S, .., Bp p-w.) ein g € G existiert mit 9oy = By, .., 9, = Bn.

Bemerke: Jede n > 2-transitive Operation ist auch (n — 1)-transitiv.

8.0.27 Satz iliber n-Transitivitat

Die Gruppe G operiere auf der Menge ). Dann gilt:

1. Ist n > 2, G n-transitiv auf Q und w € €, so operiert Stg(w) (n — 1)-transitiv auf Q \ {w}.

2. Ist n > 2, G transitiv auf Q, w € Q und Stg(w) (n — 1)-transitiv auf Q\ {w}, so operiert G n-transitiv auf €.

3. Ist G transitiv auf 2, w € Q und H := Stg(w), so gilt:
G operiert 2-transitiv < |H \ G/H| = 2 (vgl. 4.3.15.1).

4. Operiert die Gruppe G transitiv auf Q und sind €2, G endlich, so gilt:

1
G operiert 2-transitiv auf Q < @ Z |Fixq (g)|2 = 2.
geG

8.0.28 Satz: Zerlegung transitiver G-Mengen
Fiir jede Gruppe G und transitive G-Menge 2 mit |Q] > 2 sind Aquivalent:
1. 3 A C Q derart, dass |A] > 1 und

VgeG : (FTA)NA=0 VvV IA=A

2. J eine disjunkte Zerlegung ) = H-J A, wobei ACQ, [A|>1und9A e L firge G,A e L.
AeLl
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Bemerke: In der obigen Situation operiert G auch transitiv auf £. Sind ndmlich A, A € Lsoseiena € A, € A,g e G
mit Yo = B. Dann (A)NA#D = 9A=A. Fir A € L ist

IL] = |G : Sta(A)]
und
1] = [A] - |£] = [A] - |G : Sta(A)]

(da alle A € L gleiche Anzahl an Elementen haben). Fiir A € A ist ferner Stg(A) C Stg(A) wie man leicht
nachrechnet.

8.0.29 Definition: Primitive Operation
Die Gruppe G operiere transitiv auf . Sind die Bedingungen (1), (2) aus Satz 8.0.28 erfiillt, so heift die

Operation imprimitiv, sonst primitiv.

Bemerke: Die Definition macht nur Sinn, wenn die Operation transitiv ist, da sie sonst ohnehin imprimitiv

wire?.

Beispiel: Ist [}] € P, so ist jede transitive Operation auf € primitiv, denn die Bedingung || # |A| # 1 und
|A| | |92 widersprechen sich.

8.0.30 Satz: Charakterisierung von Primitivitit

Fiir jede Gruppe G und transitive G-Menge 2 mit |Q| > 2 sind dquivalent:
1. Q ist primitiv.

2. Stg(w) ist fir jedes w € Q eine maximale Untergruppe von G.

3. Stg(w) ist fiir ein w € Q eine maximale Untergruppe von G.

8.0.31 Satz iiber primitive Operationen

Seien G eine Gruppe, N < G und 2 eine primitive G-Menge. Dann operiert N entweder transitiv oder trivial
auf .

8.0.32 Satz: Primitivitédt 2-transitiver Gruppenoperationen

Jede 2-transitive Operation einer Gruppe G auf einer Menge 2 ist primitiv.

8.0.33 Bemerkung: Operation von Faktorgruppen

Die Gruppe G operiere auf der Menge (2, dazu der Homomorphismus 7 : G — Sym(2). Operiert U < G trivial
auf 2 (d.h. U < ker(7)), so operiert auch G/U auf ) durch

We:=% , geG, we

Dabei sind n-Transitivitdt bzw. Primitivitdt von G dquivalent zur n-Transitivitdt bzw. Primitivitat von G/U.
Ferner operiert G/U genau dann treu auf €, wenn U = ker(7).

2Falls |Q] > 2.
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9 Spezielle Gruppen

9.1 Sylowgruppen
9.1.1 Definition: Konjugation
Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch Konjugation:

Ir:=gxg ' , grEG
Dabei heifét
Orbg(x) = {ga:g_l :g€ G}
Konjugationsklasse von x in G. Liegen z,y € G in der gleichen Konjugationsklasse, das heift 3 g € G : y = gxg™!,
so heiffen x,y konjugiert (in G). Notation z ~¢ y oder = ~ y.
Fiir x € G heift

1

Sta(z) ={g€G:gag ' =z} ={9€G:gx =g} = Cg(z) (9.1.1.1)

Zentralisator von z in G. Nach Satz 8.0.21 (iii) enthélt die Konjugationsklasse von x in G genau |G : Cg(x)]
Elemente. Ist #Z ein Représentationssystem fiir die Konjugationsklassen, so erhélt die Bahngleichung (8.0.19.1)
die Form

(4.3.6) |G]
G =) 1G:Calx) =" (9.1.1.2)
zeR i [Ca(@)]
(Klassengleichung). Die Anzahl |#| der Konjugationsklassen heifst Klassenzahl von G. Die Konjugationsklasse
von z in G ist genau dann einelementig, wenn |G : Cg(x)| = 1, das heift G = Cg(x). Dies ist dquivalent zu
x € Z(G).

Bemerkung: Nach Satz 8.0.21 (ii) iiber Stabilisatoren gilt fiir beliebige z,y € G:
Ce(ady z) = ady (Ca(z))

Beispiel: Jeder Normalteiler N < G ist Vereinigung von Konjugationsklassen

N = | Orbg(x)

zEN

9.1.2 Satz von Landau
Fiir jede endliche Gruppe G mit Klassenzahl k gilt |G| < k2

Beweis: Seien x1,xa, .., = 1 Reprisentanten fiir die Konjugationsklassen und sei
ng = ‘OG(:EZ)‘ s Z:17ak
0.B.d.A. n; <ng <+ <ng = |G|. Wegen (9.1.1.2) ist

k 1 1 1
—_—>— 4+ —4+...— =1
ni niy ) ng
das heifst n; < k. Daher
k 1 1 1 1
e e
N2~ Na ng n_ng  k
das heifit no < k2. Daher
k 1 1 1 1 1
ns N3 n ny neg  ning k3
das heift ng < k*. Daher
k 1 1 1 1 1 1
_> 4+t —=1—-— - — - — > > —
ng N4 ny niy Ny N3 ninsgng k7

2i 21&'71

das heifit ny < k®. Induktiv zeigt man allgemein n; < k 71, i =1,.., k. Insbesondere |G| =n; =k .
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Beispiel k =1: Dann ist |G| = 1.

Beispiel k£ = 2: Dann hat n% + -~ = 1 nur die Lésung n; = ny = 2. Also |G| = 2.

1
na
Beispiel k£ =3: Aus n—ll + n% + n—lg =1 folgt zunédchst ny € {2, 3}.
o Fall n; = 2. Dann ;- + ;- = 3, also ny € {3,4}.
o Fall ny = 3, dann n3 = 6, das heillt |G| = 6.

o Fiir ng = 4 ist n3 = 4. Dies ist aber unmdoglich (Gruppen der Ordnung 4 sind abelsch, d.h. G hitte
4 Konjugationsklassen).

e Fall n; =. Dann n% + n%, = % das heifit no = 3 = ng, also |G| = 3.

9.1.3 Definition: p-Gruppe

Sei p € P. Eine endliche Gruppe deren Ordnung eine p-Potenz ist, heifit p-Gruppe. Ein Gruppenelement, dessen
Ordnung eine p-Potenz ist, heifst p-Element.

9.1.4 Satz: Nilpotenz von p-Gruppen
Fiir p € P ist jede endliche p-Gruppe nilpotent.

Spezialfolgerung: Fiir endliche p-Gruppe G ist insbesondere Z(G) # {1}.

9.1.5 Satz iiber endliche p-Gruppen
Fiir p € P und jede endliche p-Gruppe G gilt:
L |G Z(G)] #p

2. |G| =p* = G abelsch.

9.1.6 Konjugation auf Gruppen-Potentzmengen

Jede Gruppe G operiert auf £(G) durch Konjugation:
IX :=gXg ' = {g;vgil cxeX} , gelG, Xe2(G)

Dabei heifst
Orbg(X) := {ng_1 :g€ G}

Konjugationsklasse von X in G. Liegen X,Y € Z(G) in der gleichen Konjugationsklasse, das heift 3 g € G mit
Y =gXg !
so heiffen X, Y in G konjugiert. Notation: X ~c Y oder X ~ Y. Fir X € Z(G) ist
Sta(X)={9€G:9Xg ' =X} ={g€G:9X =Xg} = Na(X)

Die Konjugationsklasse von X enthélt genau |G : Ng(X)| Elemente.

9.1.7 Definition: p-Sylowgruppe

Seien G eine endliche Gruppe, p € P und |G| = p®m, a € Ny mit pf m € N. Dann heiflen die Untergruppen der
Ordnung p® von G p-Sylowgruppen von G. Die Menge aller p-Sylowgruppen von G sei Syl (G).
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9.1.8 Satz von Sylow
Seien G eine endliche Gruppe, p € P und |G| = p*m mit a € Ny, p/m. Dann gilt:

1. Fiir b € Ny mit b < a enthilt G garantiert eine Untergruppe der Ordnung p°. Genauer gilt fiir die Anzahl
Za(p®) dieser Untergruppen:
Zg(p") = 1(mod p)
das heift p|Z¢(p®) — 1.
2. Jede Untergruppe U < G der Ordnung p® ist in einer p-Sylowgruppe enthalten.

3. Je zwei p-Sylowgruppen von G sind in G konjugiert. Insbesondere gilt fiir P € Syl,(G):
|G - Ne(P)| = [SyL,(G)] = Z6(p") = 1(mod p)

Beispiel: Seien p € P, K ein Korper mit ¢ := |K| eine Potenz von p, n € N und : G := GL(n, K). Dann:

Gl=("-1)("—q)...(¢" —¢" )= " =) =-1)...(¢— 1)

(721) nicht durch p teilbar
q

n
2

Daher hat jede p Sylowgruppe von G die Ordnung q( ). Anderseits ist die Menge P aller Matrizen der Form

1 x ... =

eine Untergruppe von G mit

P: .2.“.77’71: n
|Pl=4q-q q <2

das heift P € Syl (G). Man kann sich leicht iiberzeugen, dass Ng(P) aus allen invertierbaren Matrizen der

Form

besteht. Insbesondere: .
We(P)| = a3 (g -1)"
das heiftt nach Sylow

Sylow

SyL,(G)| 7= IG:Na(P)| = (""" 4+ +q+1)(¢"*+ - +g+1)...(¢g+ 1) = L(mod p)
——

wie
erwartet

Offenbar ist auch die Menge @) aller Matrizen der folgenden Form
1

*

* ... % 1
eine p-Sylowgruppe von G, also insbesondere konjugiert zu P. Tatséchlich kann man nachweisen:

0 1 0 1\ !

e=| .- |P
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9.1.9 Korollar: Kompositionsreihen in p-Gruppen

Sei p € P und G eine p-Gruppe. Dann existiert zu jeder Untergruppe U < G eine Reihe
U=VoaVi -V 1 <V =G (9.1.9.1)

mit [V; : V4| =pfiri=1,..,k.

Spezialfall: Fiir U = {1} erhilt man so eine Subnormalreihe von G. Wegen |V; : V;_1| = p kann diese nicht
ohne Wiederholungen verfeinert werden, ist also sogar eine Kompositionsreihe.
Insbesondere ist jede Untergruppe U < G Teil einer Kompositionsreihe.

Beweis: Zeigen: Zu U < G mit |G : U| > p existiert stets ein U <V < G.

Nach Satz 9.1.4 ist G nilpotent. Nach Satz 7.2.10 ist daher U < Ng(U). Im Fall Ng(U) < G sind
wir fertig, denn U <t Ng(U).

Im Fall Ng(U) = G, das heifit U <1 G ist G/U eine p-Gruppe der Ordnung > p. Nach Sylow besitzt
sie eine Untergruppe V/U < G/U der Ordnung p, wobei U <V < G (vgl. Satz 5.1.15 {iber Faktor-
Untergruppen).

Hieraus wird ersichtlich: Die Reihe U < G kann sequentiell verfeinert und schlieflich (fast) auf die Form (9.1.9.1)
gebracht werden, mit einzigem Unterschied dass Vi1 < G ist. Doch wegen |V} : V;_1| = p folgt nach 5.1.3 auch
Vi_1 < Vg

O

9.1.10 Satz von Cauchy

Seien G eine endliche Gruppe und p € P mit p’ |G|. Dann enthdlt G ein Element der Ordnung p.

Beweis: Nach Sylow 9.1.8 enthilt G eine Untergruppe U der Ordnung p. Nach Lagrange enthélt G p — 1
Elemente der Ordnung p.
O

9.1.11 Satz: Frattini Argument fiir Sylowgruppen
Seien p € P, G' eine endliche Gruppe, N <G und @ € Syl (N). Dann ist G = N - Ne(Q).

Beweis: Die Gruppe G operiert auf Syl,(N) durch Konjugation. Nach Sylow 9.1.8 operiert N auf Syl,(N)
transitiv. Aus dem allgemeineren Frattini Argument 8.0.23 folgt dann

G =N -St(Q)
——
Ne(Q)

9.1.12 Satz iiber p-Sylowgruppen und Normalteiler
Sei G eine endliche Gruppe, p € P und P € Syl (G). Dann gilt:

1. N9G = PN €Syl (N) A PN/N €Syl (G/N)
2. Ng(P) < H<G = Ng(H)= H. Insbesondere ist Ng(Ng(P)) = Ng(P).
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9.1.13 Satz iiber p-Sylowgruppen und Nilpotenz

Sei G eine endliche Gruppe und py* ...p;~ die Primfaktorzerlegung von |G|. Fiir i = 1,..,7 sei P; € Syl, (G).
Dann sind dquivalent:

1. G ist nilpotent.
2. PG firi=1,..,r
3.G=Po---DP:

Bemerke: Fiir P € Syl (G) gilt: P <G gg’) P ist die einzige p-Sylowgruppe von G.

9.1.14 Satz iiber die Auflésbarkeit endlicher Gruppen
Fiir p,q,r € P und Gruppe G gilt:

1. Ist |G| = p*q fiir ein a € Ny, so ist G auflosbar.

2. Ist |G| = p?q® so ist G auflésbar.

3. Ist |G| = pgr, so ist G auflosbar.

Beispiel: Es folgt leicht, dass Gruppen der Ordnungen 1,..,59 Auflésbar sind.

9.1.15 Satz iiber einfache p-Gruppen

Fiir p € P hat jede einfache p-Gruppe die Ordnung p.

Beweis: Sei G eine p-Gruppe. Nach 9.1.4 ist Z(G) # {1}, also 1 < Z(G) < G. Da G einfach ist muss G
abelsch sein. Nach Sylow existiert eine Untergruppe H < G der Ordnung p, die nun ein Normalteiler ist. Wegen

Einfachheit von G folgt dann H = G.
O

9.2 Symmetrische Gruppen
9.2.1 Vorbetrachtung

Sei n € N. Elemente in Sym(n) schreibt man in der Form

_ 1 n
9= (g(l) g(n)>
Existieren paarweise verschiedene z1,.., 2 € {1,..,n} mit
9(x1) = 22, g(22) =73, ... 9(TR) = 71
und ¢(y) = y sonst, so heift g k-Zyklus oder Zyklus der Linge k. Man schreibt
g= (l’l,IEQ,...,Ik) = (IQ,...,Ik,I’1> == (z:k,xl,...,:zzk_l)

Zyklen (x1,..,zk), (Y1,.., yx) mit {z1, ..,z 1N{y1, ..,y } = 0 heilen disjunkt. Gegebenfalls sind dann (x4, .., 1), (y1,--,¥1)
vertauschbar. Offenbar kann man jedes g € Sym(n) als Produkt disjunkter Zyklen schreiben, z.B.

( 1 23 45 6 7 8 9 10 11 12

Dabei liefern die auftretenden Zyklen die Bahnen von (g) auf {1,..,n}. Bis auf die Reihenfolge der Zyklen und
Zyklen der Lénge 1, ist diese Zyklenschreibweise eindeutig. Wir ordnen die auftretenden Zyklenldngen k1, .., k;
so dass k1 > kg > --- > k;. Dabel ist

ki+--+k=n
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Das Tupel (k1, .., k;) heiflt Typ von g. Offenbar ist

l{g)| = kgV (K1, .., ki)

9.2.2 Satz: Typ konjugierter Elemente

Sei n € N. Zwei Elemente in Sym(n) sind genau dann konjugiert, wenn sie den gleichen Typ haben.

Beweis: Richtung "=": Sei a € Sym(n) mit Zyklenschreibweise

a=(z1,.,xr) (Y1, Y1) ..

Fiir g € Sym(n) gilt dann
gag~t = (g(z1) .- g(zx)) (9(y1)--9(m1)) - - -
denn z.B.
(9ag™")(g(x:)) = (9a)(2:) = g(wit1)

u.8.w.
Richtung ”<": Seien a,a’ € Sym(n) mit Zyklenschreibweise

a=(x1,. Tk) (Y1, Y1) - -
a = (2, .2y

g:<$1 T Y1 ... Yt )

Dann ist gag~! = o’ mit

9.2.3 Definition: Partition

Sei n € N. Eine Partition von n ist eine endliche Folge (ki, .., k;) € N! mit

kv >ke>-->ki , Fi+--+k=n

Bemerkung: Satz 9.2.2 liefert eine Bijektion zwischen der Menge der Konjugationsklassen von Sym(n) und
der Menge der Partitionen von n.

Beispiel: Die Zahl 5 besitzt genau 7 Partitionen
5=44+1=34+2=34+14+1=24+24+1=2+1+1+1=1+14+14+1+1

Daher hat Sym(5) Konjugationsklassenzahl 7.

9.2.4 Satz: Linge von Konjugationsklassen
Sei (k1, .., k;) eine Partition von n € N und sei
mi = [{j: k; =i}

fiir ¢ = 1,..,n. Unter den Zahlen k, .., k; treten also m; Einsen auf, mos Zweien usw. auf. Dann hat die Konjua-
tionsklasse der Elemente vom Typ (k1, .., k;) in Sym(n) die Linge

n!

mp!lm - mpl2m2  omy, Inmn
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9.2.5 Erzeugung von Sym(n)
Offenbar wird Sym(n) von allen Zyklen erzeugt. Wegen
(z1,..,2x) = (1, 2) (21, T—1) - - . (T1, T2)
wird Sym(n) auch von den 2-Zyklen (Transpositionen) erzeugt. Wegen
(,4) = (L,4)(1,5)(1,4)

geniigen sogar die Transpositionen
(1,2),(1,3),...,(1,n)

Wegen
(Lid)=(—1,4)...(2,3)(1,2)(2,3) ... (i — 1,4)

geniigen auch die Basistranspositionen
(1,2),(2,3),...,(n—1,n)

Wegen
(ivi+1) = (1,2, )i = 1,0)(1, 2, 0,m) ")

gilt auch
Sym(n) = ((1,2), (1,2,..,n))

9.2.6 Definition: Inversion

Sei n € N und g € Sym(n). Dann heift ein Paar (7,j) € Nx Nmit 1 <i < j <nund g(i) > g(j) Inversion von
g. Die Anzahl [(g) aller Inversionen von ¢ heifit Ldnge von g.

9.2.7 Satz iiber die Linge einer Permutation

Sei n € N. Dann kann man jedes g € Sym(n) als Produkt von [(g) Basistranspositionen, aber nicht als Produkt
von weniger als [(g) Basistranspositionen schreiben.

Beispiel:

—
—
)
S—
Q
|
7N\
— =
w N
N W
AENEEN

) = 1((1,2)9) =1

es0=(1 5 5 1) = 9=02e3)

Beweis: Allgemein erhoht/erniedrigt die Multiplikation mit einer Basistransposition die Anzahl der Inversio-
nen um Eins. Insbesondere muss man mindestens so oft mit Transpositionen multiplizieren wie in g Inversionen

vorhanden sind.
O

9.2.8 Definition: Vorzeichen
Sei n € N. Fiir g € Sym(n) heifit
sgn(g) =

g9(4) — g(i)
19‘1191 Joi

Vorzeichen von g.
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Bemerkung: Offenbar kommen im Z&hler und Nenner bis auf das Vorzeichen die gleichen Zahlen vor. Daher
ist
sgu(g) = (—1)' € {£1}

9.2.9 Satz iiber das Vorzeichen von Permutationen

Die Abbildung sgn : Sym(n) — ({£1}, ) ist ein Homomorphismus.

Beispiele:

(i) Fir g,h € Sym(n) ist
sgn(ghg™") = sgutgy - sen(h) - sgufgy ™" = sgn(g)

das heiftt konjugierte Permutationen haben gleiches Vorzeichen.

(ii) Jeder k-Zyklus hat genau dann Vorzeichen +1 wenn k ungerade ist. Insbesondere hat jede Transposition
das Vorzeichen —1.

9.2.10 Definition: Alternierende Gruppe

Fiir n € Sym(n) heifst
Alt(n) := ker (sgn : Sym(n) — {£1})

alternierende Gruppe des Grades n.

Bemerkungen:

(i) Per Konstruktion ist Alt(n)<Sym(n). Nach Homomorphiesatz 5.1.8 ist fiir n > 2 aufierdem |Sym(n) : Alt(n)| =
2. Dabei besteht Alt(n) genau aus den Elementen die Produkte einer geraden Anzahl von Transpositionen
sind. Wegen

(4,5)(, k) = (i,3,k)  (4,5)(k. 1) = (i, 1, k) (3, j, k)

fiir paarweise verschiedene 14, j,k,l € {1,..,n}, wird Alt(n) von aller 3-Zyklen erzeugt.
(ii) Nach Lemma 4.3.16 Beispiel (i) ist fur Untergruppe U < Sym(n) stets U N Alt(n) < U.

(iii) Da konjugierte Permutationen gleiche Vorzeichen haben, ist jede Konjugationsklasse (von Sym(n)) entwe-
der ganz oder gar nicht in Alt(n) enthalten.

9.2.11 Satz iiber die Konjugationsklassen in Alt(n)

Fiir z € Alt(n) ist die Konjugationsklasse von x in Sym(n) entweder eine Konjugationsklasse in Alt(n) oder die
Vereinigung von zwei gleich grofien Konjugationsklassen von Alt(n). Der letzte Fall liegt genau dann vor, wenn
CSym(n) ({L‘) g Alt(n)

Beweis: Nennen A := Alt(n) und S := Sym(n). Sei z € A. Fir y = (1,2) gilt: S = AJAy. Jedes zu = in S
~——
¢A
konjugierte Element ist also in A zu z oder zu yzy~* konjugiert. Wegen
—

€A

Calyzy™") =yCalz)y™!

1

haben die Konjugationsklassen von x und yzy~* in A die gleiche Lénge, und zwar

IS : Cs(z)] :Cs(z) ¢ A

|A: Ca(z)|=|A: ANCs(x)| = |ACs(z) : Cs(x)| = {|S . Cs(x)| /2 sonst
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Bemerkung: Es kann gezeigt werden, dass fiir eine Permutation g € Alt(n) vom Typ (k1, .., k;) genau dann
Csym(n)(g9) € Alt(n) ist, wenn die k1, .., k; ungerade und paarweise verschieden sind.

Beispiel: Sein = 5. Dann enthélt Alt(5) =: A Elemente der Typen (1,1,1,1,1), (2,2,1), (3,1,1), (5). Wegen
(1,2) € Cs((1,2)(3,4)) \ Alt(5) stimmen die Konjugationsklassen von (1,2)(3,4) in Sym(5) =: S und Alt(5)

iiberein, enthalten also
5!

2122
Elemente. Wegen (4,5) € Cgs((1,2,3)) \ Alt(5) stimmen auch die Konjugationsklassen von (1,2,3) in Sym(5)
und Alt(5) iiberein und enthalten

=15

5!
2112.11. 31
Elemente. Die Konjugationsklasse von (1,2,3,4,5) in Sym(5) enthélt

=20

5!
T

Elemente. Daher ist S
Cs((1,2,3,4,5))] = w .

also
Cs((1,2,3,4,5)) = ((1,2,3,4,5)) C Alt(5)
—_———
Ordnung 5
das heift die Konjugationsklasse von (1,2,3,4,5) in Sym(5) entféllt in zwei Konjugationsklassen der Lénge 12
in Alt(5). Die Erwartung 1+ 15+ 20 + 2 - 12 = 60 wird auch bestétigt.

Jeder Normalteiler 1 # N < Alt(5) ist Vereinigung von Konjugationsklassen von A (vgl. Beispiel in 9.1.1).
Daher 13 < |N| | 60, das heift

1412
IN| € {15,20,30,60}

Es ldsst sich leicht zeigen, dass |[N| = 60 sein muss. Also ist Alt(5) eine einfache Gruppe.

9.2.12 Bemerkung zur Operation von Alt(n)

Fiir n > 3 operiert Alt(n) (n — 2) - transitiv auf {1,..,n}, denn fiir paarweise verschiedene

ay,..,an € {1,..,n}

1 ... n—2 n—1 n
aq Ap—2 Qp—1 Ay,
1 ... n—=2 n-1 n

a ... Ap—2 Qp, Ap—1

zu Alt(n), das heift je (a1,..,an—2) konnen durch geeignete g € Alt(n) beliebig auf (1,..,n — 2) abgebildet
werden und umgekehrt. Offensichtlich operiert Sym(n) sogar transitiv auf {1,..,n}.

gehort entweder

oder

9.2.13 Satz: Einfachheit von Alt(n)
Fiir n # 4 ist Alt(n) stets einfach, Alt(4) jedoch nicht.
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Erlduterung: Alt(4) ist nicht einfach, denn
Vi :={1, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} < Alt(4) (9.2.13.1)
Man nennt Vj die Kleinsche Vierergruppe. Genauer gesagt, hat A := Alt(4) folgende Konjugationsklassen
Orby4(1) , Orba((1,2)(3,4)) , Orba((1,2,3)) , Orba((1,3,2))

jeweils der Lange 1, 3, 4 und 4. Dabei sind 1, V4 und Alt(4) die einzigen Normalteiler von Alt(4).

9.2.14 Satz iiber die Kommutatorgruppe von Sym(n)
Fiir n € N gilt stets
Sym(n)’ =" [Sym(n), Sym(n)] = Alt(n)
(vgl. Definition 7.1.8).
Beweis: O.B.d.A sei n > 3, S := Sym(n), A := Alt(n). Wegen |S/A| = 2 ist S/A abelsch, nach Satz 7.1.9

also S’ < A und damit S’ < A (da ohnehin schon S’ <5). Fiir n # 4 ist A einfach, das heift S’ € {{1}, A}. Da
jedoch S nicht abelsch ist, ist der Fall S” = {1} ausgeschlossen, die Behauptung stimmt also fiir n # 4.

Fiir n = 4 ist wegen

/ !’
S'>Sym(3)'=  Alt(3)
CSym(4) ‘E;-’

(vel. (9.2.13.1))

der Fall S” =V ausgeschlossen, natiirlich auch der Fall S’ = {1}. Nach der Erlduterung von Satz 9.2.13 bleibt
nur noch die Moglichkeit S’ = Alt(4).
O

Folgerung: Insbesondere ist Sym(n) fiir n > 5 nicht auflésbar!

9.2.15 Satz iiber einfache Gruppen der Ordnung 60
Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung 60. Dann gilt

G = Alt(5)

9.3 w-Hallgruppen

9.3.1 Definition: 7-Gruppe

Sei m C P und 7’ := P\ 7. Eine endliche Gruppe G heifit 7-Gruppe falls jeder Primteiler von |G| in 7 liegt. Ein
Gruppenelement g heilt 7-Element, falls (g) eine m-Gruppe ist.

Eine m-Untergruppe H einer beliebigen endlichen Gruppe G heiftt 7w-Hallgruppe von G, falls jeder Primteiler
von |G : H| zu 7’ gehort. Dabei sei Hall,(G) die Menge aller Hallgruppen von G.

Bemerkungen:

(i) Fir p € P und 7 := {p} sind die 7-Gruppen genau die p-Gruppen, die m-Elemente genau die p-Elemente
und die w-Hallgruppen genau die p-Sylowgruppen. Statt 7’ schreibt man auch p’.

(ii) Per Konstruktion gilt fiir H € Hall,(G):

geT([H|,|G: H]) =1
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(iii) Sei p* ...pk» die Primfaktorzerlegung von |G|. Eine Untergruppe H < G ist genau dann 7-Hall, falls

|H| = 11 Py

pi €TN{p1,...pn}

(iv) Ist V € Hall (G) und V < U < G, so ist auch V € Hall;(U), denn

Ul |G|
U V] =0 2
ViV

(v) Im allgemeinen ist Hall;(G) = (), z.B. enthélt Alt(5) keine {2, 5}-Hallgruppe. Denn wegen
|Alt(5)] =60 =22-3-5

wére |[H| = 20 und |G : H| = 3. Dies wiirde einen nicht-trivialen Homomorphismus f : Alt(5) — Sym(3)
liefern, ein Widerspruch zur Einfachheit von Alt(5).

(vi) Im allgemeinen sind nicht alle m-Hallgruppen einer endlichen Gruppe konjugiert. Z.B. existieren in der
Gruppe GL(3,F3) der Ordnung (2% — 1)(23 — 2)(2% — 2) = 168 = 23 - 3 - 7 nicht-konjugierte Halbgruppen
der Ordnung 24.

9.3.2 Satz: m-Hallgruppen und Normalteiler
Seien G eine endliche Gruppe, 7 € P und H € Hall;(G). Dann gilt:

1. Fiir N <G ist
HNN €Hall,(N) A HN/N € Hall,(G/N)

2. Na(Ne(H)) = Na(H).

9.3.3 Satz iiber normale, abelsche 7m-Hallgruppen

Seien G eine endliche Gruppe, 7 € P und A € Hall,(G) normal, abelsch. Dann ist Hall/(G) # 0 und

Hy ~c Hy Y Hy,H; € Haﬂﬂ-/(G)

9.3.4 Satz von Schur-Zassenhaus

Seien G eine endliche Gruppe, # C P und N € Hall;(G) normal. Dann ist Hall.(G) # 0. Ist N oder G/N
auflésbar, so gilt:
Hy ~qg Hy ¥ H{,H5 € HaHW/(G)

Bemerkung: Wegen ggT(|N|,|G/N|) =1 hat N oder G/N ungerade Ordnung. Nach Satz von Feit-Thomson
7.1.14 (ii) ist also N oder G/N auflosbar, das heifst die Auflésbarkeitsvoraussetzung im Satz ist in Wirklich-
keit {iberfliissig. Ein Beweis dieser Tatsache ohne die Verwendung des Satzes von Feit-Thomson ist bis heute
unbekannt.

9.3.5 Satz iiber 7- und auflésbare Gruppen (P. Hall)
Fiir jede auflésbare, endliche Gruppe G und alle 7 C P gilt:
1. G hat eine w-Hallgruppe.

2. Je zwei m-Hallgruppen von G sind in G konjugiert.

3. Jede m-Untergruppe von G ist in einer m-Hallgruppe von G enthalten.
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Bemerkung: P. Hall hat auch bewiesen, dass umgekehrt jede endliche Gruppe G mit Hall,(G) #0V 7 C P
stets auflésbar sind. Der Beweis benutzt Burnsides p®¢®-Satz (7.1.14 (i)) und verallgemeinert diesen schlieflich.

9.3.6 Korollar: Frattini Argument fiir 7-Hallgruppen
Sei G eine endliche, auflosbare Gruppe, N < G und H € Hall,(N). Dann gilt

G =N Ng(H)

(vgl. Frattini fiir Sylowgruppen 9.1.11).

Beweis: G operiert auf Hall;(N) durch Konjugation, wobei N auflosbar ist und daher auf Hall,(N) nach
Hall 9.3.5 sogar transitiv operiert. Nach Frattini 8.0.23 ist dann

G =N -Stg(H) = N - Ng(H)

9.3.7 Satz von O. Schmidt
Fiir jede endliche, nicht-nilpotente Gruppe G, in der jede echte Untergruppe nilpotent ist, gilt:
1. G ist auflésbar.

2. 3 p,q € P derart, dass G eine {p,q}-Gruppe, mit einer zyklischen p-Sylowgruppe & einer normalen ¢-
Sylowgruppe, ist.

9.3.8 Satz von Wieland

Seien G eine endliche Gruppe, 7 C P und H € Hall,(G) nilpotent. Dann 3 zu jeder w-Untergruppe U < G ein
g€ Gmit UC gHg™ .

9.3.9 Definition: Komplement

Seien H, K Untergruppen einer Gruppe G mit H N K = {1} und HK = G. Dann heift K Komplement von H
in G.

Bemerkung: Gegebenfalls ist |G| = |H| - |K|.

9.3.10 Satz von Galois

Jeder minimale Normalteiler M einer endlichen, aufldsbaren Gruppe G mit M = Cg(M) hat ein Komplement
in G und je zwei Komplemente von M in G sind in G konjugiert.

Bemerkung: Seien G eine endliche Gruppe, # C P. Fiir m-Normalteiler M, N < G ist auch M N < G ein
m-Normalteiler. Daher ist das Produkt aller m-Normalteiler von G ein w-Normalteiler, O, (G), der m-Kern von
G heifst. Fiir jeden m-Normalteiler N <G ist O, (G/N) = O,(G)/N, insbesondere ist

Ox (G/Oﬂ(G)) = Oﬂ(G)/O‘n(G) =1

Fiir p € P und 7 := {p} setzt man
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9.3.11 Hal-Higmann-Lemma
Fiir jede auflosbare, endliche Gruppe G und V 7 C P mit O,/ (G) = 1 ist
Ca(0x(G)) € O:(G)

9.4 Lineare Gruppen
9.4.1 Iwasawas Lemma
Sei G eine perfekte Gruppe, 2 eine treue, primitive G-Menge, w € ) und A ein auflésbarer Normalteiler von
Ste(w) mit G = (gAg™' : g € G). Dann ist G einfach.
Bemerkungen:
(i) Seien K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt:
Z:={a-Idy :a e K;} < Z(GL(V))
denn fiir g € GL(V), a € Ky und v € V ist
[9(aldy)g™"] (v) = g (ag™'(v)) = ag (¢7 " (v)) = (aldy) (v)
Man nennt PGL(V) := GL(V)/Z projektive, allgemeine, lineare Gruppe von V.

(ii) Aus (i) folgt .
ZASL(V) ={aldy :a € Ky, a®™V =1} < Z(SL(V))
Man nennt PSL(V) := SL(V)/(SL(V) N 2) 2 SL(V)Z/Z < PGL(V) projektive, spezielle, lineare Gruppe
von V.

(ili) Fir n € N ist analog
Z:={al, :a € Ky} < Z(GL(n,K))

und
PGL(n,K) := GL(n,K)/Z
heifit projektive, allgemeine, lineare Gruppe des Grades n iiber K.

(iv) Dementsprechend ist
ZNSL(n,K) ={al, :a €K, a" =1} < Z(SL(n,K))

und
PSL(n,K) := SL(n,K)/(SL(n,K) N Z)

heillt projektive, spezielle, lineare Gruppe des Grades n iiber K.
(v) Fiir jeden K-Vektorraum V der Dimension n € N gilt
GL(V) 2 GL(n,K) , SL(V) = SL(n,K)

PGL(V) = PGL(n,K) , PSL(V) = PSL(n, K)

9.4.2 Bemerkung: Operation von PGL und PSL

Fiir jeden Korper K und K-Vektorraum V mit dim V' < oo operiert GL(V) auf der Menge €2 aller 1-dimensionalen
Untervektorrdume U C V durch

I = g(U) , geGL(V), U€eQ
Dabei operiert Z := {aldy : @ € K} trivial auf Q. Daher operiert auch PGL(V) = GL(V)/Z und PSL(V) =
SL(V)/(SL(V) N Z) auf Q durch

92U =90 :=g(U) , g€ GL(V), UeQ

ISLVINE .= 90 1= g(U) , geSL(V), UeQ
(vgl. Bemerkung 8.0.33).
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9.4.3 Satz iiber die Operation von PSL
Sei V' ein K-Vektorraum mit 1 < dim V' < oo. Die Operation von PSL(V') auf die Menge € aller 1-dimensionalen

Unterrdume von V ist treu und 2-transitiv (vgl. 9.4.2).

Beachte: Der Kern der Operation von SL(V') auf Q ist genau {aIdy : o € K} NSL(V).
z

Bemerkung: Seien K ein Koérper und n € N. Wie bezeichnen die Standardbasis von K"*" mit e;;, 4, =
1,..,n, z.B. firn=2:

(1 0 (0 1 (0 0 (0 0
611 A O O b 612 L 0 O I 621 A 1 O b 622 L 0 1

Fiir « € K und verschiedene i,j € {1,..,n} setzen wir

uij(a) == 1, + ae;; € SL(n, K) (9.4.3.1)

9.4.4 Satz: Erzeugung von SL(n, K)
Fiir jeden Korper K und 1 < n € N gilt:
SL(n,K) = (uj(a) s 4,5 =1,.,n, i #j, a € Ky)

9.4.5 Satz: Perfektheit von SL(n,K)
Seien K ein Korper und n € N. Dann ist SL(n, K) perfekt, auler in den Fillen

(n, [K[) € {(2,2), (2,3)}

Bemerkungen:
(i) In den obigen Situationen ist auch PSL(n,K) perfekt.

(ii) Wegen |GL(2,F2)| = 6 und |GL(2,F3)| = 48 sind GL(2,F3) und GL(2,F3) auflésbar (vgl. Beispiel in Satz
9.1.14). Daher sind auch
SL(2,F,) , PSL(2,Fs) , SL(2,F3) , PSL(2,F3)

auflosbar.

9.4.6 Satz: Einfachheit von PSL(n, K)
Sei K ein Korper und n € N. Dann ist PSL(n,K) einfach, aufer in den Féllen

(n, [K) € {(2,2), (2,3)}

Bemerkungen:
(i) In der Algebra lernt man dass K im Fall |K| =: ¢ < oo zyklisch ist. Daher hat
Z:={al,:aekK, a" =1}
Ordnung ggT(n,q — 1). Also gilt
[PSL(n, K)| = |SL(n, K)| / ggT(n, ¢ — 1)
(vgl. Korollar 4.3.11).

(ii) Ahnlich kann man die Einfachheit von anderen klassischen Gruppen (orthogonale, symplektische, unitire
w.d) mit kleinen Ausnahmen beweisen.
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10 Spezielle Anwendungen

10.1 Die Verlagerung
10.1.1 Vorbetrachtung

Sei G eine endliche Gruppe, K < H < G derart, dass H/K abelsch ist, Z ein Reprisentantensystem fiir G/H,
das heifst
G=|HrH
rER

Fir g € G, r € #Z existieren dann eindeutige Elemente
pg(r) € X, ny(r) e H

mit gr = pg(r)ny(r). Dabei ist ny(r) als der Fehler von gr bzgl. des Représentantensystems zu interpretieren.
Wir definieren:

Vidyic(g) == 1 ne(r) K
reZ

€H/K
Beachte: Da H/K abelsch ist, kommt es bei dem Produkt nicht auf die Reihenfolge an.

10.1.2  Satz iiber V7

Sei G eine endliche Gruppe, K < H < G so dass H/K abelsch ist und Z irgendein Reprisentantensystem fiir
G/H. Dann ist die in 10.1.1 definierte Abbildung

Vi :G— H/K

unabhéngig von der Wahl von % und ein Homomorphismus.

10.1.3 Definition: Verlagerung

Sei G eine endliche Gruppe, K <4 H < G so dass H/K abelsch ist. Dann heift der in 10.1.1 definierte Homo-
morphismus

Vi :G— H/K
Verlagerung (engl. transfer) von G nach H/K.

Beachte: In der Regel ist |H : K| < |G|, daher V§ /1 typischerweise nicht injektiv.

10.1.4 Bemerkung: Berechnung der Verlagerung

Sei G eine endliche Gruppe, K I H < G derart, dass H/K abelsch ist und g € G. Zur Berechnung von Vg f x(9)

ist es zweckméfRig, ein Repréisentantensystem fiir G/H zu wihlen, dass auf g zugeschnitten ist.
Auf G/H operiert (g) durch Linksmultiplikation. Die Bahnen seien Ay, .., A;, dazu r1H € Ay, ..,rsH € Aq.
Fir i € {1, .., s} sei d; :== |A;], dann ist
—~—

|(9)
A= {T1H> griH, ¢*r;H, ..., gd’_lriH}

und ¢%r; H = r;H. Folglich ist

di—1

ds—1
R ={r1, gri,.., g Tl oo Tsy GTssoy 9570}

ein Représentantensystem fir G/H und

S

Vi k(9) = HrflgdiTiK
i=1

73



10.2 Die Fokalgruppe 10 SPEZIELLE ANWENDUNGEN

mit
ritgtrie H | dy+--+ds =G H

Oft ist r;lgdim fir ¢ € {1,.., s}, also
Vi (g) = g9 MK
Beispiele:

(i) Ist g € Z(QG), so gilt stets
Vit (9) = ¢ 1K

(ii) Die Abbildung
G—2Z(@G) , g~ g9

ist ein Homomorphismus, denn

Vi ) =g 97 {1}

Beachte dass fiir g € G nach Lemma 5.1.6 tatsichlich g4l ¢ Z(G) ist.

10.2 Die Fokalgruppe
10.2.1 Definition: Fokalgruppe
Fiir jede Untergruppe H einer endlichen Gruppe G heifst
Focg(H) :={[g,h]: g€ G, he H, [g,h] € H) = <zy71 cr,y€ H) x ~¢ y>

Fokalgruppe von H in G.

Bemerkungen:
(i) H' C Focg(H) C HNG'. Insbesondere ist Focg(H) < G und H/ Focg(H) abelsch.
(ii) Fir g € G, h € H mit [g,h] € H ist
ghg™ ! Focq(H) = ghg'h™ Focq(H)h = [g, h) Focg(H)h = Focg(H)h = hFocg(H)

Daher
Vi) Foee () (M) = hGH Focq(H) VYheH

10.2.2 Satz iiber die Fokalgruppe

Seien G eine endliche Gruppe, H < G, F' := Focg(H), N := ker (Vg/F) und ggT (|G : H|,|H : F|) = 1. Dann
gilt:

(i) F=HNG'=HNN
(iil) HN =G und G/N 2 H/F
(i) G/G' = HG'/G' & N/G’

Beispiel: Die ggT-Bedingung ist z.B. erfiillt, wenn H eine Hallgruppe ist.

10.2.3 Definition: Hyperfokale Untergruppe

Sei H eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G. Man setzt Hyy := H und rekursiv Hy, 1) := Focg(Hy,)), n €
N. Ist nun Hy,,) = 1 fiir irgendein m € N, so heift H hyperfokal in G.
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Bemerkung: Gegebenfalls ist jede Untergruppe K < H auch hyperfokal in G, denn
Focg(K) C Focg(H)

Ferner ist H auch hyperfokal in jeder Untergruppe U < G mit H < U, denn
Focy (H) C Focg(H)

Schlieflich ist H wegen H(,)y C H[y,) nilpotent.

10.2.4 Satz: Komplemente hyperfokaler Hallgruppen
Jede hyperfokale Hallgruppe H einer endlichen Gruppe G hat ein normales Komplement in G.

10.2.5 Satz iiber nilpotente Hallgruppen

Sei H eine nilpotente Hallgruppe einer endlichen Gruppe G. Je zwei Elemente in H die in G konjugiert sind,
seien auch schon in H konjugiert. Dann hat H ein normales Komplement in G.

10.2.6 Satz iiber abelsche Hallgruppen

Sei H eine abelsche Hallgruppe einer endlichen Gruppe G. Dann sind je zwei Elemente z,y € H, die in G
konjugiert sind, auch in Ng(H) konjugiert.

10.2.7 Satz von Burnside

Jede Hallgruppe H einer endlichen Gruppe G mit
Ne(H) = Ce(H)

hat ein normales Komplement in G.

10.2.8 Satz: Komplemente zyklischer Sylowgruppen

Seien G eine endliche Gruppe, p der kleinste Primteiler von |G| und P € Syl,(G) zyklisch. Dann hat P ein
normales Komplement in G.

Bemerkung: Hat G eine zyklische 2-Sylowgruppe P, so hat P ein normales Komplement K in G nach dem
Satz. Wegen 2 ) |K| ist K auflosbar (Feit-Thomson). Daher ist auch G auflésbar.

Spezialfall: Aus dem Satz folgt insbesondere, dass flir ungerade n, jede Gruppe der Ordnung 2n, einen
Normalteiler der Ordnung n enthélt.

10.2.9 Satz iliber Sylowgruppen & Auflésbarkeit
Sind alle Sylowgruppen einer endlichen Gruppe G zyklisch, so ist G auflosbar.

Bemerkung: Speziell sind also Gruppen quadratfreier Ordnung? n stets auflésbar.

Beispiel: Jede Gruppe der Ordnung 2 -3 -5 -7 = 210 ist auflésbar.

3Das heifit n = py - .. - p, mit paarweise verschiedenen Primzahlen p, .., p, € P.
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10.2.10 Lemma iiber einfache, nicht-abelsche Gruppen

Die Ordnung einer nicht-abelschen, endlichen, einfachen Gruppe G ist durch 12, oder die dritte Potenz ihres
kleinsten Primteilers p teilbar.

Beispiel: Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung pqrs, p,q,r,s € P, 0.B.d.A. p < ¢ < r < s. Da Gruppen
der Ordnung p?s auflosbar sind, folgt 12 | |G|, das heikt p = ¢ = 2, r = 3. Da Gruppen der Ordnung 22 - 3
auflosbar sind, folgt s > 5. Sei S € Syl;(G), dann 1 # |G : Ng(S)| |12 und |G : Ng(S)| = 1(mod 5), insbesondere
|G : Ng(S)| > 6, also

|G : N (9)] € {6,12}

Im Fall |G : Ng(S)| =12 wire s = 11 und [Ng(S)| = 11, also S = Ng(S). Insbesondere wire
Ca(S) = Na(5)
~——
oS
(da S abelsch) ein Widerspruch nach Burnside 10.2.7. Also |G : Ng(S)| = 6, das heift s = 5 bzw. |G| = 60 und
nach Satz 9.2.15 G = Alt(5).

Bemerkung: Jede einfache, nicht-abelsche Gruppe G mit |G| < 1000 ist isomorph zu PSL(2,F,) fiir eine
geeignete Primzahlpotenz g. Mogliche Ordnungen sind z.B. 60, 168, 360, 504, 660.

10.3 Endliche, p-nilpotente Gruppen

10.3.1 Satz liber Komplemente von Sylowgruppen

Sei p € P. Fiir jede endliche Gruppe G sind dquivalent:

1. Jede p-Sylowgruppe von G hat ein normales Komplement in G.

2. Eine p-Sylowgruppe von G hat ein normales Komplement in G.

3. G/O,(G) ist eine p-Gruppe.

4. G hat einen p’-Normalteiler K derart, dass G/K eine p-Gruppe ist.

10.3.2 Definition: p-Potenz

Sei G eine endliche Gruppe und p € P. Gilt eine (und somit alle) der Bedingungen in Satz 10.3.1, so heifst G
p-nilpotent.

Bemerkung: Gegebenfalls ist O,/ (G) das einzige normale Komplement jeder p-Sylowgruppe von G.

Beispiele:

(i) Jede endliche, nilpotente Gruppe ist nach Satz 9.1.13 auch p-nilpotent. Ist umgekehrt G g-nilpotent V ¢ € P
mit ¢ | |G|, dann ist G nilpotent, denn wegen

) 04(G) = {1}
queG]P)I

ist die kanonische Abbildung
G- X G/0/(G)
q€eP
allG|

ein Monomorphismus in ein direktes Produkt von ¢-Gruppen.

(ii) Nach Burnside ist eine endliche Gruppe G p-nilpotent, wenn ein P € Syl,(G) existiert mit Ng(P) =
Ca(P).
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10.3.3 Lemma iiber p-nilpotente Gruppen

Sei p € P und G eine p-nilpotente Gruppe. Dann ist auch jede Untergruppe und jede Faktorgruppe von G
p-nilpotent.

10.3.4 Satz von Frobenius

Sei p € P. Fiir jede endliche Gruppe G und P € Syl,(G) sind dquivalent:

1.
2.

A A A o

G ist p-nilpotent.

Fiir jede p-Untergruppe {1} # Q < G ist Ng(Q) p-nilpotent.

Fiir jede p-Untergruppe {1} # Q < G ist Ng(Q)/Cq(Q) eine p-Gruppe.

Fiir jede p-Untergruppe {1} # Q@ < G und alle R € Syl,(Ng(Q)) ist No(Q) = RCa(Q).

Fiir jede Untergruppe Q@ < P und alle g € G mit Q < gPg~! existieren z € Cg(Q), n € P mit g = zn.

Je zwei Elemente in P, die in G konjugiert sind, sind auch in P konjugiert.

7



11 SYMBOL-REFERENZ

11 Symbol-Referenz

Ry: =10,00).

Ci: Ry +1iRy.

K: Beliebiger Korper.

K. : Fiir beliebigen Korper K, := K\ {0}.

P: Primzahlen.

Ng(U): Normalisator von U < G in G, siehe 7.2.9.

C¢(U): Zentralisator von U < G in G, siehe (9.1.1.1).

Coreg(U): Kern von U in G, siehe (8.0.22.1).

Z(@G): Zentrum von G, siehe 4.2.7.

adg: Durch g € G induzierter, innerer Automorphismus auf G, siche 4.2.7.
Ste(w): Stabilisator der Gruppenoperation von G auf , bzgl. w € €. Siehe 8.0.20.
|G :U| :=|G/U| =|U\G|. Index von U < G in G, siehe 4.3.5.

Inn(G): Gruppe aller inneren Automorphismen von G, siehe 4.2.7.
Aut(G): Gruppe aller Automorphismen von G.

U < G: U ist Untergruppe von G.

U < G: U ist normal in G, siehe 5.1.2.

e;j: Standardbasis in K™*".

u;;j(a): Elementare Matrix(operation), die durch Linksmultiplikation das a-fache der j-ten Zeile auf die i-te
Zeile addiert. Siehe 9.4.3.1.

PGL(V): Projektive, allgemeine, lineare Gruppe iiber dem Vektorraum V. Siehe Bemerkung (i) in 9.4.1.
PSL(V): Projektive, spezielle, lineare Gruppe iiber dem Vektorraum V. Siehe Bemerkung (ii) in 9.4.1.
Syl,(G): p-Sylowgruppen der Gruppe G. Siehe 9.1.7.

Hall, (G): m-Hallgruppen der Gruppe G. Siehe 9.3.1.

Ox(G): m-Kern der Gruppe G. Siehe Bemerkung in Satz von Galois 9.3.10.
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