Versuch 115

Kreselgesetze

1. Aufgaben

1.1 Bestimmen Sie die Nutationsfrequenz des kréaftefreien Kreisels in Abhéngigkeit von
der Kreiselfrequenz.

1.2 Bestimmen Sie die Prazessionsperiode des schweren Kreisels in Abhangigkeit von der
Kreiselfrequenz fir verschiedene aul3ere Drehmomente.

1.3 Bestimmen Sie aus den experimentellen Daten die Haupttrdgheitsmomente des Kreisels
und vergleichen Sie diese mit berechneten Werten.

2. Grundlagen

Stichworte:

Tragheitsmoment, Tragheitsellipsoid, Drehimpuls, Drehmoment, freie Achsen, symmetri-
scher-, kréftefreler-, schwerer Kreisel, Nutation, Prézession, Transformation von
Drehbewegungen, Eulersche Gleichungen

2.1 Tréagheitsmomente eines starren Korpers

Zwei Massepunkte sind in Bezug auf die Drehung um eine Achse gleichwertig, wenn
ihnen gleichwertige Drehkréfte dieselbe Winkelbeschleunigung erteilen. Dies gilt

genau dann, wenn das Produkt | = m* (r .. Abstand der Masse m von der
Drehachse) fir beide denselben Wert annimmt. Die GrofRe | nennt man das
Tragheitsmoment.

Sind mehrere Massen starr miteinander verbunden, so erfahren sie bei der Drehbe-
wegung alle dieselbe Winkelbeschleunigung. Entscheidend fur die Eigenschaften des
Gesamtsystems ,, Starrer Korper“ ist das Gesamt-Tragheitsmoment, welches sich durch
Addition der einzelnen Tragheitsmomente ergibt:

1=>"m,@E,” bzw. I:Irzdm (1)

(I'ist ein Tensor; sein Betrag ist bezliglich jeder Drehachse ein anderer)

L&t man einen starren Korper um verschiedene durch den Schwerpunkt verlaufende
Achsen rotieren, so findet man drei ausgezeichnete Achsen, die jeweils senkrecht auf-
einanderstehen und bezlglich derer das Trégheitsmoment maximale bzw. minimale
Werte erreicht. Dies sind die sogenannten Haupttréagheitsmomente. Erkennbar sind sie
in der Darstellung als ,, Trégheitsellipsoid”:



2.2

2.3

Wenn man 1/+/1 fir alle Achsen, die vom Schwerpunkt ausgehen, auftrégt, dann
entsteht ein Ellipsoid mit der kleinen Hauptachse in Richtung Iy und der grof3en

Hauptachse in Richtung I min.
Freie Achsen

Versetzt man einen freibeweglichen Korper durch ein Kraftepaar in Drehung, so
beginnt er sich um eine Achse zu drehen, die durch den Schwerpunkt verlauft (welche
Achse es ist, wird durch das Kréaftepaar vorgegeben). Wenn diese Achse nicht mit der
Richtung eines der Haupttragheitsmomente zusammenfallt, so heben sich die wirken-
den Fiehkréfte nicht auf, und die Achse verandert ihre Lage im Raum standig. Eine
stabile Drehbewegung ist nur um digjenigen ,freien* Achsen mdglich, die in Richtung
der Haupttragheitsmomente zeigen. Am stabilsten ist die Drehung um die Achse, bzgl.
derer das maximale Tragheitsmoment wirkt.

Kreisel

Ein Kreisel ist ein freibeweglicher und héchstens in einem Punkt mit volliger Drehfrei-
heit gehaltener starrer, sich drehender Korper.

Im folgenden beschéaftigen wir uns nur mit dem ,,symmetrischen” Kreisel, welcher eine
Symmetrieachse, die sogenannte , Figurenachse*, besitzt. Diese fallt immer mit einer
Haupttrégheitsachse zusammen.

Liegen dartiber hinaus noch Kreiselschwerpunkt und Auflagepunkt (Drehpunkt) an der-
selben Stelle, so spricht man vom , kréftefreien* Kreisel. L&kt man diesen um seine
Figurenachse rotieren, so behdt er die Lage im Raum stets bel - unabhangig von
maglichen Bewegungen der Aufhangevorrichtung. Aus dieser Eigenschaft ergeben sich
zahlreiche technische Anwendungen besonders fur die Navigation in Flugzeugen und
auf Schiffen.

Wirkt auf den Kreisel ein aulReres Drehmoment (z.B. die Schwerkraft, wenn der
Schwerpunkt ober- bzw. unterhalb des Drehpunktes liegt), so spricht man vom
»Schweren” Kreisal.

2.3.1 Kréftefreier Kreisel und Nutation

Bild 1 zeigt einen kraftefrei gelagerten Kreisel. Seine Drehachse (Richtung des Dreh-

impulses L) steht senkrecht. Die Figurenachse F stand bei Beginn der Drehung eben-
falls senkrecht, d.h. der Kreisel verénderte seine Lage im Raum nicht. Nun wurde durch
einen einmaligen kurzen Stol3 die Figurenachse gegentiber ihrer urspringlichen

Richtung verkippt. Die Drehimpulsachsel steht weiterhin senkrecht (sie wiirde nur
durch ein sténdig wirkendes duReres Drehmoment ihre Lage verandern), féllt jedoch
nicht mehr mit F zusammen; d.h. die Drehung erfolgt jetzt nicht mehr um eine freie
Achse und ist damit nicht mehr stabil (vgl. 2.2). Als Folge davon bewegt sich die
Figurenachse F mit gleichférmiger Geschwindigkeit auf einer Kreiskegelbahn um die
Drehimpulsachse L . Diese Bewegung heif3t , Nutation®.

Die Winkelgeschwindigkeit der Nutation ist proportional zur Winkelgeschwindigkeit
des Kreisels und hat denselben Drehsinn.



Bild 1: kréftefreier Kreisel Bild 2: schwerer Kreisel

2.3.2 Schwerer Kreisel und Prazession

Bild 2 zeigt einen Kreisel, dessen Schwerpunkt sich oberhalb des Drehpunktes und im
Abstand r von der Drehachse befindet. Infolge der Schwerkraft F=mCf wirkt ein

standiges &uReres Drehmoment M = F x F (senkrecht zur Bildebene und damit senkrecht

auf L), welches eine Drehimpulsanderung dl = Mdt bewirkt. Der Drehimpulsvektor
umléuft damit gleichformig die Mantelflache eines Kreiskegels (solange das
Drehmoment wirkt). Diese Bewegung heif3t , Prézession®.

I hre Winkelgeschwindigkelt ist umgekehrt proportional der Winkelgeschwindigkeit des
Kreisels, wéchst aber mit der Grofde des wirkenden Drehmomentes. Die Richtung der
Prézession hangt davon ab, ob sich der Schwerpunkt oberhalb oder unterhalb der
Auflage befindet.

Bemerkung:
Im allgemeinen treten bei der Bewegung eines Kreisels Prazession und Nutation gleichzeitig
auf und fiihren durch ihre Uberlagerung zu komplizierten Schleifenbahnen, deren experi-
mentelle Deutung schwierig ist. Im Versuch mul3 deshalb darauf geachtet werden, dal3:
a)  zur Beobachtung der Nutation der Kreisel moglichst exakt im Schwerpunkt gelagert
wird
b) zur Beobachtung der Prézession der Kreisel beim Loslassen keinen zusétzlichen
Stol3 erhélt, damit er nutationsfrei prézedieren kann.

3. Versuchsdurchfihrung

3.1 Melverfahren

Der im Versuch verwendete Aufbau dhnelt den Darstellungen in Bild 1 und 2 . Der
Kreisel l1auft mit seiner Spitze nahezu reibungsfrel in einer Pfanne, die auf einem Stativ
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befestigt ist. Die Lage des Kreiselkorpers bezliglich der Spitze (und damit der Schwer-
punkt) ist verstellbar.

Die Messung der Kreiselfrequenz fx erfolgt mit einer Gabellichtschranke Uber einen
angeschlossenen Frequenzmesser. Dabei ist zu beachten, dal? jede Speiche, mit der der
aulere Ring des Kreisels an der Achse befestigt ist, einen Impuls auslost, so dal3 die
angezeigte Frequenz noch durch die Anzahl der Speichen zu dividieren ist. Die
Messung der Nutationsfrequenz fy kann vorteilhaft mit einer zweiten Lichtschranke
erfolgen. Hier it alerdings eine sorgféltige Justierung nétig, um zu garantieren, dald ein
Umlauf genau einen Impuls auslost. Die Zeit fur eine Prézessionsperiode Tp ist im
Vergleich zur Nutation wesentlich langer, so dal? hier die Messung mit der Stoppuhr die
einfachere Variante ist.

Einstellen des Schwerpunktes

Zur Messung der Nutationsfrequenz muf3 der Schwerpunkt des Kreisels mit dem
Unterstiitzungspunkt zusammenfallen. Man verschiebt dazu den Kreiselkorper bzgl. der
Achse so lange, bis die mittlere der auf der Achse angebrachten Ringmarken gerade
noch oberhalb der Halterung (Randelschraube) zu sehen ist. Nach Aufsetzen des
Kreisels auf die Pfanne mul3 sich dieser im indifferenten Gleichgewicht befinden, d.h.
der schrég aufgesetzte, nicht rotierende Kreisel darf nicht (oder nur sehr langsam) nach
innen oder auf3en kippen, bzw. bei Drehung darf keine Prézession auftreten. Meist er-
reicht man diesen Zustand nicht auf Anhieb, und es sind noch einige kleine Korrek-
turen notwendig.

Zur Bestimmung der Prézessionsperiode wird ausgehend von der Schwerpunktlage
der Kreiselkdrper um eine kleine Strecke s (einige Millimeter) nach oben oder unten
verschoben. Die gunstigsten Werte fir s missen in einem Probeversuch ermittelt
werden. Da der Wert von s direkt in die Auswertung eingeht, muf3 versucht werden,
diese Grol3e so genau wie moglich zu messen.

Auswertung

Die Nutationsfrequenz fy wird fur 10...15 unterschiedliche Kreiselfrequenzen fx ge-
messen. In einer Grafik tragt man fy Uber fx auf. Bel richtiger Messung ergibt sich
eine Gerade, deren Anstieg durch Ausgleichsrechnung bestimmt wird. Es gilt:

folfe=1,11g )

(Ia ... Trégheitsmoment des Kreisels bzgl. der Drehachse, |s ... Tréagheitsmoment bzgl.
einer beliebigen Achse, die durch den Schwerpunkt geht und senkrecht auf der Dreh-
achse steht)

Die Prazessionsperiode Tp soll fur mindestens 2 unterschiedliche Abstande s und dabei
jewells fur mehrere (ca. 5) Kreiselfrequenzen gemessen werden. Da fx aufgrund der
doch noch vorhandenen Reibung wahrend einer vollen Prazessionsperiode sichtbar
abnimmt, ist ein geeigneter Mittelwert zu bilden. Man trégt Tp Uber fx auf. Aus dem
Geradenanstieg und dem Abstand s kann das Tragheitsmoment des Kreisels bzgl. seiner
Figurenachse direkt berechnet werden. Es gilt:
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Fur mist die Gesamtmasse des Kreisels einzusetzen. Diese betrégt hier:

mk = (3,25 0,05) kg.

Nachdem |5 ermittelt wurde, kann mit den Werten der ersten Teilaufgabe nun auch
leicht Is berechnet werden.

Fur beide Ergebnisse ist selbstversténdlich eine Fehlerabschéatzung durchzufihren (hier
besonders wichtig, da , Vergleichswerte® wegen der komplizierten Geometrie nur an-
néhernd bestimmt werden kdnnen).

Unabhangige Abschétzung der Haupttragheitsmomente

Da allgemein kaum Vorstellungen tber die Grofde von Tragheitsmomenten existieren
und damit selbst grobe Mel3fehler anhand der Ergebnisse nicht erkannt werden, sollen
an dieser Stelle die zu erwartenden Werte fir 15 und Is groéf3enordnungsmaldig abge-
schétzt werden:

Wir nehmen an, dal3 sich mindestens die Hélfte der Gesamtmasse des Kreisels
im auleren Ring (r« = 26 cm) befindet; der Rest liegt nahe der Achse und trégt damit
nur unwesentlich zum Tragheitsmoment bei. Ein Kreisring mit homogener Massen-
verteilung (Radius r = rg, Masse m = 1/2 mk) verhdlt sich bei der Drehung um die
Mittelachse wie ein Massenpunkt mit gleicher Masse und gleichem Abstand. Fur den

Massenpunkt gilt | =m ¥ d. h. fiir unseren Kreisel 1, > 050m, [0, °.

Fir |s ist die Abschdtzung komplizierter. Dieser Wert kann jedoch aus der Schwing-
ungsdauer T von Pendel schwingungen bestimmt werden.
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(4)
Fragen:
1. Was unterscheidet die allgemeine Kreiselbewegung von einer Drehung um freie

Achsen oder um gelagerte Achsen? Was ist ein Kreisel? Ist ein Spielzeugkreisel ein
Kreisel im physikalischen Sinne?

2. Was sind Tragheitsmomente, was sind Haupttréagheitsmomente?
Wie 183t sich das Tragheitsmoment flr einen Zylinder berechnen?

3. Welcher Zusammenhang besteht zwischen:
- Drehimpuls L und Winkelgeschwindigkeit 6
- Drehmoment M und Kraft F
- Drehimpuls L und Drehmoment M ?

4. Welcher der folgenden Sétze ist sinnvoll:



- Fallen momentane Drehachsen und Drehimpuls zusammen, so zeigt auch die

Figurenachse in diese Richtung.
- Fallen momentane Drehachse und Drehimpuls zusammen, so dreht sich der Kreisel

nicht mehr.
- Fallen momentane Drehachse und Drehimpuls nicht zusammen, so rotieren Figuren-

achse und momentane Drehachse um die raumfeste Drehimpulsachse.
- Fallen momentane Drehachse und Drehimpuls nicht zusammen, so rotiert die

Drehimpulsachse um die Figurenachse.

5. Wie versetzt man einen Kreisel in eine Nutationsbewegung und wie in eine Prézes-
sionsbewegung?

6. Wasist ein symmetrischer, was ein kréftefreier, was ein schwerer Kreisel?
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