Physikalisches Grundpraktikum Ralf Erlebach
Versuchsprotokolle

Versuch 120
Gekoppelte Pendel

Aufgaben

1. Messen der Eigenschwingungsdauer zweieogaddter Pendel.
2. Bestimmung der Schwingungs- und Schwebungsdauer.
3. Bestimmung der #8pplungsgrade bei verschiedeneagplungen.

Grundlagen

Die Schwingungsgleichung und das physikalische Pendel

Da bis jetzt noch nicht innerhalb des Praktikums 0ber die mathematische Formulierung von
Schwingungsproblemen gesprochen wurde, gehe ich kurz auf die Herleitung der Schwingungsgleichung am
Beispiel des physikalischen Pendels ein.

An dem gesamten Pendel greift in jedem Moment eine auslenkendd-Kraitl eine riicktreibende Kraft &n.
Wahrend es sich bdt, offensichtlich um die Schwerkraft handelt, 55 ein Resultat des 3. Newtonschen
Axioms, namlich die Tragheit z&,, oder anders:F, ist die Kraft, die aufgewendet werden muss, um den
Korper aus seiner derzeitigen (gleichformigen) Geschwindigkeit zu bringen.

Betrachten wir uns erst einmal das physikalische Pendel an sich:
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ABB |.1: Das Physikalische Pendel errechnet sich im Unterschied zum Mathematischen Uber einen Rotationsansatz. Dazu berétigt man di
GroRen SchwerpunktsabstasydMassen und Tragheitsmomeng.

M,+M, =0
M, =I1gld
M, =mgssina
fur kleine Winkelo. gilt:
sina =a
und somit
0 +mgsxy =0

was eine popelige Differentialgléiang mit dem imaginéren Losungsansatz
a= C @i ("1+ﬁ)

O - _C mZ @I(&IﬁB) +rT_gS|]: @I(&I+ﬁ)
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0 - C @I(&I+B) %2 _m_gsg
ls =0s0] Cie (“*P)=c

Mit der Randbedingung kdnnen wir dies ins Reelle Uberfihren zu:
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Die letzte Gleichung hat flr altenur die Lésung

mgs
w? = MY
s
20 mgs
T ls
ls
T =20
mgs
fur t=0s ergibt sich ferner:
Cleoswt =af _,
C=a
Die gesamte Schwingungsgleichung lautet also:
alcosut =a
Das sympathische Pendel
2
[24]
\0& ~a
oy
X X:

ABB 1.2: Das sympathische Pendel besteht aus zwei physikalischen Pendel, welche mittels einer Kopplung (meist eine Feder) an den
Angriffspunktenr; undr, verbunden sind.

Es ergeben sich fur Pendel 1 und Pendel 2 unter der Voraussetzung, dass beide gleich dimensioniert sind und die
Kopplung in der selben Entfernung-r, angreift, folgende Differentialgleichungen:

| 6y + Mgy, = _kr(xl - Xz)
|6, + Mgy, = —kr(x2 - Xl)
wobei sich das jeweilige, zu
x, =1, $ina, =ra,
ergibt. Also lauten unsere beiden Kandidaten voneinander subtrahiert bzw. aufeinander summiert:
| S(dl _dz)"' mgs(al —02) - —2kr2(a1 _az)
| S(dl + dz)"' mgs{al + 0’2) =0
Seinun
4= (al _az)
= (al + az)

Es ergibt sich- oh welch Wunder- schon wieder eine Differentialgleichung. Namlich

2
21+E"2+2kr %‘:0
lS

2, +w'z,=0
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Das bedeutet, dass im Falle einer gegenlaufigen {,) und parallelen Eigenschwingung (o;= o) folgende

Kreisfrequenzen entstehen:
_ [mgs+ 2kr?
7z~ I—
—w= /

\/ mgs+ 2kr

_2|—| S
mgs
Aus diesen beiden Grundschwingungen setzen sich mittels Uberlagerung alle andeoppeltgk
Schwingungen zusammen.

also gilt:

Sympathisches Pendel mit voller Schwebung- ein Beispiel
Wird bei t=0s nur ein Pendel ausgelenkt und das andere in Ruhelage gehalten, so entsteht der verbliffende
Effekt, dass die Energie beider Pendel zwischen diesen ,hin- und herwandert“. Das bedeutet fir Pendel 1:

21 22 _ a C()Z w, w, +C()Z
a,(t)= E:osn)t+—m:osw t=dCos—2——2t[tos—2 2t
2 2 2 2 2

Und fir Pendel 2 unter Berucksichtigung des anderen Phasenwinkels, zurtckfuhrend auf die von Pendel 1
verschiedene Randbedingung:

W, ~w, +w,
0{() a Bin———=t [$in —2t
2 2

4

B/ f\v[\ V/\vf{\vf\\/ i\]
t A /\ AA [\\ / ﬂ
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ABB |.3: charakteristisches Schwingungsabbﬂd einer gekoppelten Schwingung zwischen zwei gleichen Oszillatoren

Wir sehen also wenn wir die Gleichungen erstellt haben, dass wir in der stillschweigenden Bedipgwag
eine Schwebung mit groRer Oberschwingung erhalten. Die Abhé&ngigkeiten der Schwingungszeiten fir Ober-
und Grundschwingung entnimmt man aus ihren Gleichungen:

T schwebung— 21 | ——— = 2[1
Sewebung™ w, ~ {mgs+ 2kr? /
=20
\/ mgs+ 2kr mgs
Torung = 201 _ =2 !
w, +w, \/mgs+ 2kr? , [mgs
l S l S

i

M
Jmgs+ 2kr? +./mgs
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Der Kopplungsgrad
Als Mal3 fir den Einfluss der Koppig ist schlicht und ergreifend definiert als:
_ kr?
N mgs

2 2
r, -1

4 2
2 2
TZ1 + T22

Das bedeutet, dass sich eine Abh&ngigkeit des Kopplungsgrad und derdsicigszeiten vonergibt.
Folgendermalien sehen dann die Graphiken aus:

1x

r

ABB. l.4A: Graphische Abhéangigkeit des Kopplungsgrades vom Kopplungsabstand r. Mit zunehmenden Abstand strebt der Kopplungsgrad
von unten gegen 1,...

AT

Tsciowebnn g

TGruna

ABB. 1.4 B: ... wahrend die Schwingungsdauern stetig der Os- Linie entgegen streben.

Quellenangabe:

Kretschmar, Mende, Wollmann ,Physikalisches Praktikum”, Fachbuchverlag Leipzig 1980
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Durchftihrung

Versuchsobjekt:
Doppelpendel, mech. Feder zur Kopplung

Schaltungsskizze:

NN NN I NIy anrvivii

4

r

2

ABB I1.1: Beide Pendel in Ruhelage

mogliche systematische Fehler:
1. Reibung in der Aufhdngung

2. Feder ist nicht masselos und bringt deshalb ein weiteres (Gewichtskrafts-) Moment in die Pendel
3. Durch die sehr geringe Direktion der Feder werden die Ergebnisse nicht sonderlich signifikant

erwartetes Ergebnis:

Es wird ein sinusférmiges Schwingungsverhalten der Grund- und Schwebungsschwingung erwartet. Ferner
sollte die Differenz zwischen Grund- und Schwebungsfrequenz mit Zunahmeplglukgsentfernung gré3er

werden.

Versuchsablauf;

* Messung der Eigenfrequenzen

* Messung der Frequenzen der beiden Fundamentalschwingungen

e Messung der Schwebungs- und Grundschwingung bei voller Schwebung

Fehlerquellen:
Zeitmessungl

Messwerte

Eigenschwingung
T, =Tp =132+0,02s

o Fundamentalschwingung o
r= 25%%301 0,02s ,(r= 5G5Igﬁnhlaiﬂ129w_u 0,02s
r =305cm)=1,30+0,02s r =305cm)=1,30+0,02s
r =355cm)=1,27+ 0,025 r =355cm)=1,32+ 0,025
r =385cm)=1,27+ 0,025 r =385cm)=1,33+0,02s

T
T
T,
T

(
o
(
.

Schwebungs- und Grundschwingung
Grundschwingung Schwebungschwingung

14(r =255cm)=1371+1s 1. (r =255cm)=1,31+0,02s
r4(r =305cm)=95,2+0,5s 1, (r =30,5cm) =1,30+0,02s
14(r =355cm)=729+0,3s 1, (r =355cm) =1,30+ 0,025
14(r =385cm)=625+0,1s 1, (r =385cm) =1,26+0,04s
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Auswertung
Formeln
2 2
_Is 7Tg
2 2
TS +Tg
0 0
Ay :‘_Xms R
0T 0T,
2 2
_ Al AL+ 4114 AT
( 2, 2)3 s ( 2, 2)_2 G
TS TG TS TG
_ 4rg1, (ATgrg +TATS)
2 2
(Ts +TG
Rechnung
r Ts TG V4
[cm] [s] [s]
255 137,1#1,0 1,31#0,02|  0,9998+0,1298
305  951#0,5 1,300,02  0,9996+0,1253
355 72,9403 1,30£0,02  0,99930,1132
385  62,5#0,1 1,26x0,02 0,99910,1132
Ergebnisse

Rechenergebnisse

r Tz T2 Ts TG 4
[cm] [s] [s] [s] [s]
25,5 1,30+0,02 1,29+0,02 137,1+1,0 1,31+0,02
30,5 1,30+0,02 1,30+0,02 95,1+0,5 1,30+0,02 ~ 1004013

355 1,27+0,02 1,32+0,02 72,9+0,3 1,30+0,02
38,5 1,27+0,02 1,33+0,02 62,5+0,1 1,26+0,02

Graphische Auswertung

Fundamentalschwingungsdauern
t
1,36
1,34 ’Paraﬂ’ei-
1,32 schwingung
T 13
N
126 1 Gegenlanf-
1,26 sehwingung
L oL
1,24 ; : ‘
20 30 40 50
Abstand [em]

ABB. Il.2.A: Verlaufe der Fundamentalschwingungsdauern tber dem Abstand von Kopplung und Drehachse. Erkennbat,ist, dass
offensichtlich nicht der Erwartung einer Konstanz folgt und gro3er wird. (Siehe: Diskussion)
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Schwebungsdauer Grundschwingungsdauer
t i
160 %! 1,34 5!
140 1,32 T
120 \\ 1,3 ‘\
100 1
= \ i 112 ~—
& % N 1,26
60 \ ’
40 1,24
20 122
0 . ; . 1,2 i . .
20 30 40 50 20 30 40 go
¥
Abstand [em] Abstand [em]

ABB. 11.2.B und 11.2.C: Die Schwebungs- und Grundschwingungsdauern fallen, wie in der theoretischen Vorbetrachtung vorabsgesagt,

Kopplungsgrad
1,4
1,2
T L1 1
5 11
o 0.8
5 L
& 06
&
o 04
0,2
O T T T
20 30 40 ?0
Abstand [em]

ABB. 11.2.D: Der Kopplungsgrad aber ist in jeder Hinsicht ein Kandidat fur die Rubrik Diskussion: er hat bereits, die Voraisaussag
bestatigend den Wert 1 angenommen. Die tendenzielle Schwankung, wie sie die durch die blanken Rechenergebnisse sugsgeriert wird,
gegenuber den sich fortpflanzenden Messungenauigkeiten so klein, dass sie ihre Aussage verliert.

Diskussion

Zum Versuch allgemein

Normalerweise ist das Doppelpendel ein wunderbar einfacher und wigewoller Schwingversuch: Der

Aufbau ist bereits gegeben, die Theorie ist knapp und verstandlich und die Fehlerquellen sind an einem Finger
abgezahlt. Es steht und fallt alles mit der richtigen Dimensionierung. Um so gravierender ist es naturlich, wenn
diese nicht ausgewogen ist, wie scheinbar in diesem Falle. Ich untersuche zunachst erst einmal alle beobachteten
erwlnschten und unerwiinschten Effekte, welche der Theorie zuwiderlaufen:

Erfolge, Probleme und deren Ursachen

Probleme bei den Fundamentalschwingungen

Ich gehe den Versuch einmal in chronologischer Abfolge durch. Es wére also beispielsweise zu erwarten, dass
bei den Fundmentalschwingungen die Schwingungsdauer der gegenlaufigen Schwingung mit zunehmenden
Kopplungsabstand abfallend der Abszisse entgegenstrebt, wahrend die Parallelschwingung konstant bleibt.
Wahrend die Graphik #8. 1.2.A zeigt, dass erstere Aussage gezeigt werden konnte, bleiben die
Schwingungsdauern der parallelen Schwingung nicht konstant, sondern laufen nach ,oben“ aus. Das kann nur
bedeuten, dass eine weitere Kraft (oder mehrere) ein zusatzliches Moment auf das Pendel bringt. Diese ist auch
schon schnell gefunden: es ist die Gewichtskraft der Koppelfeder und deremgufhaJe weiter diese nach
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unten ausgelenkt wird, desto gréRer wird das Verhdltnis Tragheitsmoment zu Schwerpunktsabstand. Und daraus
folgt ebenso die systematisch VergrélRerung der Schwingungsdauer.

Dieses Phanomen tritt natirlich ebenso systematisch in der Messung der gegenlaufigen Schwingungsdauer aus
und verursacht, dass auch hier das Kurvenverhalten (in diesem Falle) wesentlich flacher verlauft, als theoretisch
vorherzusehen war.

Verschlimmert wird diese Misere dadurch, dass die Direktion der Feder sehr gering ist. So ist die unerwiinschte
Schwerkraft, die die Feder verursacht relativ grof3 zur erwiinschten ricktreibenden Koppelkraft- und die dadurch
verursachten Storeffekte treten umso deutlicher ans Tageslicht.

Probleme am sympathischen Pendel bei voller Schwebung

Ahnliches gilt natiirlich auch fiir die Messung der Schwebungs- und Grundschwingungsdauer. Jedoch wirkt sich
dies hier in der Graphischen Auswertung nicht so drastisch aus, wie im vorangehenden Versuchsteil, aber als
systematischer Fehler ist er auch hier vertreten. Auch wenn nur (- der geringen Direktion sei Dank-) kurze
Ausschnitte aus den zu erwartenden Kurven zu erhalten waren, so entsprechen diese Intervalle den Voraussagen:
Beide fallen konvex ab. AuRerdem sind die Werte der Schwebungsdauern wesentlich groRer und ihr Graph
wesentlich gekrimmter, als bei der Grundschwingung. Auffallend ist auch, dass die Fehlerintervalle der
Grundschwingungen gegen Uber denen der Schwebungsschwingungen in der Graphik relativ grof3 erscheinen.
Das liegt an der groRRen zeitlichen Differenz, die beide Zeiten noch in diesem Bereich aufspannen.

Der Kopplungsgrad
Umso mehr verwundert es dann doch, dass dies sich nicht imutgpegrad wiederspiegelt. Trotz eben der

groRen Differenz liegt dieser bereits ,stabil* bei 1. Dies lést sich aber bei einem naheren Blick auf die
Ausgangsformel auf.

X= kr?
kr? + mgs
Man sieht an ihr deutlich, dass eine Anderung der Massentragheitsmomente (welche den beschriebenen

systematischen  Fehler verursachen) unerheblich ist und die dazu relativ geringflgigere
Schwerpunktsverlagerung von dérBeziehung der Bpplungskraft recht gut iiberlagert wird.

Fazit

Obwohl die Ergebnisse als solche objektiv richtig sind und die Theorie offensichtlich bestatigen, war es nur
moglich, Messung mit einem grof3en systematischen Fehler durchzufihren. Des Weiteren konnten nur
.Kurvenschnipsel“ ermittelt werden, welche lediglich einen Teil des gesamten theoretischen Kurvenverlaufs
darstellen.
Als Fazit zu diesem Versuch mochte ich feststellen, dass die richtige Dimensionierung von Pendel und Feder bei
diesem Versuch eine sehr gewichtige Rolle spielt fir eine signifikante Auswertung. Falls dieser Versuch
wiederholt werden wiirde, ware es sehr sinnvoll, eine Feder mit hdherer Direktion zu benutzen, um den
systematischen Fehler relativ klein zu halten.
Ansonsten sind die Ergebnisse aussagekraftig und gut, die abgezeichneten Messwerte sind im Anhang zum
Protokoll zu finden.

Jena, 14.04.2002
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