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0.1 Aufgabe 01
a) z liegt im (geschlossenen) Kreis mit Mittelpunkt —3 und Radius 2:

b) Umgestellt ist
|z — 21| = |z — 23]

d.h z hat den gleichen Abstand von z; und 2. Somit liegt z auf der, senkrecht zur Verbindungslinie von z1, z5 stehende
und in der Mitte deren schneidenden, Geraden.

Z2

Z1

0.2 Aufgabe 02

a)
(4 +8i)(3 —2i)* = (4 +8i)(5 — 12i) = 116 — 8i

b)

448 (4+8i)(3-2i)> 116 8

B+202 32 225 225
c)

‘17 — 4 (AT =D)Ly g — (s — 04 = VITE
1414 144 2
0.3 Aufgabe 03
a)
1+i=V2e'%

b)

1+iV3=2¢'3



V3 —i=2e"1%

0.4 Aufgabe 04

a) Suchen a,b so dass
(a +ib)® = =7+ 24i

ist, also

—T74+2i=a>—b"+i2ab — ab=12 A a®>—-b0*=—-T7 — V* — 70> —144=0

= V¥ =16 - b==+4 A a==+3

Somit ist

V=T +24i € {3+i4, -3 —i4}

b)
Vi=eis =¥ HithT L —0,1,2
¢)
V=1 +i= V2T = ¢2e/TH3+ | =0,1,2
d)

Y64 =291 = 2Ve—im = 271 HF K =0.1,..,5

0.5 Aufgabe 05

Es ist
p(X) =X+ (5-20)X +5(1—i)=(X+(3—19)(X+(2—-1)) € C[X]

woraus man sofort die Nullstellen (¢ — 3), (i — 2) ablesen kann.

0.6 Aufgabe 06

a) Esist
0<REz) <1l & -1<32<0

Also ergibt sich die betrachtete Punktmenge z als der einbeschattete Bereich in folgender Illustration:

b) Die die Gleichung
|z —2|+|z+2|=5

5
erfiillende Punktmenge ist definitionsgemaf genau die Ellipse mit Brennpunkten z; » = £2 und Achsenléngen a = R b



il .

¢) Die die Gleichung

=1
z—1

erfiillende Punktmenge sind genau die Punkte die von z; =i und 2o = 1 gleichen Abstand haben, also:

_—

0.7 Aufgabe 07

Definieren: ¢ = arctan(y, ) als den Winkel ¢ € [0, 27) fiir den gilt: sinp =y , cosp = x.
3 1

a) 2+ C _ _5 4 5 (2 _ \/3) = \/4 — \/g eiarctan(Qf\/?:,f?)) _ 4 — \/geiﬂfiarctan 273\/5
1+v3 i o
b) 2(= 2\[+%(\/§—1) =V2-e't
) —1—i Sl B
C z == = = ——.
(=1 —4)(—1+414) 2 V2
LT 1 (VA1)
d) C 1 > - 7\/§:ezarctan( 3, 1):623
o202
¢ - 1-V3 i : 17
e) g = |Z|<2 =2 = Q\f . % (1 i \/g) - 2. glarctan(—2—v/3,2) _ /5 i3
¢ (2 1-V3 i 1. /3 1 e
S 5% _ + - 1+\/§ :7'ezarctan(2+ 3’2):76112



-24 -1.6 -08 0 08 1.6 24

0.8 Aufgabe 08

w = cos2—ﬂ- +isin2—7r = ei%’r
= 3 . =
— (aw + bw2) . (aw2 + bw) = (aei

= (a® +b°) e'F +ab (ei%ﬂ + ei%ﬂ) =a®+b* +ab (ei%w + ei%w)

om 2
:a2+b2+2ab%el% :a2—|—b2+2abcos§=a2+b2—ab

0.9 Aufgabe 09
a)

N |

cos 3p = % [ei&p + e—i3<p] _ {(ew)li n (e_w)s}

{(cos ¢ +ising)’ + (cosp — isingp)®

N | =

= cos® p — 3cos psin? ¢

sin3p = 2% [ei?’“’ - e*’?’ﬂ = 2% [(ei*p)g — (e*i“’)s} = 2% [(cosap +ising)® — (cos — isinp)®

= 3cos? psinp — sin® ¢



0.10 Aufgabe 10

Suchen im Endeffekt eine partiell stetig differenzierbare Funktion v : R? — R die die Cauchy-Rieman Differentialgleichungen
Oou Ov Ou Ov
gr " ay g ow

und die jeweiligen Anfangsbedingungen erfiillt.

a)

2

Ov 1\ Ou -~ Y

a—y_%—Zaﬂry v(m,y)—2xy+2+h(x)

v ;o 1 Ou by _a?
%—2y+h(:ﬁ)——a—y—2y—aj - h(zx)=—-2 — h(x)——2 +C,CeR

2
b)
v L Ou 32% 4+ 122y — 3y* — w(x,y) = 322y + 62y — y® + h(x)
= = — == -
dy  ox Y Y Y ) Y )
v _ 2 gL Ou 2 N a2 5.3
8$f6xy+6y +h(x) = 9y 62° + 6xy + 6y° — h'(z) = —62° — h(z)=-22"+C, CeR

= wz,y) = (J;3 + 622y — 3zy® — 2y3) +1 (3ac2y + 6xy? — > —22° + 0)

Anfangsbedingung: w(0) =0 — C =0 — w(z) = (1 —2i)2*

0.11 Aufgabe 11

Es ist:
2 2 1 3
wzcos?ﬂ-—kisin%:—i—kil
am 4 4 1 3
wQZeZ%:cos?ﬂ-—i—isin%:—i—ig
w =6 =1
1 V3
4_ .3 _ Lt Ne
wr=w"-w 2—|—22
und somit

(a+b+c) (a+bw+ cw?) (a+bw? + cw) = (a+b+c) [a® +w(ab + ac) + w?(ac + ab + be) + w? (b* + ¢*) + wbc]

=(a+b+c)[a®+b" +c — (ab+bc+ ac)]



0.12 Aufgabe 12

n

. 1
<Z) cos"F - iFsin® o — E (Z) cos"™ * ¢ . (—i)* sin® cp] =35 (Z) i* cos™F psin® ¢ - (1- (fl)k)
i
k=0

=0

b

|5 2ot
1
=5 <2k7:— 1> 972k+1 ogn—2k+1 gosin%“ o= Z <2k;T-L|- 1) 2k cogn—2k—1 SDsinzkﬂ o
k=0

b) Analog ist:

[(cos ¢ +isinp)"™ + (cosp — isinp)"]

| —

()" + (e79)"] =

N |

cosnp = % (€% + 7] =

n

n n 1
[ > (Z) cos” F - i*sin® o + kZ:O (Z) cos"* o . (—i)* sin” 90] =3 Z (Z) i* cos™ 7 psin® o - (1+ (—1)’“)

k=0
(2k> 212k cos" " psink p = ,;J (2k> (—1)* cos" 2% psin?* o
0.13 Aufgabe 13
1 , 1 , . o , 1. A . ,
COS?)QO _ 273 [ezgo + e—wg]?) _ g [ez&p + 36125067190 + 36“0671&; + efz?)tp] _ - [el?)ap 4 3e'? + e 4 673290]

1 1
3 [cos 3y + isin 3¢ + 3cos ¢ + 3ising + 3cos g — 3ising + cos 3p — isin3p] = 1 [cos 3y + 3 cos ¢]

0.14 Aufgabe 14

Beginnen mit der Identitit |#|* = z - T und schreiben

z+w’ + |z —wf = (z4w) - Gtw) +(z-w) z—w)=(z+w)- EF+D) + (2 —w) - (Z—)

= ZZ4+ww+zw+wz) + (2Z24+ww — 2w —wz) =222+ 2ww =2\z|" +2|w
2:7+2 20212 +2[w|* O



0.15 Aufgabe 15

1, . : ; ; 1
il (61497 +e M 464 46 + de”27) = 3 (cos 4x + 4 cos 2z + 3)

costar = — (e + eyt = 0

24

1 1
sin x = cos? (g — x) =3 (cos(2m — 4z) + 4 cos(m — 2x) + 3) = 3 (cosdx — 4cos2z + 3)

0.16 Aufgabe 16
a) Suchen C! Losungen der Cauchy Riemanschen DGL.

Ju 1 Ov 2?2 —y? (y2—a%) 0 oz

| X
e = - ——— " _4h
or oy (22 +y°)? (22 + 42)2 Oz 22 + 32 — u(z,y) 22+ 2 + h(y)
ou 2y 1 Ov 2y
PR — h/ = —— = — h/ = h: C
oy @y W T T ey T WIS0 o h=CE

x
- U(LQ)Z—W‘FC
1
w(2)=0 — C=—
2
b)
g—zé%:ez(xcosy—ysiny—i—cosy):e””(x—l—l)cosy—e”:ysiny:gy[e‘”(m—i—l)siny—ew(siny—ycosy)}
— v(z,y) =¥ (xsiny + ycosy) + h(x)
o L . oyt Ou . ,
3= © (m51ny+ycosy+51ny)—|—h(m):—a—y:e (rsiny +ycosy+siny) — h'(z) =0 — h(z)=CeC

— v(z,y) =€e" (zsiny+ycosy)+C, w(0)=0 — C=0

0.17 Aufgabe 17

Assoziiert man C mit dem R? im Sinne von z + iy < ( ; ) so ist durch folgende Illustration

Z1
Z4 z2

Z3

ersichtlich: z4 = 21 + (23 — 22)



0.18 Aufgabe 18

Seien zg = rpe™°, z; = r1e’®t und 2z = roe’?? der gewiinschte neue Punkt. Setzen zunichst zo = 0 und betrachten folgende
Illustration:

&
I e
Ha L g,
ve?
R+
Z0
T™T—

2
wobei C das Zentrum des gedachten n-Ecks sei. Wegen o = T und vy = ergibt sich
n

2
B=7r—27:04=—77
n

Die Linge L := |25 — 21| ergibt sich durch geometrische Uberlegungen als

2
L=z — 20| V/2(1 +cosa) = T11/2+2COS£
n

2
Zu erkennen ist, dass o = 1 = 3 =¢1 £ T st
n

Bemerke: Es gibt noch eine Fortsetzungsmoglichkeit in die symmetrisch zu Zgz7 liegende Richtung.

Somit ist zo gegeben durch
2r 2n
zg =114/2+ 2c0s — L eler iy
n

Liegt jetzt zo beliebig, so wird ersetzt: z{ := 0, 2} := 21 — 2o, dazu entsprechend z} wie oben berechnet und dann gesetzt

z9 1= 2o + 2, also:
21 . _ o
2y = 20+ |21 — 22| - 1/ 2 + 2cos — - el MB(z1m20)HIT
n

0.19 Aufgabe 19

Setzen erstmal c =0 — zo = iR, nummerieren die Punkte des n-Ecks entgegen dem Urzeigersinn, mit zg, .., 2,1 und sehen

27
dass sie den gleichen Betrag, aber jeweils vom vorigen eine Argument-Differenz von Ay = — haben.
n

—

10



Somit ist der k-te Eckpunkt gegeben durch
2, = Re'3HikAE

Ist jetzt ¢ = a + ib, so ergeben sich die Punkte einfach durch eine Verschiebung, gemaf

i T 1k 2T
2k :C+Relz+lkn

0.20 Aufgabe 20
a)

i
z=14+itana = |Z|eiarctantana _ e
COs &

b) Der Punkt z(a) =1 — cosa + isina liegt auf dem um ¢ = 1 liegenden Einheitskreis:

2
z=|z|e¥ =2 —2cosa-e'2 %

Aus dem Bild ist sofort abzulesen: ¢ = T~ 2 5o dass sich ergibt

0.21 Aufgabe 21

Fiir eine Funktion f : C — C bezeichnen wir mit f, : R — R die Einschrankung von f auf R. Im folgenden seien stets
k,ne€Zund z=x+ 1y, z,y € R.

a) Suchen die z € C fiir die gilt: 10° = e*"19 = —¢. Berechnen zuerst 2z’ = 2’ 4 iy’ = In 10, fordern also

/

e =e"e =10 — € =10 =10 — 2’ =In, 10, ¢/ =2rk — 2’ =1In, 10 + 27k
Somit folgt
e* 10 = e 1042mky gily o 10427K0) — e — 2In, 10+ 2nky = 1 A yln, 10 4 27k = 7 + 270

Auflésen ergibt
_ In; 10 = 27k(m + 27n) (7 + 27n)In, 10 — 27k

(3
In? 10 — 472k2 In? 10 — 472k2

z = log(—e)

b) Gehen auch hier analog vor: Es muss gelten e* = e%e?¥ = —2, das heift:
ef=|-2/=2 - z=In,2 AN y=7+27k
also z = In(—2) = In, 2 + i (7 + 27k).
¢) Berechnen zuerst z’ = In2, suchen also 2/ = 2’ + iy, 2/,y’ € R mit e = e” e = 2. Es folgt: 2/ = In, 2, y/ = 27k.

Somit ergibt sich:
20 — ez In2 — 6727Tk‘el In,. 2

11



d) Suchen z € C so dass 10 = ¢*!"10 = j ist. In (a) hatten wir ausgerechnet: In 10 = In,. 10 4 i27k. Also:
@ Inr 10+2mhy iy Ine 10427k2) — 4, 1y 104 27ky =1 A yln, 10 + 2rka = g + 27mn

AuflGsen ergibt
In, 10 — 27k (g + 27m) ) (g + 27rn) In, 10 — 27k

z=1logi= i
8 210 — 4n2k>2 210 — 472k

0.22 Aufgabe 22

Im folgenden sei stets n € N. Fiir eine Funktion f : C — C bezeichne f, die Einschrankung von f auf R, im Sinne von
fR—->R.
Annahme: log = In.

a)
14
In R = In,

V2

1474

—i—iarg( 7 ) +2m’n:1+z’(%+27m)

1+i‘

V2

1
In(z + iy) = In, |z + iy| + i arg(x + iy) + 2min = 5 In |:Jc2 + y2| +i(arg(x + iy) + 2mi)

e™ =cosm+isinT = —1

» o . L . . o
it = ezlnz — ez(lnr\z|+zarg(z)+27mn) —e % 27n

e) Definitionsgeméf ist

= 1 [(e_y — ey) cosT + 1 (e_y + ey) sinx]

1 . . . .
sin(x + iy) = % (el(r-ﬂy) _ e—z(z+zy)> - = N

=sinz - coshy +¢cosz - sinhy

0.23 Aufgabe 23

Der Punkt z(a) = 1 4 sina — i cos & befindet sich auf dem Einheitskreis um den Punkt 1, gemé&f

A
[
sl >
2l .o 4
: _“.‘ﬁh'z
Aus der Graphik ist abzulesen:
1 s «
ag(s) = —p =5 |- (3 +a)| ==7+3

Also ist

. - T4
z=|z]e™28®) = /24 2sinar- e PE TS

12



0.24 Aufgabe 24

Man sieht sofort dass x = i keine Losung ist. Alternativ, sieht mann dass
(x+i)"=—(z—9)" — |Jz+il=Jr—1i — z€R

gilt, also (z — ) # 0. Dann muss gelten:

(.T+Z)n+(xfl)n:0 - ($+Z> -1 5 I+Z.:6i7r+3kw7 k=0,..m—1
r—1

woraus folgt:

- m4+2km

Tt —1 2k +1i
x:i.em:m((ﬂﬁf)

L4e™n 2n

Bemerkung:

x—i—z) =arg(x + i) —arg(z — 1) = 2¢p
i

= arg(x +1i) = —arg(x —i) — arg (

x+1 2k 7+ 27wk
- =€ n RN 90:7
xr—1 2n

Doch:

X
— cothizx — x:cot<

(2l<:24;i)7r>

XH

Ao

- -
AT CUNS MUY

0.25 Aufgabe 25

Im folgenden sei stets n € Z.

a) Es bezeichne In, den reellen Logarithmus.

140\~ iz~ _ i, 146 T 4i2mn) T iomn
W = (e 4) =€ T 4 X~ e

b)
P sin % el — e T €2 —e~ 3 sinh 5 conls
gy = cos & it T\ e 3% +e% coshZ Ltanity
1({e'2 e "2 2

cos(z + iy) = cosz cos iy — sinxsiniy = cosz coshy — isinz sinhy

13



¢ . il 1—dxi il 1+2x
arctanzi = — In =—1In
2 1+ixt 2 11—z

i ) 1+ 4 14+ 4o 72'1 1+
=3 n, —= larg = TN f2nr

1 1+
—| — - arg —7n
—x 2 1—=x

1

0.26 Aufgabe 26

Sei -
arctan : RU {£+o0} — [—5, f}

Fiir eine beliebige Zahl 0 # z € C ist

He

- =
2 2

arg (i) = arg (Z> = arg <Z> = arg (2%) = 2arg(z)

{i <1+itanoz) ,27rk}
cexpq —arg (| ——— | +i—
n 1—itana n

ISINIRS
N—
I
ISINIRS
ISINIRN]
Il
_

~
ISIN RS

so dass folgt:

1+ix _ 1+itana
1—ix

Il
3
3
oyl
[l
\.O
E
|
—_

1—itana
————
1

2 2k tan(t k
U, =exp {z arg(l +itana) + iﬂ} = exp {ﬂarc an(tana) + }
n n n

— =1

.o arctan(tan a)+wk
1-w, l-eop (Z2 n ) (arctan(tan a) + wk)
= tan
n

. =17 -
1+9, 1+ exp (ZQ arctan(tan a)+7rk)

n

0.27 Aufgabe 27
Wiéhlen fiir die Kreisbahn (im Urzeigersinn) die Parametrisierung
v [0,7] = C, y(t) =T

und schreiben
T

[t a== | $(t) dt = / Doty di = (m) ~(0) = 2

0 0
v 1

et 5 it

Fiir die geradlinige Kurve wéhlen die Parametrisierung

2(t)=it, —1<t<1

1
/|z| dz:/|t|~idt:i
o —1

Bemerke: Zufilligerweise ergibt sich durch Integration auf der anderen Halfte des Einheitskreises (entgegen dem Urzeiger-
sinn) genau das gleiche Ergebnis 2i.

und schreiben

14



0.28 Aufgabe 28
Sei

2)

sin z
zZ41

|j=2

1
Die Funktion f(z) :=
- —
Integralformel folgt

dz =

B(z0) ={z€C:|z— 2| <r}

f(2)
z— (1)

/

9Ba(0)

Die Funktion f(z) := sin z ist holomorph in C und es ist —i € By(0), so dass sich mit der Cauchy-Integralformel ergibt

dz = 2mif(—i) = —2misini = 2w sinh(1)

ist in B3(—2i) holomorph und es ist —imr € Bs(—2i), so dass durch die Cauchy-
T

[ S S A T
22 4 72 (z+im)(z —im) z — (—im)
|z+2i|=3 |z+2i] 8B3(—2i)
c) Esist
/ dz / 1 1 1 n 1 d
= — - z
24 -1 4(z—1) 4(z4+1) 4di(z—1i) 4di(z+19)
|z|=2 |z|=2
1 / dz 1 / dz 1 dz 1 dz
4 z—1 4 z+1 4 z—1 43 Z+1
|z|=2 |z|=2 |z|=2 |z|=2
————
27 27 211 211
0.29 Aufgabe 29
a)
27 27
/ 122 dz = / 12(8)% 5(t) dt = / (a®cos®t + b*sint) - (—asint + ibcost) dt
¥ 0

2T

0

27

0

/ (iba2 cos®t — ab®sin® t — a® cos? tsint + ib® cos t sin® t) dt

2

3.d ib® d
= / (iba® cos® t — ab®sin® t) dt+/ [C;)dt (cos®t) + %@ (sin®¢)| dt=0
0 0
0 0
/ |z| |dz| =7 / |dz| = 2mr?
|z|=r |z|=r
2

15



z(t) ==z +t-(22—21), t €]0,1]

——
A
/ A I d 1
/(2+4 / ot A ] ~)\dt:—%/£[(21+/\t)2+4 dt
z
~ 0 Zl+>\t 0

1 1 _1{ 1 _ 1 ]
2 [(21+)\t)2+4] . 2 Z%+4 Z%+4
1 1 z
Fi)i=m—r— = [ — 2 4
(Z) 22244 /(22+4)2 z

Stammfunktion von ——— mit F holomorph in C \ {£2i}. Somit ergibt sich

(a7

Variante: Es ist

Z2

/z(t) dz = F(22) — F(21) :% {2514_ 2314}

21

0.30 Aufgabe 30
Betrachten die Funktion
f)==
Tz
Diese ist im Gebiet C\ {0} holomorph da z, e* beide holomorph sind. Mit

z—1 e?
— (0= 5 [# -2 +2

fl(z) =€
ergibt sich durch die Cauchysche Integralformel:

e o2 5 . .
[ wimeemiam [ gy msow -

=311 oi(3)

z

F@()

0.31 Aufgabe 31

Wahlen die Parametrisierung

2(t) =" = cost +igint, [0, 27]
x(t) y(t)
und legen los:
27 27
/ 2de + 2 2dy—/( 2(t)d 4+ 272 (t)y) dt:/( e?'sint + e " cost) dt

oE

(=)
o

27
=5 [ =)+ (et ] dt =0
0

16



0.32 Aufgabe 32

a) Esist
e*? 1 1 1 1
Q= —_ _ dz = az | 4~
/ 22 (22 +22+2) dz / ‘ { 2z+2z2+4(z—(—1+i))+4(z—(—1—i)) dz
|z|=3 |z]=3

Betrachten wir die Funktion f(z) := e®*, so ist diese holomorph in C. Die Punkte 0, (=1 + ), (—1 — ¢) liegen jedoch
alle in |z| < 3, so dass sich mit der Cauchy-Integralformel ergibt

0=—- dzv> | S d S P
2 / z Z+2 / 22 Z+4 / z— at / z— “

(—1+4) 4 (—1—1)
|2[=3 |2[=3 ||=3 |2]=3
2mi £(0) 2mi (1 (0) 2mif(—141) 2mi f(—1—1)
=im (a -1+ e_“cosa)
b) Betrachten die Funktion
1
f(z) = m

Diese ist in C\ {b} D B,(0) holomorph, da (z — b)" holomorph. Mit

kE—1)!
B) _ (_1)k . (5 — py-m—k (Mt k=D
F9 = (<1 (=~ ) T
folgt nach der Cauchy-Integralformel

dz _ o 2m (n—1) f(z) dz
/ (z—a)"(z—b)m™  (n—1)! i /

271 (z —a)n
[r|=1

(nQirll)' . f(n—l)(a) = 277 - (_1)n—1 . (m +n— 2)

0.33 Aufgabe 33

Bemerkung: Beschriinken arctan : RU {#o00} — [-Z, Z].

a)
C14i (1+9)(243)  5i—1
S 2-3i (2-3i)(2+3i) 13
|z\—1/3 arg(z) = m — arctan b
- 137 g =7
b)

. 201 o\ 201 . .
5= ez(ﬂ'—arctan \/5)] — (ez%) _ ezl347r _ 6227r~67 — 1’ |Z| _ 17 arg(z) =0

Tn

2n
) am ™
) =922 4 2" 2 = 2"l cos —

p= 140"+ (1= = (ﬁeﬁ)zn + (V2o

17



0.34 Aufgabe 34

a) Esist
oo ng oo 2'3 k
> =237
k=0 k=0
oo
Bekanntlich ist der Konvergenzradius von Z o genau |a| < 1. Somit muss
k=0
2] < V2
sein.

Alternativ: Formel von Cauchy-Hadamar. Betrachten

- 1
chz" , L:=limsup {/|c,|] — Konvergenzradius: p := I
In unserem Fall
0 :n # 3k . 0 :n # 3k
Cp = 1 ) o 3]{; — ‘CTL‘ — 1 ) . Bk
also )
L =— — Konvergenzradius: p = V/2
2 g P
b) Analog zu vorhin, betrachten:
oo k
32+ k\" 3 2
L = 1. S k | == = = —
Z(2k2+1> = msup Viex| =5 = p=3
k=00 7 e
ek
¢) Nennen:
n! 1n
= gy G T Y
Dann ist:
D!z + 1" 37(2n)! 1
n+1 :<n+>‘z+ | 3(7121: nt 241 —0V 2
an, 3ntL2(n+ 1D)]nl |z + 1] (2n+2)(2n+1)
das heiftt der Konvergenzradius ist co (Quotientenkriterium).
Variante: Majorantenkriterium:
1 1 — 1" < — 1" = 1 N C
2w+ | S X e | S X e S e+ 1 = el 4 1) <0 Wz
0.35 Aufgabe 35
a) Esist
322 +1 4 ) ™ nl(=1)"
= =3:-3+——23:-3 M) (29) =32 —3+4 :
1) ==—5 o3 +nZO f"(z0) =32 =3+ Z ey
N = (z—2)"(-=1)" 13 (z=2" (="
Z0=2 ~ f(z):3+3(z—2)+4ZW:§+— z—2) +4Z 3n+1

20=1i ~ 3z—3+4z(1(+_1)n(z—z’)":—(1+z‘)+(3+21)(z—z +4Z(71)"(z—¢)"
n=0

i)n+1 )n+1
n= 2

18



Da f in z = —1 eine Singularitét hat, jedoch sonst holomorph ist, ist der Konvergenzradius der Potenzreihe um zg = 2
bzw. 29 =i genau p = 3 bzw. p = /2.

Variante:
1 1 11 1 1 I (-1)"
= = — = — = — —2n
z+1 (2-2)+3 32241 31— (-2 3270 3n (2-2)
n=
1
1—gq

b) Da die Funktion f an den Punkten +i Polstellen hat, und sonst holomorph ist, ergibt sich der Konvergenzradius als
p = 1. Innerhalb dessen gilt dann

1) s )" (CDM A D S (D)
e go [ (z0) ; — G Z:; G ()

L e B RANE UL o
(z+i)(z—i) 2241 1-—(—22) Z( %) —Z( 1)"2?

SR TS NS S 1 _ 2 S DEDT S gy
GCriG_i? 2 [(Z—iy (z—i—i)(z—i)} % LZ_% (i) n;)( D ]

RSN ] < S [ e o]

in

0.36 Aufgabe 36

Nennen a,, := n? 4 b" und wenden das Quotientenkriterium an: Der Konvergenzradius p ergibt sich dann geméf

n2 N pn
(n+1)2 406" (n41)2 4 bnt!

n24_bn

= 1. —_— | =
Do |+ )2 £ o

p= lim

n—oo

1m
n— 00

An+1

2 pn
lim

i
e it 2 1 b1 e (n D2 4 07

Unterscheiden zwei Fille:
Fall: |b| < 1. Dann ist

. n? i n? 1 1 )
1m -—F | = 1 = = =
n—oo (n + 1)2 + bt | 7 nmoo |(n + 1)2 + bntl| (n+1)2 bt 140

m ———— + lim ——

n—o00 n n—oo M
und
<1
n
lim ||

bn
(n+1)2 4 pntt

n— 00

lim

n—oo

n—oo

lim |(n—|— 1)2—|—b"+1| =0
—_— ——

> (n41)?—[bn+ |

o0

das heifit p = 1.

19



Fall: |b| > 1. Dann ist

n? 1 1 1

(n + 1)2 bn+1
2 + 2

lim =
n—oo 1)2 pn+1
(0 +1)2 + | lim

n—oo

n n

[p|ntl  (n+1)?
2‘ n2 n?2

und
- b B 1 B 1 11
=00 1)2 + pntl 1)2 - 1)2 T0+1p b
(n+1)%+ (nzn) +b‘ lim (n;rn) +b’ + 1] 0]

1
das heifit p = m

0.37 Aufgabe 37
a) Esist

o0 o0
> ot = Y
k=0 k=0

das heifit die Reihe ist konvergent fiir ‘22| < p und divergent fiir |z2’ > p. Somit ist der Konvergenzradius genau

p1=/p-
Variante: Sei L := limsup /a. Dabei ist

k—oo

sonst

o0 o0

ok & ar k gerade
E aRpz”" = E Cpz" , Cp = 2
k=0 k=0 0

und somit

Ly :=limsup /|| = limsup %/]ar| = VL — p1=p
k—oo

k—o0

b) Der Konvergenzradius dieser Reihe ist nach dem Quotientenkriterium gegeben durch

a? ar |’ a 2
. . k . k
p2 = lim k| = lim = | lim =p?
k—o0 ak:Jrl k—oo | Q41 k—oo | Q41
da bekanntlich gilt:
. ag
p= lim
k—o0 Q41

Variante: Setzen cj := a3, dann ist

o0 o0

E a%zk = E ezt

k=0 k=0

und somit

2
Ly = limsup /¢, = (lim sup v/ |ak|> =1? = py=p°
k—o0

k—o0

0.38 Aufgabe 38
a)

20



1)* — (—1)*
cos (22 —1) = cosz® - cos1 +sin 2 - sinl = cos 1 - kzo k;! (%)% +sin1 - kzzo (2(k:—|-)1)!(22)2k+1

_ = cosl 4 sin1 Ak42
_Z% [ R TP I

0.39 Aufgabe 39

1—cosz

a) Die Funktion f(z) = 3 ist {iberall aufer in zy = 0 holomorph. Betrachten wir die Potenzreihe
z

f: )
2(k—1

k=1
so ist diese iiberall konvergent also ganz, und es gilt fiir z # 0O:

o0

8

&)=
&

> 2E = g(z)

Somit ist zp eine hebbare Singularitit.

11
b) Die Funktion f(z) = e> + — ist iiberall auler in zy = 0 holomorph. Durch
z

lim f <Tll> = lim (" 4+n) =00

n—oo n—oo

ist ersichtlich: zp = 0 ist keine hebbare Singularitéit. Ferner ist zp = 0 auch kein Pol (n-ter Ordnung), da fiir alle n € N
gilt: Der Grenzwert
lir% 2" f(2)
existiert nicht oder ist 0:
n>2: lim (ih)"f(ih) = lim e~ (ih)" 4 (ih)" 1 =0
beschrinkt _, -0

n=1: lim hf()—l—i—lime%h:oo
R>h—0 h—0
——
o0
bekannt

aus reeller
Analysis

Somit ist zg = 0 eine wesentliche Singularitét.

0.40 Aufgabe 40

a) Der konvergenzradius p ergibt sich nach dem Quotientenkriterium geméaf

(n)2(2n + 2)!
(2n)![(n + 1)1

2n + 2
n+1

= = lim

n—oo

- lim

n—oo

p= lim

n—oo

n+1

lm’@n+U@n+m’
n—oo|  (n+41)2

2n+1‘

’:2-2:4

21



b) Unter Verwendung der Formel von Cauchy-Hadamar schreiben wir:

L :=limsup {/|cosn| = hm sup Ylcosk| =1

n—oo

und erhalten so den Konvergenzradius

0.41 Aufgabe 41

a) In Aufgabe 37 (b) sahen wir: Der Konvergenzradius p; von
S
k=0 "
ist gegeben durch p?. nach Aufgabe 37 (a) ist dann der Konvergenzradius von
S st =3
gegeben durch ps = /p1 = p.
b) Der Konvergenzradius p ist nach dem Quotientenkriterium gegeben durch
= lim
p= k—oo | Q41
Fall: p > 0. Dann ergibt sich der Konvergenzradius p; von Z —z geméfs
k=0
kE+1)!
pr = tim |ZEFD g — lim k- lim -
k—oo ak+1kj! k—o0 Q41 k—o0 k—o0 Q41
P
Variante: Da der Konvergenzradius p > 0 ist, sind die a,, beschrankt: M := sup |a,|. Somit ist dann fiir z € C:
neN
= k | = | |z|
Z,j Z \Z| Zkf—M'E_KOO
k= = k=0 <oo
Fall: p = 0. Dann kann allgemein keine Aussage getroffen werden.
0.42 Aufgabe 42
0.43 Aufgabe 43
a) Die Funktion f(z) := %-&-1 hat in zg = —1, 2y = 1 jeweils eine Polstelle 1. Ordnung, denn:
z
. .oz2(z+1) ) z 1
1 — = lim =X —2 =1 = -
M (e m)f(e) = Iy Sy = 2T =
. . z(z—1) . z 1
Jim (2 —2)f(2) = i =57 = Im =5 =3

22



b)

Betrachten die Funktion
g(2) =2 -2 =2(1 - 2)(1+2)

Diese ist auf C holomorph und besitzt in den Punkten zy = 0, 21 := 1, 29 := —1 Nullstellen 1. Ordnung. Somit besitzt

o)==

z2—23 g
an diesen Stellen Pole 1. Ordnung.
Die einzigen Singularitdten sind die Punkte z = x + ¢y fiir die gilt:
sin(zx +iy) =0 — e Y =e Ve ™ — y=0Az=7k kEN

Betrachten die Funktion

. . = (*l)n 2n+1 k - (71)n 2
g(2) :==sinz = (=1)* -sin(z — 7k) = (=1)* - Z ———— (2= Tk)"" = (z —7k) - (=1)"- Z ———— - (z — k)"
2 2n+ 1) 2 20+ 1))
gk (2)
Konvergenzradius oo
—holomorph

wobei g an der Stelle z; = 7k genau (—1)* und somit in einer Umgebung von z;, nicht 0 ist. Somit hat g an jedem
Punkt z; eine Nullstelle 1. Ordnung, weshalb

in zj einen Pol 1. Ordnung hat.
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