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1 Vorwort

1.1 Was dies ist

Hierbei handelt es sich um Aufzeichnungen des Stoffes der im SS 2008 an der FSU Jena von Prof. Albin Weber im Fach
Funktionentheorie gelehrt wurde.

1.2 Verbesserungen

Ich werde immer mal dieses Skript verbessern bzw. erweitern. Im Falle von Fehlern, ist mir Bescheid zu sagen das beste was
du machen kannst da so alle davon profitieren kénnen. Wissen ist das einzige auf dieser Welt das vom Teilen mehr wird!
Ich bin zu erreichen unter stilianos.louca@apfel.uni-jena.de, ohne das Obst.

Bemerkungen

Danken mochte ich
o Jens Kubieziel
e Philipp Rudolph
e Martin Wiinsche

fiir ihre zahlreichen Korrekturvorschlége.



2 Holomorphe Funktionen

2.1 Allgemeine Begriffe
2.1.1 Definition: Gebiet

Eine offene, zusammenhéngende Untermenge 2 C C heifst Gebiet in C.

2.1.2 Definition: Komplexe Funktion

Wir nennen f: Q — C, z — f(z) eine komplexe Funktion, also:

x+iy»i>u(:z:,y)—|—iv(:v,y) , u,v:R? - R

2.1.3 Definition: Grenzwert

Der Raum (C, |-|,+) ist ein normierter Raum, mit der Betragsfunktion

ol = o +iy] = Va? + 7

U sei eine Umgebung von a € C mit U \ {a} C D(f) bzw. a Haufungspunkt von D(f). Dann schreiben wir lim f(z) =b: &

zZ—a

YV (z,) CU\{a} mit z, — a: lim fzn) =0

Bemerkungen:

a) Esist lim f(z) = b fiir einen Haufungspunkt a von D(f), genau dann wenn:

zZ—a

Ve>0:306>0:|f(z)—bl<efir0<|z—a|<d

b) Ist lim f(z) = b, so folgt insbesondere

zZ—a

}llli%f(a+h):b A }lllg})f(aJrzh):b
heR heR

Die Umkehrung gilt allgemein nicht!

Beispiele:
e Betrachten die Funktion
0 :y=0o0derxz=0
f:C=H{0,1} CcC, f(z)=
1 :sonst
Es ist
}lim f(0+h) = }llim f(0O+ih)=0
ek e

doch der Grenzwert lim f(z) existiert allgemein nicht!

z—0
o Esist t_1
lim &~ =1
z—0 z
denn
oo k z z oo k_l o0 oo o0
. z e*—1 e —1—z| z b1 Kl & lz| =0
R I e e B S B Sl B IR S Ul
k=0 k=2 k=2 k=1 k=1




2.1.4 Satz liber Grenzwerte von Funktionen

Seien f: Q — C mit lim f(z) =b, lim g(z) = ¢. Dann gilt:

a) lim|f(2) = b

b) lim Rf(z) =Rb, limSf(z) = b

z—a

¢) lim(af(z)+ Bg(z)) = ab+ e

z—a

d) lim f(2) - g(z) =be

zZ—a

e) lim J(2) _? firc#0
e e

Beweis: Fiir Folgen w,, = u, + iv,, t, € C und v,,u, € R gilt zum einen:
Wy — W & U, — UANV, —V
(vgl. Analysis I) und zum anderen

w w
Wy — W, t, — t = wyt, — wt t—ne?fﬁrt;&o
n

Andere Eigenschaften: allgemein fiir normierte Radume.

2.1.5 Definition: Stetigkeit
Sei f:Q — C und a € Q. f heifst an der Stelle a stetig : < V (z,) C Q mit z, — a gilt: f(z,) — f(a).

Bemerkungen:

a) Es gilt auch hier die Aquivalenz zur Definition: f heift an der Stelle a stetig :<

Ve>0:36>0:|f(2) — fla)| <efiir |z—a|<d, 2€Q

b) Sind f, g in a stetig, so folgt: Rf, Sf, |f|,af + Bg, f-g, g (falls g # 0) sind in a stetig.

¢) Ist fin a und g in f(a) stetig, so ist auch go f in a stetig.

2.2 Differenzierung
2.2.1 Definition: Komplexe Differenzierbarkeit

Sei 2 C C ein Gebiet (offene, zusammenhingende Menge) und f : @ — C. Dann ist f an der Stelle a € Q (komplez)
differenzierbar < Es existiert der Grenzwert

lim fE =) _ lim flath) = fla) _, f(a) =: ﬁ(a) : komplexe Ableitung

z—a Z—a h—0 h ' dz

Bemerkung: Die komplexe Differenzierung unterscheidet sich grundsitzlich von der Differenzierung im R?, denn

. flath)—fla) , .. fla+h)—f(a)
fo h ) ]



2.2.2 Satz liber Kombinationen von differenzierbaren Funktionen

Die Funktionen f,g: Q — C seien an der Stelle a € Q differenzierbar. Dann gilt:

a) f ist in a stetig.

b) Die Linearkombination (af + Bg) , «, 8 € C ist in a differenzierbar, und es ist (af + 8¢9)'(a) = af’(a) + B9’ (a)
¢) Produktregel: (f - g)'(a) = f'(a)g(a) + f(@)g/(a)

d) Fiir g # 0 ist

Y F@gle) - f(@)d(a)
(g> (a)= 9(a)?

Ist g : Q — ' in a differenzierbar und f : ' — C in g(a) differenzierbar, so ist fog: Q — C in a differenzierbar, und es gilt
die Kettenregel:

(fog)(a)= f'(g(a))-g'(a)

Beweis: Analog zum Reellen.

Weitere Regeln zur Differenzierung:
a) f(z)=ceC — [f(z)=0
b) f(z)=2 — f'(2) =1 das heifit 2/ =1

c) Fiir Polynome f € C[X], f(z) = Za;@zk ist
k=0

n / n
E akzk = E ap - k- 2kl
k=0 k=0

d (1 1
d) = () = ——; fiir z # 0. Ferner sogar:
2\ 2 z

(z_”)/ =—nz "1t 240, neN

Zusammen mit der vorigen Eigenschaft also fiir n € Z : (2")" = nz"~!

e) (e*) =e*

Beweis: Wie im Reellen, z.B
( 1 >/ 0-2" —nz" 1t el
— = " = —NZ

Zn

Bemerke: Im Reellen ist fiir & € R (im entsprechenden Intervall) allgemein:

(xo‘)/ =az®!

denn N
o  ox
el r_ ealnx /: eozlnri — _ axa—l
(%) = (e*7) — =
Doch diese Eigenschaft ist im Komplexen allgemein nicht giiltig! Denn In 2 hat fiir # € C unendlich viele Werte. Dement-

sprechend kann z® nicht mehr als eindeutige Funktion definiert werden!

2.2.3 Definition: Holomorphe Funktion

Eine Funktion f: Q — C, Q: Gebiet, heifst in Q holomorph :< f ist in jeder Stelle von {2 stetig differenzierbar, das heifst
fect).



Bemerkungen:
e Alle Funktionen aus den Ableitungsregeln sind holomorph.

e Im Reellen wird grundsétzlich zwischen differenzierbaren und stetig differenzierbaren Funktionen unterschieden. Zum
Beispiel ist die Funktion f : R — R definiert als

e
z2sin— :x#0, a>0
x

flz) =
0 cx=0

in ganz R stetig und sogar differenzierbar. Zwar existiert fiir bestimmte o der Grenzwert lin}) f/(z) und es ist sogar
€r—

lin%) f'(z) = f'(0) = 0. Doch ebenso gibt es o > 0 mit 3 lin%) f/(z) das heifit f ist nicht iiberall stetig differenzierbar.

xr— r—

Doch: Im C ergibt sich die Aquivalenz zwischen Differenzierbarkeit und stetiger Differenzierbarkeit, das heifit jede
differenzierbare Funktion f : Q@ — C ist sogar stetig differenzierbar! Somit kann in der Definition fiir holomorphe
Funktionen die Forderung der stetigen Differenzierbarkeit auch weggelassen werden.

2.2.4 Satz: Kombinationen holomorpher Funktionen

Seien f,g: 2 — C. Dann sind

af +Bg (a,f€C), f-g, = (auberhalb der Nullstellen von g)

Q [

holomorph.
Beweis: Ableitungsregelen.

2.2.5 Satz iiber holomorphe Funktionen: die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Die Funktion f : 2 = x + iy — u(z,y) + iv(z,y) ist in Q holomorph < wu,v als reellwertige Funktionen auf Q C R? sind
stetig differenzierbar und
0 0 0 0
“_ “_ (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen)

dx Oy’ Oy Oz

Insbesondere gilt:
ou Ov Ov . Ou
TN et LN B —
Beweis: Sei zunéchst f holomorph. Also

u(x + h,y) — u(x,y) n Z,U(a: +h,y) —v(z,y)

! — 1
Jz) = fimy h I
* . + h, - 9 Cqe + h; - P .
* Jin u(x y})l u(z,y) +ilim v(z y]z v(z,y) e (2, ) + iva (2, 9)
heR heR

(*) Denn, existiert lim(g 4 ¢h) so existiert auch lim g und lim h fiir g, h reelle Funktionen

Analog;:

ulz,y +h) —ulz,y) vy +h) —vy)

/ T P —
1) = fim MEVEG O i PO (1) 4y
heR heR

Gleichsetzen und Vergleich von Imaginérteil und Realteil ergibt genau die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
(C.R. DGL). Aufierdem folgt aus f' € C(Q2) auch

Uy Vs Uy, Uy € C(Q) — u,v € CHQ)



Sei nun u,v € C}(2) und die C.R. DGL seien erfiillt. Fiir
z=ax+1y, h=s+it, |s|,[t|] << 1
folgt

flz+h)=u(x+sy+1t)+iv(+sy+i)
= u(z,y) + Dou(z,y)s + Dyu(a, y)t +11(s,1) + i [v(z,y) + Dav(z, y)s + Dyv(x, y)t + r2(s,1)]

. . ri(s,t) . ra(s,t)
mit lim = lim
h—0 |h] h—0  |h]

=0 (Satz von Taylor)

Setzen jetzt: r(s +it) := r1(s,t) + ir(s, t), woraus, mit Hilfe der C.R. DGL, folgt

h
£+ 1) = 5(2) + laalar) + v, )] (5 4+ 08) 4 7(0) , Jim "0 — 0
— 4]((2’ + hf)L — f(Z) = uw(x’y) + iva:(xay) + L:/)
, . . . r(h) ) .
— fl(z) = }1LIH%) [ug(z,y) + ivg(x,y)] + %1 = e + vy = vy — duy
. —

0
Bemerkungen:
a) Nicht jedes u bzw. v gehort zu einer holomorphen Funktion w = u + iv.

b) Sind u,v 2-mal stetig differenzierbar, so ist
AU = Ugy + Uyy = Vyg — Vgy = 0

und analog
AV = Vgg 4+ Vyy = —Uya + Ugy = 0

(Notwendige Bedingung!).
Tip: Es stellt sich heraus, fiir holomorphe Funktionen sind u,v € C2.

c) Beispiel: u = 22 gehort zu keiner holomorphen Funktion w = u + iv denn Au = 2 # 0.

2.2.6 Satz iiber konstante, holomorphe Funktionen
Eine holomorphe Funktion f: Q — C ist im Gebiet Q genau dann konstant, wenn f’(z) = 0 in € ist.
Beweis:

f=ut+iv — f’:um+ivm:vy7iuy:0 — Uy = Uy =V =Vy =0 — u,v:const

2.3 Komplexe Kurvenintegrale

Sei 7 : [a,b] — C, t +— z(t) = x(t) + iy(t) ein stiickweise glatter Jordanweg, das heift z € C! und 2’ # 0 auf Teilintervallen
und ~ Doppelpunktfrei.



Bemerkungen:

e Jede positive Umparametrisierung sei ebenfalls mit vy bezeichnet und schlieflich sei v aufferdem identifiziert mit der
entsprechenden Kurve.

e Also: 7 : orientierte Kurve (aus C!, d.h stiickweise, stetig differenzierbar).
e —v : umgekehrt durchlaufene Kurve (negative Umparametrisierung).

e Sei

b b
L(y) = / \/(x’(t))2 + ) dt = / |2/(t)] dt , 2'(t) :=2'(t) + iy’ (t) : Tangentialvektor

e Im folgenden: Kurve oder Weg, sei immer positiv orientiert, € CL.

Beispiel: Die Kurve ‘
Cr(20) : t—zo+ret, 0<t<2r

bezeichnet die positiv orientierte Kreislinie mit Radius » um den Punkt zo. Dabei wird die Punktmenge z mit |z — 29| = 7
in positiver Richtung (gegen den Uhrzeigersinn) durchlaufen.

f 2

Analog durchlauft —C.(2q) die gleiche Punktmenge im Urzeigersinn.

2.3.1 Kettenregel
Sei f € C'(Q) holomorph und z : I C R — Q stetig differenzierbar. Dann gilt:

d
4 pet) = £/0) -0
Beweis: Sei f = u + iv holomorph und z(t) = x(¢t) + iy(t) stetig differenzierbar. Dann gilt:

SIE0) = 5 w0, ) + O,y =wa 2+ wy A + il 7+ vy )

Vg Uy

= (ug +ive) (2" +iy') = f'(2(1)) - 2'(t) O

2.3.2 Definition: Komplexes Integral
Sei F(t) =U(t) +1iV(t), U,V € Cla,b]. Dann definiert man



2.3.3 Hauptsatz der Integralrechnung
Essei F =U +iV, U,V € C'[a,b]. Dann ist:

2.3.4 Definition: Komplexes Kurvenintegral

Sei f € C(Q), v eine C! Kurve, z : [a,b] — C eine Parametrisierung mit v = image z. Dann ist definiert:

[ ) dz = /b F() - 2/ (8) dt

Bemerkungen:
e Oberes Integral ist unabhéngig von der Parametrisierung, analog zum Reellen.

o Ist y =71 ® - ®~, ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg (Kurve). Dann sei:

/f(z) dz::;’y[f(z) dz
/(af+bg)dz:a/fdz+b/gdz

Y Y Y

e Linearitat:

2.3.5 Satz: Integralabschitzung
Ist |f(2)| < M auf ~ so gilt:

JECEE TR0

Beweis: Sei 0.B.d.A v eine C1-Kurve und F(t) := f(2(t)) - 2/(t) = U(t) + iV (t). Dann ist:

/f(z) dz = re'?
e

/|e“"F )| dt = /\F )| dt = /\f \dt</M|z )| dt = M-L(y) O

10



2.3.6 Zuriickfiihrung auf Kurvenintegrale im R?

Sei f stetig, v eine stiickweise C!-Kurve. Dann gilt:

2) /f(z) dz:/(udm—vdy)+i/(vdx+udy):/g-d(x,y)+i/h-d(a:,y) mit g = (u, —v), h = (v,u)

b) Ist f holomorph in 2 = Die Vektorfelder g, h erfiillen die Integrabilititsbedingung in 2, das heifit auf sternformigen
(sogar einfach zusammenhéngendem) Gebiet € gilt: ¢ und h sind Gradientenfelder (es existiert eine Stammfunktion)
und es folgt die Wegunabhéngigkeit.

Erinerung: F : R” — R heifit Stammfunktion von f : R" — R™ wenn F’ = grad F' = f gilt.

Beweis:

a) Merkregel:
/ (u + iv)(dz + idy) =
]

2 —

(udx — vdy) + 1 /(vdx + udy)
g

Eigentlicher Beweis:
b

/ (u+iv) dz = / fu(t), y(6)) + iv((t), y(&))] - [2(6) +iy/ (1)) dt
Y f a z(t) 2/ (t)

b b
— [ {ule (0,40 - 2'(0) ~ ol 90) -V O de+i [ (o) u®) v O + olalt).u®) 20 di

b

b b b
— [ ue).p(0) /@) di~ [ o(a®).v0) v/ diri [ ule®).90) v dt+i [ olao,v0) 20 d

a u dx v dy u dy v dx
b) Sei f holomorph. Dann ist u, = vy, uy = —v,. Also
991 _ 992

oy Ty T e ox

Oh,  Ohs

Ty T oy
Somit erfiillen g, h die Integrabilitdtsbedingung von Schwarz (vgl. reelle Analysis).

2.3.7 Folgerung: Grundformeln der Funktionentheorie

/ dz =27, /(Z—zo)"dZZO,neZ\{_l}

zZ— 20

CT‘(ZO) C7.(Zo)
Beweis:
27 27
/ (z—2)"dz = / (re)" ire'dt = ir"*! /e“(”“)dt
———
Cr(z0)  f(2) 0 0

2m
. . 0 n+1#£0
= ir"tt 1)t 1)t dt =
ir /[cos(n—i— )t +isin(n + 1)t omi im0
0

(%) : Sub: 2z = zg +re’ — 2 =r(—sint+icost) =ir(cost +isint) =ire’ [

11



2.3.8 Satz liber Stammfunktionen

Sei Q ein Gebiet, und f : Q2 — C stetig und jedes Kurvenintegral von f sei wegunabhéingig, das heift

/f(z) dz

héngt nur von Anfangs- und Endpunkt ab. Sei
= /f(w) dw = /f(w) dw , v Weg von zp nach z fiir festes zg

Dann ist F' holomorph und Stammfunktion von f, das heifst F’ = f.

Beweis: Sei F(x +iy) = U(z,y) + iV (z,y). Dann gilt:

z

/f /(ud:c — vdy) +i /(vdw + udy)

20

U \4

Da beide rechte Integrale wegunabhéngig sind, folgt dass U zu (u, —v), V zu (v,u) Stammfunktionen sind. Also
Upg=u,U;=~-v, Vy=v,V,=u

= U,V €C! A Cauchy-Riemannsche DGL

(2.2.5)

= F holomorph , F’ Us+iVy=u+iv=f 0O

Folgerung: Sei Q ein sternférmiges Gebiet (oder einfaches Gebiet, das heifit C2-diffeomorphes Bild eines sternférmiges
Gebietes), f holomorph in Q. Dann besitzt f eine Stammfunktion F' in Q, und es ist

§ 1) dz -

flir jeden geschlossenen Weg ~ in .

Beweis: f = u + i erfiillt die C-R-DGL, das heifst die Vektorfelder (u,—v), (v,u) erfiillen die Integrabilititsbedingun-
gen. Da () sternférmig ist, ist

/f(z) dz = / (udx — vdy) +z'/(vdx + udy)

wegunabhéngig. Somit existiert eine Stammfunktion F. [

2.3.9 Definition: Komplexer Logarithmus
. 1
Sei Q:=C\R_ = {z=re"|r>0, -7 < ¢ <7} die geschlitzte Ebene (sternférmig), f(z) = = in € holomorph. Dann
z
existiert nach vorigem Satz eine Stammfunktion F in Q mit F(1) = 0:

arg(2)

F(z)= dz = |/dz /dz L /dt / ire” dt =Inr + iarg(z) : Stammfunktion zu {

zt

() : Substitution im 2. Integral: z(t) := re*

12



Somit Definition von In:

d ,
lnz::/—w: Inr +ip fir z=7re"?, r>0, - 1<p<7w

1 reeller In

1
heiltt Hauptzweig des Logarithmus, und ist Stammfunktion zu — mit In1 = 0.
z

Bemerke: Es wird oft ”log” anstelle von "In” geschrieben.

Bemerkungen:

a) e"* =2 zeC\R_ denn

e . .
elnz — eln1e —_ elnr—&-zap — Tezgo

b) Ine¥ =w fiir |Sw| < 7 (folgt aus Definition von In)

2.3.10 Definition: Zweig des Logarithmus
Sei ) ein einfaches Gebiet, 0 ¢ €2, F' holomorph in Q. F heift Zweig des Logarithmus, wenn gilt:

B =2 2eQ

2.3.11 Satz iiber Zweige des Logarithmus
Zu jedem einfachen Gebiet 2 mit 0 ¢ Q gibt es unendlich viele Zweige des Logarithmus. Sie unterscheiden sich um ganzzahlige

Vielfache von 2i.

Erlduterung:

a) () geschlossene Ebene. Dann hat
F(z)=1Inz

die Eigenschaft

eF(z) — elnz =z

das heiftt der Hauptzweig ist auch Zweig des Logarithmus.

b) Fir
F(z) =1nz+ 2kmi

folgt ,
eF(z) — eln z2+2kmi _

das heiflt F' ist Zweig des Logarithmus in geschichteter Ebene (vgl. Riemann-Schichten).

13



Bemerkung zu den Zweigen der Quadratwurzel: Zu Q = C\ R_ gibt es genau zwei holomorphe Funktionen fi, fo
. 2 _ _ .
mit ff(z) =2, k=1,2:

f2(2):Z _ f(Z):ﬁ:Z%ZG%mZ; s(Inr+ip) _ \[6 £

(*) - Oder : f(Z) — %(1nr+zgp+27n) _ \[612—4-177

Bemerkungen zu eindeutigen bzw. mehrdeutigen Funktionen:

a) Funktionen der Form 2*(k € Z), e, trigonometrische und hyperbolische Funktionen (sin, cos, tan, cot, sinh, ... ) sind
eindeutige Funktionen.

b) Inz, die allgemeine Exponentialfunktion
a®:=e*me a e C\ {0}

und die allgemeine Potenzfunktion

a4

SO . elnz :ealnz7 aeC
sind nicht eindeutig, das heifft zu ihnen gehdren mehrere Zweige (im allgemeinen unendlich viele). Speziell hat
W=z, n € N\ {0}
genau n Zweige.

¢) Doch fiir a = e ist (per Konvention)

z . ~
e =Y g
n=0
eindeutig definiert (Ausnahme). Entsprechend sind dann
e —e”? e* + e ?
sinh z , coshz
2 2
iz e—iz ev’,z + e—iz
sinz ;= ——— , cosz = ————
2i 2

eindeutig. Analog definiert man fiir £ € Z die eindeutige Potenzfunktion:

Fi=goz g £
—
k mal

2.3.12 Definition: Kompakte Konvergenz

Fiir ein Gebiet Q C C, stetige Funktionen f,, : Q@ — C, die gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge von 2 gegen f
gleichméafig
—

streben: f, f, sagt man: f, streben gegen f in ) im Sinne der kompakten Konvergenz.

2.3.13 Satz iiber kompakte Konvergenz
Seien f, stetig, die in  gegen f im Sinne der kompakten Konvergenz streben. Dann ist f in ) stetig, und fiir jeden Weg ~

in Q gilt:
¥

14



2.4 Analytische Funktionen
2.4.1 Satz iiber Potenzreihen
Sei
oo
f(z)zZan(z—zo)" tlz—2z <R, 0<R< o0
n=0

Dann ist f beliebig oft differenzierbar, und man erh&lt die Ableitungen durch gliedweise Differentiation.
2.4.2 Definition: Analytische Funktion

Eine Funktion f : Q — C heift analytisch <

Vzo€Q:3R>0:fin Bg(zg) als Potenzreihe darstellbar : f(z) = Z an(z — 20)"
n=0

1
1) =3 anlz — 2)"
re={}

Bemerkungen:

(i) Ist f analytisch in €, so ist f € C*°(€2) und die Potenzreihenkoeffizienten a,, sind eindeutig gegeben durch

(n)
anzif (z0) VneNg
n!

denn fiir |z — zp| < R ist:

fM(z) = i E(k—1)...(k—n+1Dap(z — 20)*" — ™ (z) = nlay
k=0

(ii) Sind f und g analytisch in €2, so sind auch Af + pg, f - g analytisch in Q, mit A, u € C.

2.4.3 Identititssatz fiir analytische Funktionen

Seien f, g analytisch auf dem Gebiet Q und f(z,) = g(z,) fir eine bestimmte Folge
(2,) CQ, 2p — 20 €Q, 2 # 20
Dann ist f = g.

Erléiuterung: Die Ubereinstimmung auf einer einzigen, in Q konvergierenden Folge z, — 2o, 2z, # 2o reicht fiir analy-
tische Funktionen aus, um die vollstdndige Ubereinstimmung auf €2 zu schliefen.
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Q

f,g analytisch

f(zn) =9g(zn), n €N

Alternative Formulierung: Analog kann man fordern: f und g mogen iibereinstimmen auf einer abzahlbaren (unendlichen)
Punktmenge in €2, die mindestens einen Haufungspunkt in € besitzt. Dann ist f = ¢g in 2

Beispiele

1
a) f(z)= ist analytisch in Q = C\ {w}.
w—z
Beweis: Sei zg € Q : fiir |z — 29| < R := |w — 2] ist:

1 1 1 1 v = (z2—2)"
' —Z0 :Z(

w—2z w—2y+z0—2 w — 2o 1—%20 = w — zp)" 1
oo
(>|<).Fu1r\q|<1.1 —Zq
n=0
b) Die Exponentialfunktion e* ist analytisch in C, denn
o 20
e
z 20 JZ—20 __ . .
e e*e = ZO o (z — 20)
n=

¢) Analog sind auch alle trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen analytisch.

2.4.4 Nullstellen analytischer Funktionen
Sei f auf Q analytisch und nicht konstant. Dann gilt:

a) Ist f(z0) =0, 29 € Q, so existiert ein k € N und eine Umgebung U(2p) um zg, so dass:

f(z) = (2 = 20)"g(2) , g(2) #0
in U(zp) ist. Diese (eindeutig bestimmte) Zahl k£ nennt man Ordnung der Nullstelle zp.

b) f hat an der Stelle zy Nullstelle k-ter Ordnung <
f(z0) = f'(20) = . = F¥ 7D (20) =0, f®)(2) #0

¢) Zu jeder kompakten Teilmenge von Q hat f hiochstens endlich viele Nullstellen.

Beweis: Folgt aus den letzten Sétzen.

2.4.5 Cauchyscher Integralsatz fiir einfache Gebiete

Sei f holomorph in einem sternférmigen (allgemeiner: einfachen) Gebiet €2, v ein geschlossener Weg. Dann ist

JECEEUR®
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Folgerung 1: Obere Gleichung (*) gilt auch fiir einfach gelagerten Weg, das heiflt v € Q' C Q, @ einfach.

Bemerkungen:

(i) Betrachten den Kreisring: dies ist kein einfaches Gebiet, denn

/ @:27%750
z
(0)

-

AN,
\e

Nt

(ii) Der Cauchysche Integralsatz gilt auch fiir holomorphe Funktionen f auf allgemeineren Gebieten €, z.B

/ f(z)dz=0
oM

(iii) Sei f in ©Q\ {20} holomorph. Dann ist

/f(z) dz — / f(2) dz:/f(z) dz + / f(z) dz = /f(z) dz=0
¥ c ¥ oM

(20) —Cr(z0)

17



Hierbei: v umléauft zy einfach positiv, das heifit
{20 + e’ it > O}

trifft z(¢) (Parametrisierung von ) in genau einem Punkt. Im folgenden Bild umléuft zum Beispiel v den Punkt zg
nicht einfach.

’
4

(iv) Beispiel: Fiir v geschlossen um zy (analog zu oben)

1 3.
/7 dz (237 271
zZ— 20

~

2.4.6 Homologiesatz
Sei ) ein Gebiet, f in @\ {20} holomorph, v umlaufe z; einfach positiv. Dann ist

/f(z) dz = / f(z) dz
g Cr(20)

falls das Innere von v und C,.(zp) in 2 sind.

2.4.7 Definition: Homologe Wege

Zwei geschlossene Wege 71,72 heifen homolog :<

/fdz:/fdz vV fech(n)

71 Y2

Zum Beispiel waren die im Homologiesatz erwihnten Wege v und C..(zp) homolog in 2\ {zo}.

2.5 Cauchysche Integralformel
2.5.1 Cauchysche Integralformel fiir Kreise
Sei f holomorph in ©, und B, (zp) C 2 eine abgeschlossene Kugel in . Dann ist

_ 1 f(w)
f(z)—% / mdw VZEBp(Zo),pST
Cp(20)

18



K’r (ZO)

2.5.2 Cauchysche Integralformel fiir einfach, positiv umlaufende Wege

Es sei v ein geschlossener Weg, der jeden von ihm umschlossenen Punkt einfach positiv umlauft. 4 und sein Inneres sei in 2
enthalten. Ist f in  holomorph, so gilt:

1
f(z)=— / Sw) dw ¥V zim Inneren von 7
21 ) w—=z

5
Beweis: Betrachten z im Inneren von +. Dann 3 & > 0 so dass Ce(z) und v homolog beziiglich 2\ {z}. Daraus folgt

Ce(2)

2.5.3 Potenzreihenentwicklung holomorpher Funktionen
Sei f in € holomorph. Dann gilt:

a) f ist in © analytisch. Somit ist insbesondere f € C>(2)

oo
b) Sei f(2) = Z an(z—20)" die Potenzreihenentwicklung um zo € Q. Dann ist der Konvergenzradius der Reihe mindestens
k=0

R := dist(zp, 09)
und

f™(z0) 1 f(2)
=" = [CErs = dz V¥ 0<r<R (Cauchy-Formeln)

Erlauterung: Der Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung von f um einen Punkt z; ist immer mindestens so grof§
wie der Abstand von zy zum Rand 0f2.
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f holomorph

f(z) = Z an(z — 20)"

n=0

Somit ist insbesondere jede holomorphe Funktion f € C!(f) auch analytisch in €, das heifit f € C>°(Q).

Vergleich zum reellen: Im reellen existiert kein analoger Satz, das heiRt ist f € C'(a,b) so ist im allgemeinen nicht
f € C>®(a,b). Betrachten zum Beispiel
22 x>0
|

0 cx <0

Dann ist

f’(x):{Zx x>0

0 cx <0

stetig, also f € C*(R). Doch f” ist nicht differenzierbar in x = 0, das heift f ¢ C?(R).
Es gibt sogar C*° Funktionen im reellen, die trotzdem nicht analytisch sind. Beispiel (Cauchy):

OIS e

Dann ist zwar f € C>(R), aber in « = 0 nicht analytisch, sprich in keiner Umgebung B2(0) in eine Potenzreihe entwickelbar,
denn wére

f(z) = Z anx"
n=0

so wére insbesondere
AR

n! =0

an

das heifit in einer Umgebung B2(0) ist f(x) = 0, was ein Widerspruch ist!

2.5.4 Identititssatz fiir holomorphe Funktionen

Seien f, g in Q holomorph und
(2n) CQ, 2p > 20 €Q, 2, # 20

Ist f(zn) = g(2zy) so folgt f =g in Q.
Beweis:Da f, g analytisch sind folgt nach Satz 2.4.3 die Behauptung.

Bemerkung: (Fortsetzung reeller analytischer Funktionen)

a) Die einzige holomorphe Fortsetzung von e*, z € R ins Komplexe ist

o0

Erlduterung: Betrachten die holomorphe Funktion

fz)=¢e*, zeC
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Diese stimmt mit e* fiir z € R {iberein. Ist g : C — C ebenfalls holomorph, mit g(x) = e* auf R, so wihlen eine
beliebige in R konvergente Punktfolge (z,) C R, z, — 29 € R. Dann ist g(z,) = f(2,), so dass nach obigem Satz gilt:
f(z) =g(2), z€C

b) Die eindeutig bestimmten, analytischen Fortsetzungen von sin, cos ins Komplexe sind:

; — o0
el* _ g—i% N 22n+1

sin z 5 (-1)

iz —iz 0
cosz = eere ~ Z(—l)” -

Folgerungen: Eigenschaften von sin,cos: Es gilt:

a) sin®z+cos?z=1 fir z € C.
Beweis: Fiir z € R ist bekanntlich cos? z 4 sin® z = 1 =: f(z). Nach dem Identitiitssatz miissen auch die analytischen
Fortsetzungen beider Seiten gleich sein.

b) cos(z 4 2kw) = cosz , sin(z + 27k) = sin z fir k € Z.
Analog zu (a): Identitétssatz.

oo

In(1 = -1 (n+1) 2 1
c) In(1+2) Z::( ) n,|2\<

n=1
Analog zu (a): Fir z € R, |z| < 1 gilt die Behauptung.

Jedes bekannte Additionstheorem {iber Winkelfunktionen im Reellen kann auf C iibertragen werden!

2.5.5 Definition: Ganze Funktion

Eine auf ganz C holomorphe Funktion heifst ganze Funktion. Insbesondere gilt fiir ganze Funktionen:
f(z) = Z anz" , z€ C — Konvergenzradius: R = oo
n=0

Beispiel: Polynome, e?, sin, cos sind alles ganze Funktionen.

2.5.6 Satz liber Potenzreihen

Es sei -
flz) = Zan(z —zp)" fiir |z—z0| <R
n=0
Sei auferdem
M(f,r) :=max{|f(2)|: |z — 2| =7} fir 0<r <R

Dann gilt:

M(f,r)
T"

lan| < , n € Ng

21



f(z) = Z an(z — 20)"

n=0

Beweis: Durch die Cauchy Integralformel folgt sofort:

1 f(2) (235 1 M(f,r)
nl = — ———dz| < — 27r- O
[an] 27 / (z — zp)"H! S |
(20)

2.5.7 Satz von Liouville

Jede beschrénkte, ganze Funktion ist konstant. Somit gilt insbesondere: Jede ganze, nicht-konstante Funktion ist nicht be-
schrénkt.
Beispiel: sin, cos sind nicht beschréankt.

Beweis: Sei f eine ganze Funktion, dann ist sie entwickelbar gemé&f
o0
f(z) = Zanz" ,2€C
n=0
mit dem Konvergenzradius R = co. Sei f beschrinkt, das heif$t |f(z)| < M. Dann ist

M
lan| < — Vr>0
Tn

Lassen wir r — oo gehen, so muss a, =0V n € N sein, also f(z) =a9 O

2.5.8 Fundamentalsatz der Algebra

Es sei p € C[X] ein nicht-konstantes Polynom mit komplexen Koeffizienten. Dann besitzt p mindestens eine Nullstelle in C.
Daraus folgt insbesondere der Fundamentalsatz der Algebra: p lisst sich als Produkt linearer Faktoren schreiben.

Beweis:

a) Seip(z)=ap+- -+ a,z" mit a,, # 0, n > 1. Dann ist:

lim p() = lap| >0
|z|—oo | 2™
Somit existiert ein R > 0 mit
1
22| Lo fiir o] > R
AL 2
also 1 5
<—=M , |2]| >R 1
P = el R SERINS

1
Annahme: p(z) # 0 auf ganz C. Dann ist f := — eine ganze Funktion. Wegen (1) ist f fiir |z] > R beschrankt. Da f

p
stetig auf der kompakten Menge Br(0) ist f auch fiir |z| < R beschriankt. Somit ist f beschrankt, und nach Satz 2.5.7
konstant. Somit muss jedoch auch p konstant sein, was ein Widerspruch zur Annahme war!
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b) Fall: grad(p) > 2. Sei A\; Nullstelle von p. Dann ist p(z) = (2 — A1) -q(2) mit grad ¢ > 1. Somit hat auch ¢ eine Nullstelle
A2, usw., also
p(z)=apn(z—=A1) .- (z—=\p) O
Bemerkung: Es gilt ferner:
e Ist z Nullstelle eines Polynoms P € R[X], so ist auch z Nullstelle von P.
e Jedes Polynom P € R[X], Grad(P) > 0, kann man in Produkt linearer und quadratischer Faktoren g; € R[X] zerlegen:

m

P = Hgi , Grad(g;) € {1,2}

i=1

e Die Vielfachheit einer nichtreellen Nullstelle a+ 37 eines Polynoms P € R[X] ist gleich der Vielfachheit der konjugierten
Nullstelle « — i8.

2.5.9 Satz von Morera

Sei f in € stetig und / f(2) dz = 0 fiir jeden geschlossenen, einfach gelagerten Weg ~ in ) (das heifft v befindet sich in

5
einem einfachen Teilgebiet von ). Dann ist f holomorph.

Bemerkung: Es geniigt sogar dass die Eigenschaft fiir jeden geschlossen, in einem sternformigen Gebiet ' C Q liegenden
Weg gilt.

Beweis: Betrachten eine beliebige Kugel B,.(z9) C Q. Dann besitzt f eine Stammfunktion F' auf B,.(z) (vgl. Satz 2.3.8) da
jedes Integral / f(2) dz in B,(z) wegunabhéngig ist:

~

/f(z) dz—/f(z) d2:/f(z) dz+/f(z) dz=0

BT‘(Z())

Da F holomorph ist, folgt f = F’ holomorph auf B,(zp). Da Q offen ist, existiert um jeden Punkt zy solch eine Kugel, das
heifst f ist holomorph in 2. O

2.5.10 Satz iiber Vertauschung von Differentiation und Grenziibergang

Es seien f,, in Q holomorph und kompakt konvergent gegen f (das heifst f,,(z) — f(z) gleichméRig auf jede kompakte
Teilmenge von ). Dann ist f holomorph in Q. Ferner gilt im Sinne der kompakten Konvergenz:

®(2) = f®(z), keN

Bemerkung: Im reellen existiert keine analoge Aussage!
Folgerung: Eine kompakt konvergente Reihe aus holomorphen Funktionen ist beliebig oft gliedweise differenzierbar.
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2.5.11 Zusammenfassung der Hauptsitze

Fiir stetige Funktion f auf Q sind folgende Aussagen dquivalent:
a) f ist holomorph in §2
b) f ist analytisch in Q
c) f(x+iy) =u(x,y) +iv(z,y) wobei u,v : Q — R C'-Funktionen sind, mit
Ou  0Ov Oou ov

27 4 2227
or Oy u oy ox

d) / f(2) dz = 0 fiir jeden geschlossenen, einfach gelagerten Weg ~ in €.

v
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3 Laurent-Entwicklungen

3.1 Singularititen
3.1.1 Definition: Isolierte Singularitét

Es sei f holomorph mit D(f) = Q\ {z0}. Dann heift zy € Q isolierte Singularitit von f.
2o heifst hebbare Singularitit genau dann wenn eine holomorphe Funktion ¢ in einer Kugel B.(zg) existiert, mit

f(2) =g(2) in Be(20) \ {0}
zo heifst Polstelle falls gilt:
lim [f(z)] = o0
z—2z0

zo heilt wesentliche Singularitdit falls sie weder Polstelle noch eine hebbare Singularitét ist.

Beispiel 1:

a) Fir
sin z
f(z) =
ist zg = 0 eine hebbare Singularitit, denn: Fiir z # 0 ist
sin z 22 A
wobei g(z) eine iiberall konvergente Reihe ist, das heifit g ist ganz. Weiter ist
sin z
() = . tz2#0
1 :2=0
b) Fiir
23 -1
f(Z) T -1
ist zg = 1 eine hebbare Singularitét.
¢) Die Funktion
-1
f(z) = —
hat in zy = 0 eine hebbare Singularitét.
d) Die Funktion
1
f(z) = .
besitzt in zy = 0 eine Polstelle.
e) Die Funktion
f(z)=e*, 240

besitzt in zg = 0 eine wesentliche Singularitéat.
Beweis: 2z ist keine hebbare Singularitéit, denn

1
lim f (> = lim e" =
n—oo n n—oo

Wiirde es eine Funktion g um zo mit g(z) = f(z) giben, so miisse g(z) —= oo gehen, das heift g wire in zy nicht
stetig. Andererseits ist zy auch keine Polstelle, denn

1
lim f(—) =e "=0#0
n—oo n
Somit ist zp eine wesentliche Singularitit.
Betrachten ferner

1
. f (2m‘n> = Jm e

das heift der Grenzwert lim f(z) existiert nicht mal.

z—20
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Beispiel 2: Betrachten die Funktion

a) Esist

1 - -
e Z (2 ZO - Zan - : konvergent fiir |z — 29| < |w — 2o

Es liegt sogar gleichméfige Konvergenz fiir < p < 1 vor, und somit kompakte Konvergenz.

w — 2o

b) Fiir |z — 29| > |w — 2| erhélt man nach Vertauschen von w und z in (a):

w—z (z — 20) ”*1 (z—2z0)" 0 (z — zo)"
n=1 — b, n=1

wobei fiir 1 < r < ' i sogar gleichméfige Konvergenz vorliegt.

w — 2o

|2 — 20| < |w — o

w e
¢ oo
f(z) = Z an(z
T n=1
f -7 Potentzreihenentwickelbar
‘\

S oo

\ b
0= 2 =y

n=1

Laurent-Reihe

3.1.2 Definition: Laurent-Reihe
Eine Reihe der Form

oo

Z an(z — 20)"

n=-—00
heiftt Laurent-Reihe. Sie heilit konvergent an der Stelle z <

—1

2)i= Y an(z—2)" und h(z):= Y an(z—z)" :Z (2 — zo)"
n=0

n=-—00 n=1

sind konvergent. Dann ist
o0

Z an(z — 20)" = h(z) + r(z)

n=—oo

wobei h(z) singuldrer oder Hauptteil und r(z) reguldrer oder Nebenteil heifst.
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3.1.3 Satz iliber den singuliren Teil der Laurent-Reihe

Betrachten

Dann gilt:

a) Ist die Reihe konvergent fiir z = z7, so ist sie absolut konvergent V z : |z — zg| > |21 — 2o]-

b) Ist die Reihe divergent in z = z9, so ist sie divergent V z : |z — zg| < |22 — 20|-

Beweis: Setzen w = also
zZ— 20
oo a oo
E - — = E a_,w"
Z—Z
n=1 ( 0) n=1
a) Ist
= 1
g G—n
21— 2o)"
n=1 ( ! O)
wi
konvergent, so ist
= 1

absolut konvergent fiir |w| < |wy].

b) Ist anderseits
o0
> oo o
e G

—_—————

n
wy

divergent, so ist
1

[eS)
Z G—n (Z _ Zo)n
n=1 \ ,

w

divergent fiir |w| > |wy].

Folgerung: Ist der Hauptteil einer Laurent-Reihe konvergent fiir z;, der regulére Teil konvergent fiir z5, so ist die
Laurent-Reihe konvergent im Ring-Gebiet

pi=|z1 — 20| < |z — 20| <|22— 20| =R

27



3.1.4 Satz: Gleichmiiftige Konvergenz der Laurent-Reihe

Ist
o0
Y an(z—20)" = f(2)
n=-—o0o
konvergent fiir p 1= |21 — 20| < |z —20] < |22 —20] =@ Rmit 0 < p < R < o0, so ist sie gleichméfig konvergent fiir
p+e<|z—2z] <r, e >0, r < R (kompakter Kreisring). Insbesondere ist dann f in diesem Kreisring holomorph. Dabei
gilt:
1 f(w)
= — —————dw , p<r<R
= omi / (w — zo)"T1 woopsT
CV,V(ZQ)
3.1.5 Identitétssatz fiir Laurent-Reihen
Sei p := |21 — 20|, R :=|z2 — z0|. Gilt
oo o0
Z an(z — 20)" = Z bu(z — 20)" fir p<|z—2| <R
n=—oo n=-—oo

sosind a, =b, VnéeZ.
Beweis: Folgt direkt aus der Formel fiir die Koeffizienten a,,, b,,.

3.1.6 Satz iliber die Laurentreihen-Entwickelbarkeit

Sei f holomorph im Ringgebiet G := {2z € C: p < |z — 20| < R} mit 0 < p < R < co. Dann besitzt f die Reihenentwicklung

oo

f)= ) anlz—2)"

n=—oo

und ist in jeder kompakten Teilmenge von G gleichméfig konvergent. Dabei folgt durch die Cauchy-Integralformel:

1 f(w) .
an =5 / de fir p<r<R
Cr(20)

Somit ist f durch ihre Laurent-Reihe dargestellt. Nach Satz 3.1.5 ist diese eindeutig bestimmt.

HOEDBCACEE

n=0

/ .
x fz) =3 dl(e— )"
f@= Y anlz—z)" Z‘; !

n=—00

Bemerke: zy muss nicht unbedingt in G sein.

Beispiel:
1 1 1 2
-2 S fiir 0< |z <7
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3.1.7 Satz iliber die Abschitzung der Koeffizienten einer Laurent-Reihe

Die Funktion f besitze die Laurent-Reihe

f& = S anle— )"
n=-—oo
und es sei
M(f,r) :=max{f(z):|z— 2| =7} , p<r<R
Dann gilt
M
\aﬂﬁ@ VneZ
r

3.1.8 Satz von Riemann

Ist f holomorph und beschrankt fiir 0 < |z — 29| < R, so ist zg eine hebbare Singularitét.

Beweis: Da f holomorph ist, besitzt sie die Laurent-Reihen-Darstellung

oo

f)= 3 anlz—=2)"

n=—oo

Wegen |f| < M fiir ein geeignetes M > 0, folgt
n
an < — , 0<r<R = la_n| < Mr™ , neN
r

Lassen wir » — 0 gehen, so geht a_,, — 0, das heitt a_, =0V n € N, bzw.

f(Z)ZZan(Z—ZO)n , 0<]z—2|<R
n=0

Doch die rechte Seite ist holomorph in |z — zo| < R. O

3.1.9 Charakterisierung von Polstellen
Es sei f holomorph in 0 < |z — 29| < R. Dann besitzt f in zy eine Polstelle, genau dann wenn f von der Form

o0

flz)= Z an(z—20)", meN | a_,, #0

n=—m

ist. Dabei ist m die so- genannte Ordnung der Polstelle zg.

3.1.10 Kriterium fiir Pole

Eine isolierte Singularitéit zo von f ist Pol m-ter Ordnung, genau dann wenn

lim (z — 29)" f(2)
zZ—2z0
existiert und ungleich 0 ist. Sei g holomorph in einer Umgebung von zp und zy eine Nullstelle m-ter Ordnung von g. Dann

hat
1

g

in 2o einen Pol m-ter Ordnung.
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3.1.11 Definition: Ganz transzendente Funktion

Eine Funktion f ist genau dann ganz-transzendent, falls f ganz und kein Polynom ist.

3.1.12 Satz von Casorati-Weierstraf}
Sei f holomorph in 0 < |z — 29| < R. Ist zp eine wesentliche Singularitéit von f, so gilt:
() VaeC:3 (zn) 1 2n — 20 N fzn) —a
(il) 3 (wp) : wp — 20 A |f(wy)| — 0
Bemerkungen:
a) Ist f ganz-transzendent, so hat f (%) in 0 eine wesentliche Singularitat.
b) Fiir ein Polynom p vom Grad n > 1 gilt: p (%) besitzt in 0 ein Pol n-ter Ordnung.
Beweis der Bemerkungen:

a) Nach Vorraussetzung ist f kein Polynom, das heift Vn € N : 3 n’ > n: a,y # 0. Zusammen mit der Darstellung

1 > 1 0
f<z>:nz_%a"z”: _2: a\_’n/z”,z;zéo

impliziert dies nach Charakterisierungssatz 3.1.9 dass 0 keine Polstelle sein kann.

Aufgrund der Eindeutigkeit der Laurent-Reihe von f (%) kann f (%) nicht holomorph fortgesetzt werden (vgl. Potenz-
reihenentwickelbarkeit holomorpher Funktionen 2.5.3).

b) Entsprechend.

3.1.13 Satz von Casorati-Weierstraf$ fiir ganz-transzendente Funktionen

Fiir eine ganz-transzendente Funktion f gilt:
(1) VaeC:3 (zn):|zn] m 00 A flzn) —a
(2) 3 (wn) : [wn| =00 A [f(wn)] = 00

Beweis: Folgt aus den Bemerkungen des Satzes von Casorati-Weierstraf (3.1.12).

3.1.14 Satz von Picard

Besitzt f in zp eine wesentliche Singularitit, so existiert ein a € C, so dass f in jeder Umgebung von zy alle Werte von
C\ {a} annimmt.

3.2 Residuenkalkiil
3.2.1 Definition: Residuum
Sei f holomorph in 2\ {z0}, 2o sei isolierte singularitét. Dann ist

f(z) = Z an(z—20)" , 0<|z—20| <R, R>0

n—=——oo

Der Koeffizient a_1 heifst Residuum von f an der Stelle zy. Schreibweise:

Res(f,20) :==a_1
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Dabei gilt

1 1
—g_; = — dz = — d
Res(fz0) a1 = 5 [ ) de= o [ 1) ds
CT(Z()) vy
flir 0 < r < R und einen beliebigen Weg -, der z; einfach, positiv umlduft und mit seinem Inneren ganz in 2 liegt.
Bemerkung: Obere stellt die einfachste Form des Residuensatzes dar, und folgt aus der Formel fiir die Koeffizienten von

Laurentreihen (3.1.6)

Res(/, 20) = 5 / f(2) dz

Cr(zo0)

,,/ Res(f,z0) = %/f(z) dz

/ v

Ringgébiet: Q:={2:0< |z — 20| < R}

foo]

[ =Y aulz—z)"

n=-—00

3.2.2 Satz iiber das Residuum
Die Funktion f sei in Q\ {29} holomorph und besitze in zy eine isolierte Singularitét. Dann gilt:

a) Existiert der Grenzwert lim (z — zg)f(z), das heifst ist zo eine hebbare Singularitdt oder Pol 1. Ordnung, so gilt

zZ—20

Res(f,2z0) = lim (z — 20) f(2)

zZ—20

b)
Res(af + ﬁga ZO) = OéRGS(f, ZO) + ﬁRGS(g, ZO) ) aaﬁ eC

¢) Ist g holomorph in einer Umgebung von zp und hat f in 2o einen Pol 1. Ordnung, so gilt
Res(f - g,20) = g(20) - Res(f, 20)

d) Ist zp eine einfache Nullstelle von f, so folgt

1 1
Res (7220) = 7

Beweis: (a) und (b) folgen direkt aus der Laurentreihen-Entwicklung. (¢) und (d) folgen aus (a).
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Beispiel:

1 1 o
= = —ta(1+20) 1 —0.1.2.3 =142
f(Z) 1+ 24 (Z_ZO)(Z_Zl)(Z—Zl)(Z—Zg) s Rk e 4 3 s Ly 4y 9y g(Z) +z
1 1 1 k .
R = Res ( -, - = =-2q -1
es(f, zk) es (g zk> 7020 42% 1 a zp

3.2.3 Residuensatz
f sei holomorph in £ mit ausname isolierter Singularitdten. Trifft der in 2 geschlossene Weg « keine Singularitdten von f,

so gilt

N
/f(z) dz = 2mi E:Res(f7 20)
2 k=1

wobei z1, .., zy die von v umschlossenen Singularitéten seien.
Allgemeiner und genauer: v sei Rand eines Gebietes M, wobei sich M in My, ., M, zerlegen lasse:

M:UMi,MiﬂMj:V)fﬁri7éj
i=1

Dabei umlaufe 0M; das Gebiet M; einfach positiv und es existiere in jedem M; hochstens eine Singularitét. Insbesondere
sollte flir OM; gelten: enthélt M; keine Singularitét, so gilt der Cauchysche Integralsatz.
Beweis:

Ist in M; keine Singularitét enthalten ist, gilt:

/ f(z)dz=0
aM;

Falls in M; eine Singularitat z;, enthalten ist, so ist
f(2) dz = 2miRes(f, zi)
oM,

also

m N
/ f(z) dz = Z / f(z) dz = QWiZRes(f, Zk)
oM i=1ly

A, k=1
Bemerkung 1: Definieren die Hilfsfunktion f(z) = 7 cot 7z, wobei
1 2oty 2n%

m
ST S L . B 1
f(2) e A T T ,0< 2] <
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Dabei hat cot einfach Pole an den stellen k7w, k € Z (und Periodizitéit 7) und ist sonst holomorph. Somit hat f Pole an den
Stellen k£ € Z (und Periodizitét 1) und ist sonst holomorph. Es ist:

Res(f,k)=1, keZ

3.2.4 Satz iliber rationale Funktionen

Es seien p, q teilerfremde Polynome, mit °(q) >° (p) + 2, f(z) := 7 cot 7z. Dann gilt:

£ 5o (o)

q(a)=0

Beispiel: FEulersche Formeln:

=1 2 1 | 7o
2 6w w0 2w o
Beweis: Betrachten die Funktionen: p(z) = 1, ¢q(z) = 2%. Es ist
meotmz 1 w21 gt 270 o
= —_——_———— ——Z —_— —_
22 23 3z 45 945
—
g=L2f
2 1 w2 =1 2
R ,0 =—-— = —_ = = =
eslg.0)=—3 2oETy T
0#n€eZ n=1

Die anderen beiden Reihen ergeben sich durch ¢(z) := 2% bzw. ¢(z) := 26. O

3.2.5 Satz: Berechnung reeller Integrale

Sei f holomorph in C mit Ausnahmestellen in endlich vielen Singularitdten zi, .., zn, die nicht auf der reellen Achse liegen.
Gilt fir geeignete C' > 0, r > O:

f(Z)|§|jg fiir |5 >, S() >0

so folgt:

Sz, >0

/f(x) dx = 2mi Z Res(f, zi)

Beweis: Nach dem Majorantenkriterium konvergiert das Integral

7 f(x) dz

Sei R > r so grof dass alle Singularititen z; in Br(0) sind. Betrachten den positiv laufenden Weg ~}, um den Halbkreis
H":={2€C:|z| =R, 3z >0}

und den von —R nach R auf der reellen Achse laufenden Weg ~%". Nennen g := v5" @ V5.

33



&

TR

Tr

Dann ist einerseits

/f(z) dz = 27 Z Res(f, zx)
R Sz >0

und andererseits

/f(z) iz = /Rf(x) dx—i—/f(z) dz s /oof(z) iz
A A s

YR
gy}
denn
C R—o0
/f(z) dz Sﬁ'ﬂ'R — 0
R
also

Sz >0

2mi Z Res(f, zx) :Rliinoo/f(z) dz = /f(x) dz
TR —

Bemerkung: Falls f eine analoge Abklingbedingung in der unteren Halbebene Sz < 0 erfiillt, so gilt eine &hnliche Formel.

Beispiel:
/ dr 7
1+z* /2
Beweis: Die Funktion )
1) =
hat in der oberen Halbebene einfache Pole: ‘ .
z21 = el% , 29 = esz
und es ist - )
21 etz 29 617”
R = =—— R =—— =
eb(fv Zl) 4 4 ) eb(fa 22) 4 4
so dass folgt
T
= 21 = —
/ T 28 ﬂl;ReS(f722) 7
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3.2.6 Satz: Berechnung von Fourierintegralen

Sei f holomorph in C mit Ausnahmestellen in endlich vielen Singularitéiten z1,.., zx die nicht auf der reellen Achse liegen.
Fir geeignete C' > 0, r > 0 gelte:

C
lf(2)] < W fir |z| >r
z
Setzen wir ‘
g(z) := f(2)e"™* , dabei z € R fest
so folgt
2mi Z Res(g,2zx) x>0

o0 ‘ Sz >0
/ f(t)e™t dt =
—0 —27i Z Res(g,2zr) 2 <0

Sz <0

| Q

C
Zusatz: Falls statt |f(2)] < —5, |2| > r nur die Bedingung |f(2)| <

k1

, |z| > r erfiillt ist, dann braucht

N

|
7 f(t)etat

nicht mehr zu konvergieren. Aber: Die Behauptung bleibt bestehend, wenn man

7 f(t)e™tat

durch

R—oo

R
lim / f(t)e™tat
-R

ersetzt. Bemerke: Die Existenz des letzteren impliziert nicht die Konvergenz des Integrals!

Beweis des Zusatzes: g sei wie in (3.2.5). Fiir # > 0 folgt dann

/g(z) dz

sy

R
/g(t) dt+iR/e“g(Re“) dt
-R

—~
TR 0 2
Wegen ‘
lg (Re™)| = eiRze’ £ (Re)| = ¢~ Besint. %
und
o8 t2 ¢
sint2t—6:t<1—6> > fiir ogtgg
(5) (9t
(*) : Taylorformel mit Rest = f 5(' )t5 >0, f® = cos()
folgt
T w/2 2 i
R/e“g (Re™)dt| < 2C / e~ ftrsintgy < 2C/e—%R“dt =— (1 - e—%Rm) oy
Rx >0
0 0 0

Somit ist die Behauptung fiir x > 0 gezeigt. Der Fall x < 0 erfolgt analog durch die Substitution s = —t.
O
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3.3 Konforme Abbildungen
3.3.1 Satz iiber analytische Abbildung: Erhaltung der Winkel
Ist f analytisch im Gebiet 2, so bleiben die Winkel in allen Punkten erhalten, in denen f'(z) # 0 ist.

3.3.2 Satz iiber analytische Funktionen: Erhaltung der Verzerrung

Ist f analytisch im Gebiet Q, so besitzt die Abbildung f in jedem Punkt z € Q mit f/(z) # 0 eine von der Richtung
unabhéngige Verzerrung |f/(z)|.

Folgerung: Ist f analytisch in Q, so besitzt f in jedem Punkt zg € Q mit f'(zp) # 0 zwei Eigenschaften:
1. Konstanz der Winkel (einschlieRlich Orientierung)
2. Konstanz der Verzerrung.

Dabei wéhlen wir in der C-Ebene ein infinitesimales Dreieck mit Eckpunkt zp und das entsprechende infinitesimale Bilddreieck
mit Eckpunkt wgy. Dann ist der Winkel bei zp und wqg gleich groff, und die Verhéltnisse der entsprechenden Seiten ist gleich

r#0.

w
W

D~

Z0

3.3.3 Definition: Konforme Abbildung
Eine Funktion f auf einem Gebiet Q heifst konform, falls f in jeder Stelle zo € Q die Eigenschaften (3.3.2) besitzt.
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