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1 Einfiihrung

1.1 Kurze Beschreibung des Problems

Dieser Artikel behandelt sowohl die freie, ungeddmpfte und geddmpft, als auch die erzwungene, ungeddmpfte und
geddmpfte harmonische Schwingung. Die Behandlung erfolgt hauptsichlich von mathematischer Betrachtung aus. Grun-
derfahrungen mit linearen Differenzialgleichungen 2er Ordnung werden vorrausgesetzt. Der Artikel wendet sich hauptséchlich
an Studenten der Physik im ersten Fachsemester.

1.2 Fehler gefunden

Hast Du einen Fehler gefunden oder einen Verbesserungsvorschlag so schicke mir eine eMail: Freakintosh.apfel@DigitalCalamity.org
ohne das Obst



2 Die freie, ungedampfte, harmonische Schwingung

2.1 Beschreibung

Ein sich periodisch verinderndes System (z.b. Mechanisches, Elektrisches) in dem die riicktreibende Kraft! immer linear
jedoch in entgegengesetzter Richtung von der Abweichung vom Gleichgewichtszustand abhéngt wird als ein harmonischer
Schwinger bezeichnet. Eine Schwingende, ideale, reibungsfreie, masselose Feder mit einer angehédngten Masse M ist ein
Harmonischer Schwinger. Ein Physikalisches Pendel ist im generellen? kein harmonischer Schwinger da die riicktreibende
Kraft nicht genau linear von der Abweichung vom Gleichgewichtspunkt abhéngt.

2.2 Beispiel: Der schwimmende Schwinger

Im folgenden Bild wird ein in Wasser (Dichte p) schwimmender, starrer Kérper mit der horizontalen Querschnittfliche A
und der Masse m dargestellt.
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Wir wollen seine Bewegungsgleichung aufstellen. Reibungen werden vernachlédssigt. Im Gleichgewichtszustand (Bild A)
wirkt eine Gewichtskraft Fi; = —mg und eine Auftriebskraft Fy = AXpg. Da wir von Gleichgewicht sprechen gilt:

ZF:FGJrFA = —mg—+ XApg =0
Bei einer Abweichung £ gilt analog:

Y F=Fg+Fa=-mg+ (X —§Apg =—EApg

Apg
m

=&=-¢

Die ricktreibende Kraft ist offensichtlich proportional zur Abweichung £. Laut unserer Definition beschreibt £ eine
harmonische Schwingung®. Wir werden gleich sehen dass die zeitliche Funktion von & wie folgt aussieht:

& =& - cos(wt + ¢o)
wobel w = /Apg/m die so-genannte Kreisfrequenz und T = 27 /w die Periodendauer ist.

2.3 Losen der Bewegungsgleichung
Die obere Differenzialgleichung taucht in allen freien, ungedamften, harmonischen Schwingungen auf, mann muss es oft
nur gut erkennen kénnen. Wir wollen uns jetzt mit der Losung solch einer Gleichung beschéftigen:

&= —w?z, w>0: const

IHier ist von einer generellen Kraft die Rede, im Sinne einer Wirkung die den Zustand des Systems zu verdndern vermag, wie z.b. eine
elektrische Spannung

2Fiir kleine Ausweichunken kann man jedoch von einem harmonischen Schwinger reden

3TInsofern natiirlich Energie im System steckt



Man sieht sofort den Zusammenhang zwischen dieser generellen Form und der vorigen in Abschnitt 2.2:

A
W2 = 2PY
m
Die Losung erfolgt iiber den Ansatz:
z=e

Ableiten und Einsetzten bring:

N =—w?=\=tiw

=z = C1e™! + Che ™! = (C) + Cy) cos(wt) + i(Cy — Cy) sin(wt), C1,Cy : const
= ¢ = Acos(wt) + Bsin(wt), A :=Cy + Cy, B:=i(C; — C5)

Setzen ¢g, Xo € R : Xgcos(¢g) = A, Xosin(¢g) = B

= = X cos(¢p) cos(wt) + Xo sin(¢o) sin(wt) = X - cos(wt + ¢)

Xo und ¢g sind unser System beschreibende Konstanten, die je nach Anfangsbedingungen variieren kénnen.

Graphische Darstellung Folgende Graphik stellt diese Zeitfunktion dar, fiir folgende Bedingungen:

w=1s"1, ¢y = %, X, = 1 Einheit
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3 Die freie, gedampfte, harmonische Schwingung

3.1 Geschwindigkeitsproportionale Dampfung

In den meisten Féllen erfolgen Schwingung nie ungedmpft, das heisst ein Schwingendes System hat immer Energiev-
erluste, die meistens in Form von Warmeumwandlung erfolgen. Wir wollen den einfachen Fall betrachten wo wir eine
Geschwindigkeitsproportionale Reibungskraft haben:

Fr =0z
Dann sieht unsere Gleichung wie folgt aus:

i+t +wir=0

3.2 Losen der Differentialgleichung

Das Losen erfolgt auch hier iiber den e-ansatz.

-0 1 4]
a:zeAt:>)\2—|—5/\—|—w§=O:>)\=7:I:§\/52—4w(2), V=g

3.2.1 Fall 1: Unterkritische Dampfung

Ist der Reibungsfaktor § klein genug (& < 2wp), so dass immer noch eine Schwingung stattfinden kann, so nennt man die
Schwingung unterkritisch gedampft.

1
Q:= 5\/4(,(1(2)—62 = \/wg -2 = A=—y1iQ
=gz=e . [C’leim + C’ge*mt] = Xoe " - cos(QU + ¢p), C1,C%, Xo, ¢ : const

Die Amplitude der resultierenden Schwingung nimmt also exponentiell ab. Die Frequenz ist etwas kleiner als die ur-
springliche Figenfrequenz:

Graphische Darstellung Folgende Graphik stellt diese Zeitfunktion dar, fiir folgende Bedingungen:

w=1s"1 #(0)=0, y=0.1s"", Xy =1 Einheit

3.2.2 Fall 2: Uberkritische Dampfung

Bei zu grofier Dampfung (§ > 2wy) geht die Schwingung in den so genannten Kriechfall iiber (iiberkritische Dadmpfung).
Es erfolgt kein Schwingung mehr, der Schwinger kriecht nur noch bis zum Gleichgewichtspunkt.



Qi=y/12-wd=A=—£Q

=gz=et. [Clem + Cge*m] = e 7. [Acosh(Qt) + Bsinh(Qt)], C1,Cy : const, A:=Cy +Cy, B:=Cy —Cy

Graphische Darstellung Folgende Graphik stellt diese Zeitfunktion dar, fiir folgende Bedingungen:

w=1s"1 #(0) =0, y=2s""', Xg=1 Einheit

3.2.3 Fall 3: Der aperiodische Grenzfall

Bei genau einem bestimmten Dampfungsfaktor § = 2wy geht der Oszillator in den so genannten aperiotischen Grenzfall
iiber. Die Riickkehr in den Gleichgewichtszustand findet innerhalb von minimal kurzer Zeit statt.

A=—y=2=(C1+Cy-t)e

Graphische Darstellung Folgende Graphik stellt diese Zeitfunktion dar, fiir folgende Bedingungen:

w=1s"1 #(0) =0, y=2w=2s"", Xg=1 Einheit




4 Die erzwungene, ungedampfte, harmonische Schwingung

4.1 AuBere Erregung

Man stelle sich jetzt vor unserer Oszillator wird von einer aufleren, periodisch verlaufenden Kraft angeregt. Unter gewissen
Bedingungen findet ein Energiezufluss statt, der den Oszillator entweder unendlich zu schwingen vermag, oder ihn gar
nach endlicher zeit zerstort! Um das ganze einfach zu halten, behandeln wir den Fall wo die duflere Erregung f(t) bzw.
Kraft F(t) auch eine harmonische Schwingung der Zeit darstellt. Thre Frequenz, die so-genannte Erregerfrequenz sei w/2.
Unsere Bewegungsgleichung lautet also:

&+ wiz = focos(wt)

Beachte: Der Faktor fj stellt eine Amplitude der dufleren Erregung dar. Beim Wasserschwinger zum Beispiel ware es

dann fy = % wobei Fy eine Kraft-Amplitude wére und f; eine Beschleunigungs-Amplitude.

4.2 Losen der Differentialgleichung

Analog zu vorhing wird auch hier der e-Ansatz verwendet. Doch beachte: Es handelt sich hier nicht um eine homogene
DGL. Um sie zu lésen miissen wir also eine Losung fiir den homogene Anteil i + w3z = 0 finden und dazu noch eine
partikuldre Losung der gesamten DGL addieren. Die Summe der beiden Losungen ist dann die allgemeine Losung.

Homogene : & + wiz = 0 = x = Acos(wot) + Bsin(wot), A, B : const
Partikulire : & + wjz = focos(wt) — Ansatz : x, = acos(wt) + Bsin(wt)
= &, = —w?acos(wt) — w?Bsin(wt) = —w?acos(wt) — w?Bsin(wt) + w [a cos(wt) + Bsin(wt)] = fo cos(wt)

Jo

Komponentenvergleich : — - (ws —w?) =0 A a- (Wi —w?)=fiy =B=0A a= m
Wi —w

= x = Acos(wgt) + Bsin(wot) + - cos(wt)

(W8~ w?)

Bemerkungen: Fiir w — oo geht der Einfluss der Erregung f(¢) zu Null. Fiir w = wq gibts Probleme! Man spricht dabei
von einer Resonanzkatastrophe Wir wollen zunéchst ein Paar Anfangsbedingungen fordern um das ganze zu vereinfachen:

2(0)£0 A #(0)=0 :A:—(wgf_owz) A B=0

2 : - : +
N (wgfooﬁ) - [cos(wt) — cos(wpt)] = o2 f0w2) - sin (WO . Wt) sin (wo . wt)

Fir wg = w, w # wy stellt diese Zeitliche Funktion eine so genannte Schwebung dar. Dabei dndert sich die Amplitude
der Schwingung periodisch.

Graphische Darstellung Folgende Graphik stellt diese Zeitfunktion dar, fiir folgende Bedingungen:

FEinh.

wo = 10571, w = 0.95wy, fo =0.3 2
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4.3 Resonanz

Resonanz tritt auf wenn die Erregerfrequenz gleich der Eigenfrequenz des Ostzillators ist. Es wird stdndig mehr Energie
ins system hinzugefiigt so dass am Ende die steigende Amplitude den Oszillator zerstort!

2 —
lim z(t) = lim Jo ] - sin <w0 5 wt) sin (wg ;— wt) _ Jot - sin (wot)

w—wo w—wo (wo - w) (wo+w 2wq

Man sieht: Im Falle einer Resonanz geht die Amplitude mit der Zeit zu Unendlich!
Graphische Darstellung Folgende Graphik stellt die maximale Amplitude der Schwingung fiir verschiedene Erregerfre-
quenzen dar.

FEinh.
52

wo=1s"1, fo=02
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5 Die erzwungene, gedampfte, harmonische Schwingung

Man stelle sich jetzt aufer einer Erregerkraft eine dimpfende Kraft vor, deren Wirkung ( z.b. bewirkte Beschleunigung)
analog zu Kap. 3 proportional zur Anderungsgeschwindigkeit & ist, das heisst:

&+ 0d + wiz = focos(wt)

Ein Beispiel wire ein realer Federschwinger mit einer Federkonstante K, einer Masse m, einer Erregerkraft F' = F cos(wt)
und einem Reibungsfaktor 3:
B K Fo

i+ —i+ —x = — cos(wt)
m m m

5.1 Losen der Differenzialgleichung

Analog zu vorhing ist die generelle Losung die Losung der homogenen DGL plus eine partikuldre Losung. Wir wollen
uns aufljerdem nur mit dem unterkritisch geddmpften Fall beschéiftigen. Die anderen beiden sind analog. Die homogene
Losung spielt am Ende sowieso keine wichtig Rolle da diese urpringliche Schwingung aufgrund der Dampfung schnell zu
Null geht. Also:

Homogene : & + 8t +wix =0 — xj, = e " [Acos(Q) + Bsin(Q)] = e " Xg cos(Qt + ¢o)

§
Xo, ¢o : const, Q:=/wd — 2, 7= 3

Partikulire : & + 63 + wgz = focos(wt) — Ansatz : ¥, = acos(wt) + Bsin(wt)

2o cos(wt) — w? Bsin(wt)

= & = —wasin(wt) +whcos(wt) A &=—w

= [—w?acos(wt) — w?Bsin(wt)] + & [~wasin(wt) + wB cos(wt)] + wg [ovcos(wt) + Bsin(wt)] = fo cos(wt)

Komponentenvergleich : — (wgﬁ —w?p - 5wa) =0 A (wgoz —wia+ 6wﬂ) = fo

_ daw  fo(wi —w?) B dw fo
- WB—w?) T R w0t ok == (w§ — w?)? + 6%w?
oo — fo . [(wQ — w?) cos(wt) + dw sin(wt)]

P (wf — w?)? + 6202 0



Diese Losung stellt natiirlich eine Schwingung dar:
Tp < ¢ - [cos(0) cos(wt) + sin(0) sin(wt)]

Komponentenvergleich : — o= (cos(d) A B = (sin(6)

stan@) =2 = 2 A (024 B) = [P oos?(0) + 2 sin?(6)] = 2

a (W2 —w?)

Jo ow
=+/a?24+ 32 = /\Q:arctan( 5

V(W2 — w?)? 4 §2w? wi — w?
= 1z, = (cos(wt + 0)
=1 =x5+ 1z, = " Xgcos(Qt + ¢g) + ( cos(wt + 0)

Man sieht aus der letzten Gleichung dass die Amplitude ¢ dieser Erregten Schwingung von der Erregerfrequenz abhéingt
jedoch nicht von der Zeit. Nach gewisser Zeit, geht auflerdem die Amplitude der urspriinglichen Schwingung x, (t) zu Null
und das System geht in eine normale Schwingung mit konstanter Amplitude ({) {iber:

lim z(t) = z,(t)

t—o0

Bemerke: Geht w — 0 dann ist ¢ = fy/wd.

Graphische Darstellung Folgende Graphik stellt den Verlauf der oberen Schwingung zur Zeit dar:

Einh. 5
S = =2 005571, Xo =1 Einh., ¢o =0
52 3 2

M/\AA/\A

wo = 18_1, fo =07




5.2 Resonanz

Obwohl man schon erkennen kann dass bei dieser Art von Schwingung keine eigentliche Resonanzkatastrophe auftreten
kann*, lohnt es sich nach einer maximalen Amplitude zu suchen. Dazu betrachten wir nur noch die partikulire Losung:

a _ fo
dw ((w% —w?)? + 62w2)%

52 !
[4(w? — W) + 26°w] 20 = w2:w§—520

Fiir § < 2wg existiert also eine Kreisfrequenz wy, fiir die ¢ maximal wird:

_ 2_62N A _ 2f0
S A Tt N

Diese Frequenz w,, /27 wird auch in diesem Fall als Resonanzfrequenz bezeichnet.

Graphische Darstellung Folgende Graphik illustriert den Zusammenhang zwischen Amplitude ¢ und Kreisfrequenz
w.

Einh. 1)

wo=10s"", fo=02 ——, v= 3= 0.2s71
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5.3 Phasenverschiebung

Die erregende Kraft ist im generellen Fall nicht in Phase mit der eigentlichen Schwingung. Die Phasenverschiebung 6
héngt vom Reibungsfaktor §, der Eigenkreisfrequenz wy des Oszillators und der Erregerkreisfrequenz w ab:

ow
0 = arctan ——
wf —w

Graphische Darstellung Folgende Graphik illustriert den Zusammenhang zwischen Phasenverschiebung 6 und Kreis-
frequenz w.

wo=1s"1 6§=0.2s"1

4Natiirlich hat jedes reales System seine Belastungsgrenzen jedoch kann hier die Amplitude nur endliche Werte annehmen

10
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