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Aufgabe 01

2)

Ausgehend von der bekannten Gleichung
und dem Ohmschen Gesetz

schreiben wir . B o
p=—divj=—divoE=—0c-divE=——-p
€0
Die Lésung dieser gewohnlichen Differentialgleichung ergibt sich als

-

pl7t) = po(7) - e

und somit gilt i
lim p(7,t) = po(7) ~tlim eTnl=0 O

t—o0
Wir beginnen mit dem Poyntingschen Satz {iber die elektromagnetische und mechanische Energie W, W,,

B L
— (We+Wp)=— [ S-dA
gt We + W) /
U
wobei U das gesamte Universum sei. Das durch eine endliche Ladungsverteilung p induzierte E-Feld sinkt mit der

1 - _
Ordnung — . Das gleiche gilt auch fiir das durch eine endliche Stromverteilung j induzierte B-Feld. Somit sinkt der
r

- o o 1
Betrag des Poynting-Vektors S = E' x B mit —, weshalb die Integration tiber die Fliche im oo (Fliiche steigt mit r2)

r
gegen 0 strebt. Somit erhalten wir die Energiebilanz

0 0
EWe - _EWm

Die mechanische Leistung des Stromes ergibt sich als

p) Lo VT o m e g 1 (o .
Pm:—Wm:/F-FdV:/F~(pE+j><B):/ j-E+F-(j><B) dV:f-/j-jdV
ot U v v N , o
o 14

wobei V' das betrachtete, endliche Volumen sei. Die elektromagnetische Energie im gesamten Raum ist allgemein
gegeben durch

1 1
W, = = / [50E2 + 32] dv
2 J Ho



so dass man erhalt:

1 0 0 0 0
- E2 B2 _ = E2 - E2 - 732
> 8/{60 —|— ] dV = 8/ dv+8t 5 dv+8t dv
U % U\V
9N 0 0 €0 2 / 1 9 1 / .2
= = . — dVv —FE* dV —B*dV } = —— dv
202 Ot /j o ot 2 * 2140 s )’
v U\V U v
=:9(t)>0
Setzen wir
F(t) = / 2 av
%
so bedeutet dies
€o . . 1
ﬁ'f"‘g:—*'f, [,9>0
o o
Wollen zeigen dass f — 0 strebt:
Annahme:
IM>0:ft)y>MVt
Dann gilt:
€0 €0
OSf-erngCo:/[— f+g t:—f/fdt< /Mdt ———>—oo
202 202

was ein Widerspruch ist. Somit muss gelten:

S0 f) +g(t) < M

VtQ,VM>OZE|t>tQIh(t)::2
g

d.h 0 ist Hiufungspunkt von h(t). Da stets h ~ —f < 0ist, ist k > 0 monoton Fallend, und somit konvergent (da
monoton, stetig & beschriankt). Demnach muss der Haufungspunkt gleich dem Grenzwert sein, also:

lim h(t) =0 — lim f(t)= lim [ j2dV =0
t—o0o t—o00 t—00 v

Da f als stetig angenommen worden ist, muss auch i—0 gehen. [

Aufgabe 02

Wir nennen U;p, U;r, U;c jeweils die Spannung an der Induktion L;, dem Widerstand R; und der Kapazitit C; des
Schwingkreises ¢ = 1,2, entsprechend dem unten illustrierten Umlaufsinn.
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Durch die Kirchhoffsche Maschenregel ergeben sich die Gleichungen

Uo +Ui +Uipg +Uic =0

Up+Uszp +Usap + Uz =0
Durch das Induktionsgesetz weift man dass

Ui = —Lidy — Lisly

Usr, = —Laglo — Lioky
gilt. Ferner weiff man aus dem Ohmschen Gesetz dass
Uir = —LiR;

gilt, wobei I; jeweils der im Stromkreis fliefende Strom ist. Die Potentialdifferenzen an den Kapazitéiten ergeben sich einfach
als

Qi
Ui = ——
c .
so dass man die gekoppelten Differentialgleichungen
Ua - Llljl - L12j2 - IlRl — & = 0
Ch
Ua — L22j2 - L12jl — IRy — @ =0
Cy

erhilt. Vernachlissigen wir die Widerstéinde R; erhalten wir mit I; = Q; durch Differenzieren die Differentialgleichungen

. i
Ll + Ligla+ = =0
Cy

. LT
Looly + Lioly + 62 =0

2
Durch algebraische Manipulation erhélt man
L? 1 L
I (Lll - 12) e =0
Loy C1 LG

was genau einem System gekoppelter, harmonischer Oszillatoren entspricht:

= fl _ —an by 7
_<f2>_<bz —CLQ)I
—_—

A
Wir identifizieren
ay = Lo by = Lz
Cy1 (L1 Lgy — L) Co (Ly11Lag — L3,)
L L
0 — 11 by — 12

Cy (L11Las — L%g) Ci (L11Laz — L%g)



Die allgemeine Losung von I ergibt sich als .
1=C-¢
wobei ¢ die Losungen enthalt fiir die DGL
Gi = Ni - Qi
wobei \; der i-te Eigenwert von A und C' die Spaltenmatrix der entsprechenden Eigenvektoren ist (sieche Mechanik). Die

Eigenfrequenzen (Winkelfrequenzen) des Schwingers sind demnach genau w; = /—\;
Die Eigenwerte von A ergeben sich durch die charakteristische Gleichung

A+ ay —by '
det = )\2 + (a1 + a2)>\ +ajaz — b1b2 =0
_b2 A + as

7(0,1 —+ ag) :l: \/(al — a2)2 —+ 4b1b2

— Ag = 9

! 2
= = CoLoy — L11Cy £ 1/ (L2Co — L1101 + 4L2,0,C
2(L11Loy — L3,) C1Cy { 2hez i \/( 2202 — L (1) 120102

Man kann erkennen dass beide Eigenwerte reell sind. Im allgemeinen Fall ist jedoch nur der eine negativ. Damit beide
Eigenwerte negativ sind (und somit die Eigenfrequenzen reell und nicht 0) muss gelten

!
\/(L2202 — L1 Cy)* +4L3,C1Cy = \/(L2202 + L11C1)? + 4L2,C1Cy — 4111 LsC1Cy < CaLay + L1 Ch

!
— L%Q < L11L22

Unter oberer Annahme ergeben sich die Eigenfrequenzen als

2(Ly1Los — L3,) C1C

1
Wig = \/ - |Colos + L11Cy F \/(L2202 — L1101)2 +4L3,C1C

Bemerkung: Wire L%Q > L11L95 so ergébe sich ein positiver Eigenwert, was sich in einer Exponentialfunktion des I
widerspiegeln wiirde!
Im Spezialfall L1y = Loy =: L und Cy = Cy =: C ergében sich nach obiger Formel die Eigenfrequenzen als

1 1
JC@L+Ln) T JOL=-In)

Ist ferner L5 = 0 so sind die beiden Schwingkreise vollstdndig entkoppelt und haben nur noch eine Eigenfrequenz, ndmlich
genau die eines einzelnen Schwingkreises:

w1 =

w =

1
vCL

Aufgabe 03
Der Draht D C R? habe den Radius R und sei entland der z-Achse gerichtet:

D:={FfeR®:2? +y* < R?}

4( sz*-




Der Strom sei unabhéngig von seiner Verteilung im Inneren gegeben durch
I(t) = Iy cos(wt)

Aufgrund von Symmetriegriinden sind die Stromverteilung im Inneren und somit auch die Felder im Inneren und Auferen
unabhéngig von der z-Achse. Wéhlen also Zylinderkoordinaten (r, ¢, z). Aukerdem miissen die Strome (und somit das E-Feld
im Inneren) aufgrund von Symmetriegriinden iiberall entlang der z-Achse gerichtet sein. Wir fithren die Potentialfelder ein:

, 9 -~ .
EF=—-grad®—-— —A, B=rotA
ot
und sehen dass ® ferner nicht von ¢ abhingen kann, also eine reine Funktion des Abstandes r von der z-Achse ist. Durch
die Lorenz-Eichung

. - 10
leA+cf2§(I)—O

ergeben sich die (inhomogenen) entkoppelten Wellengleichungen

14 e -
O = —— 0OA = — O:=A— —
£o ) HoJ 912

Die Losungen dieser Gleichungen sind allgemein gegeben durch

so dass automatisch ¢ = 0 ist. Aufgrund von Symmetriegriinden ist A= Ae, unabhéingig von ¢ so dass gilt

. . o A(7,
A(T,t) = A(r,t) - €, — B(F) =rot A(r,t) = 9 8(7“,75) €, = B(r,t)- €,
T
und ferner 5 A1)
e _ Y 1 - _ T, .2 = =
E(T,t) - BtA(r’t) 8t €z E(’/‘,t) €z

Annahme: Es handelt sich um einen niederfrequenten Wechselstrom, d.h die Felder d&ndern sich geniigend langsam um in
Naherung zu schreiben

rot B ~ Hoj, rot E = —B
Somit gilt fiir eine beliebige, auf den Leiter senkrecht stehende Kreisfliche K, mit dem Radius » > R um die Symmetrieachse:

2nrB(F,t) = /é(é’, t) d§= /Moj dA = Iy cos(wt)
oK K

und somit fiir das B-Feld

o wolo cos(wt)
B(T,t) = T . 690

Ferner folgt

_ I s,
rotE:—a—-é’wé—B:

or

R

wpolo

sin(wt) - In

Ist
E(R,t) = Eycos(wt)

das elektrische Feld am Rand des Leiters, so ergibt sich das Feld im AuReren als



1 R
E(7,t) = |Eg cos(wt) + “Hoco sin(wt) - In o ] - €,
7r
Aufgabe 04
Das vollsténdige System der MWG im Vakuum ist gegeben durch
div E(7,t) = gﬁ div B(7,t) = 0
0
. I , - 1 =
rot E(7,t) = —B(7, 1) rot B = poj + 5 E
c

a)

Verwenden die 1. und 4. Gleichung, schreiben

10

. .9
e div E = podivj + po L

_ - 1 :, -
0 =divrot B = podivj + 5 divE = podivy +
c ot

und erhalten die Bedingung
divj(7,t) + p(7,t) =0

Die Anfangswerte

— —

E(7,0) , B(1,0)

stellen genau 6 Gleichungen dar bzw. entsprechen genau 6 skalaren Funktionen. Durch die Gleichung
p(7,0) = o div E(7,0)
ist der Anfangswert p(7,0) automatisch festgelegt. Wegen den 3 Gleichungen

B(7,0) = — rot E(7,0)

gilt analoges fiir B (7,0). Die Gleichung div B = 0 liefert liefert hingegen keine weitere Aussage iiber den Zustand des
Systems, und man erhélt schlieflich die Bedingung

- 1 = _
poJ (7,0) + — E(7,0) = rot B(, 0)
c

in Form von 3 Gleichungen, wobei jetzt entweder E oder ; frei wdhlbar ist bzw. vorgegeben werden muss um das
Problem eindeutig zu lésen (3 unbekannte Funktionen). Dies ist in Ubereinstimmung mit der Tatsache dass man aus
insgesamt 13 Gleichungen am Ende die 16 in den MWG auftauchenden Funktionen bestimmen will, ndmlich

E(7t), B(r.t), E(Ft), B, p(t), j(71)
Durch die Vorgabe von E(7,0) und B(7,0) muss die Bedingung
divB =0

erfullt sein!



