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Stilianos Louca

4. Februar 2008

Aufgabe 01

Wir beginnen mit
~k = ∂jTij~ei

und schreiben

~k = ∂j(EiDj)~ei + ∂j(HiBj)~ei −
1
2
δij∂j (EkDk +HkBk)~ei

= Ei∂jDj~ei +Dj∂jEi~ei +Hi∂jBj~ei +Bj∂jHi~ei −
1
2
∂i

(
~E · ~D + ~H · ~B

)
~ei

= div ~D︸ ︷︷ ︸
ρ

· ~E +
(
~D grad

)
~E + div ~B︸ ︷︷ ︸

0

· ~H +
(
~B grad

)
~H − 1

2
grad

(
~E · ~D + ~H · ~B

)

= ρ ~E +
(
~D grad

)
~E +

(
~B grad

)
~H

− 1
2

( ~E grad
)
~D +

(
~D grad

)
~E + ~D × rot ~E︸ ︷︷ ︸

0

+ ~E × rot ~D︸ ︷︷ ︸
0

+
(
~B grad

)
~H +

(
~H grad

)
~B + ~H × rot ~B + ~B × rot ~H



= ρ ~E +
(
~D grad

)
~E −

(
~D grad

)
~E︸ ︷︷ ︸

0

+
(
~B grad

)
~H −

(
~B grad

)
~H︸ ︷︷ ︸

0

− ~B × rot ~H = ρ ~E +
(

rot ~H
)

︸ ︷︷ ︸
~j

× ~B

= ρ ~E +~j × ~B
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Aufgabe 02

In Hinsicht auf die Zylindersymmetrie der Anordnung, verwenden wir Zylinderkoordinaten (r, ϕ, z). Wir setzen die z-Achse
o.B.d.A in die Symmetrieachse der Anordnung gemäß

und erkennen dass das Magnetfeld aufgrund von Symmetriegründen zum einen nicht von der z Koordinate abhängen und
zum anderen nur senkrecht zu ~ez zeigen kann. Ferner folgt aus der selben Tatsache, dass die radiale Komponente Bρ := ~B ·~eρ
nicht von ϕ abhängen kann und somit auch Zylindersymmetrisch ist. Das gleiche mus auch für die azimutale Komponente
Bϕ := ~B · ~eϕ gelten.
Da wir von stationären Zuständen ausgehen, gilt unter Anderem für das Magnetfeld ~B und die Stromdichte ~j die Beziehung

rot ~B = µ0
~j

Wir betrachten das Magnetfeld an einem beliebigen Punkt ~r wobei o.B.d.A z = 0 sei. Für den Kreis

Kr :=
{
~r ∈ R3 : x2 + y2 ≤ r2, z = 0

}
gilt

µ0Ir = µ0 ·
∫
Kr

~j d ~A =
∫
Kr

rot ~B d ~A =
∫
∂Kr

~B · d~s =
∫
∂Kr

Bϕ ds = Bϕ

∫
∂Kr

ds = 2πrBϕ

wobei Ir der gesamte durch den Kreis Kr (von unten nach oben) fließende Strom sei. Da allgemein div ~B = 0 ist, können wir
mit Hilfe des Gaußschen Satzes in der Ebene schreiben

0 =
∫
Kr

div ~B dA =
∫
∂Kr

~B · ~n ds =
∫
∂Kr

Bρ ds = Bρ

∫
∂Kr

ds = 2πrBρ → Bρ = 0

Somit ist das ~B Feld senkrecht zu ~eρ und gegeben durch

~B = Bϕ · ~eϕ =
µ0Ir
2πr

· ~eϕ

Speziell für die Stromdichten ~ji = ji · ~ez gilt

Ir =
∫
Kr

~j(~r) d ~A =
∫
Kr

j(~r) dA =



0 : r ≤ R1

j1π
(
r2 −R2

1

)
: r ∈ [R1, R2]

j1π
(
R2

2 −R2
1

)
: r ∈ [R2, R3]

j1π
(
R2

2 −R2
1

)
+ j2π

(
r2 −R2

3

)
: r ∈ [R3, R4]

j1π
(
R2

2 −R2
1

)
+ j2π

(
R2

4 −R2
3

)
: r ≥ R4

und somit für das Magnetfeld
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~B =
∫
Kr

~j(~r) d ~A =
∫
Kr

j(~r) dA =



0 : r ≤ R1

µ0j1
2

(
r − R2

1

r

)
· ~eϕ : r ∈ [R1, R2]

µ0j1
2r

(
R2

2 −R2
1

)
· ~eϕ : r ∈ [R2, R3]

µ0j1
2r

(
R2

2 −R2
1

)
· ~eϕ +

µ0j2
2

(
r − R2

3

r

)
· ~eϕ : r ∈ [R3, R4]

µ0j1
2r

(
R2

2 −R2
1

)
· ~eϕ +

µ0j2
2r

(
R2

4 −R2
3

)
· ~eϕ : r ≥ R4

Aufgabe 03

Wir setzen o.B.d.A ~ω = ω~ez und den Nullpunkt in den Mittelpunkt der Schleife.

a) Die durch die Drehung im stationären, vom Dipol ~m erzeugten, Magnetfeld ~Bm, erzeugte Ringspannung Um(t) ist
allgemein gegeben durch

Um(t) = − ∂

∂t

∫
S

~Bm d ~A

wobei S eine beliebige Fläche mit der Ringschleife ∂S als Rand ist. Wir setzen hier S als die von ∂S umgebene
Kreisfläche mit dem Radius R und nennen ~ns den auf der Fläche senkrecht stehenden Einheitsvektor. Wir führen das
Vektorpotential ~A ein:

~Bm = rot ~A

für das in unserem Spezialfall gilt
~Am(~r) =

µ0

4π
· ~m× ~r

r3

Somit können wir schreiben

Um(t) = − ∂

∂t

∫
S

rot ~A d ~A = − ∂

∂t

∫
∂S

~A d~s = −µ0

4π
∂

∂t

∫
∂S

~m× ~r
r3

d~s = − µ0

4πa3

∂

∂t

∫
∂S

(~m× ~r) d~s

= − µ0

4πa3

∂

∂t

∫
∂S

~m · (~r × d~s) = − µ0 ~m

4πa3
· ∂
∂t

∫
∂S

~r × d~s = − µ0 ~m

4πa3
· ∂
∂t

∫
∂S

a · ~n ds = − µ0 ~m

4πa2
· ∂~n
∂t
·
∫
∂S

ds

= −µ0

2a
· ~m · ~̇n
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Der Vektor ~n sei o.B.d.A (freie Wahl der Anfangsrichtung) gegeben durch

~n = ~n(t) = ~eρ = cosωt · ~ex + sinωt · ~ey

Somit ergibt sich
~̇n = −ω sinωt · ~ex + ω cosωt · ~ey

und dementsprechend für die Spannung

Um(t) =
µ0ω

2a
· (mx sinωt−my cosωt)

Speziell folgt für den Fall ~m ‖ ω, d.h ~m = mz~ez:
Um(t) ≡ 0

Steht andernfalls ~m zur Zeit t senkrecht auf der Leiterschleife, d.h ~m ‖ ~n(t = 0) = ~ex bzw. ~m = mx~ex, so folgt

Um(t) =
µ0ωmx

2a
· sinωt

b) Wir beachten jetzt auch die Selbstinduktivität L des Leiters, die ihrerseits durch den erzeugten Strom I das ~E-Feld im
Leiter beeinflusst. Es gilt jetzt für die im Leiter herrschende Ringspannung

U(t) = − ∂

∂t

∫
S

~Bm d ~A

︸ ︷︷ ︸
U(t)

− ∂

∂t
LI = Um(t)− L

R
U̇ =

µ0ω

2a
· (mx sinωt−my cosωt)− L

R
U̇

Obere Beziehung stellt eine lineare, inhomogene, gewöhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung dar, deren allgemeine
Lösung sich ergibt als

U(t) = Ae−
R
L t +

Rµ0ω

2a(R2 + L2ω2)
[(Rmx − Lωmy) · sinωt− (Rmy + Lωmx) · cosωt] , A ∈ R

Fordern wir Quasistationarität, so ergibt sich notwendigerweise A = 0 und somit die (periodische) Ringspannung

U(t) =
Rµ0ω

2a(R2 + L2ω2)
[(Rmx − Lωmy) · sinωt− (Rmy + Lωmx) · cosωt]

bzw. Stromfluss

I(t) =
µ0ω

2a(R2 + L2ω2)
[(Rmx − Lωmy) · sinωt− (Rmy + Lωmx) · cosωt]
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