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Aufgabe 01
Das elektrische Feld E(7) ist auerhalb der Kugel

B:={feR®:|f] <R}

identisch mit einem Feld das von der Ladung @ und der entsprechenden Spiegelladung innerhalb der Kugel erzeugt wiére,
und somit gegeben durch

KQ(F—a) [KQ(F—f% 1
B = KQr=a 7 QU fga), K f= B
F—a’ - i 1T

wobei @ der Ortsvektor zur Punktladung @ sei. Im Inneren der Kugel ist E = 0. Wir setzen 0.B.d.A @ = aé, = (R + 1)é.,
und sehen so dass aufgrund von Symmetriegriinden die auf die Kugel ausgeiibte Kraft nur in z-Richtung zeigen kann.

llo

Bemerkung: Sie ist bis auf das Vorzeichen identisch der auf die Punktladung ausgeiibten Kraft ﬁp (Reaktionsprinzip)

= fEQ* kRQ?
Fp:—7~ezz—7.ez

a(a? — R?)

Doch wir wollen sie mit Hilfe des Maxwellschen Spannungstensors M ausrechnen, dessen entsprechende Matrix bzgl. der
Standardbasis gegeben ist als

E.D,—w E.D, E.D, 1
M = E,D, E,Dy, —w E,D, , W= §E -D
E.D, E.D, E.D, —w

wobei w die Energiedichte und D das Verschiebungsfeld seien.
Bemerkung: Es gilt in unserem Fall D = ¢y F.
Die Kraft auf ein beliebiges Volumen V ist gegeben durch

F’V:/dideV: M -dA
1% oV



Wir untersuchen ein Volumen V' das die Kugel B enthélt (B C V) jedoch aber nicht die Punktladung! Wir wissen schon
dass F dann nur eine z-Komponente hat, und kiimmern uns deshalb nur um die letzte Zeile der Matrix M, also:

— Esz —
F—F ¢ — / E.D, dA| e,
V\ E,D,—w

m

Berechnung von m: Wir beginnen mit dem bekannten E-Feld und schreiben

1~ = e0K%Q? 1 1 —fr*+ f37-a+ fr-a— f3a?
wolppoei@ [ 11 (e )
2 2 [F—al” |7 - f?d |7 —a|” 7 — f2dl
eo K2Q? 1 N 1 Y ((za — 1) + f?(za — a?))
2 lr-at - realt 7~ a7 - f2a’

[ 22 +a?—2za n 222 + f%a% — 22f3a

7= f2al’

+2f
|7 —al’ |7~ f2a|’

(f*(za —a*) + za — zQ)]

E.D, = ¢oK?Q?-

_(z—a)x+ f? (z—f2a)x+ fx(a—kf%—?z)]

7—al° 7— f2a)° 7—a’ |7 - f2aP
|7~ al 7= f

E.D, = 0K?*Q* -

(G—ay = fa)y  fy (a+f2a—2z)]

7= f2a | —al e - faP

F—dl =22+ 2+ (z —a)?, |F— fa| = \/x2+y2+(z—f2a)2

Jede Eck-Klammer enthélt 3 Terme, die wir 77,75 und T3 von links nach rechts nennen. Der Term T} resultiert allein aus der
Punktladung @, Term T5 allein aus der Ladungsverteilung auf der Kugel (bzw. der entsprechenden Spiegelladung) und T3
aus der Wechselwirkung der beiden Ladungsverteilungen. Aufgrund der Linearitit der ganzen Sache, kénnen wir den Vektor
m bzw. die Tensormatrix M in diese 3 Terme aufspalten. Dann wiirde die Integration iiber den len bzw. 2en Term genau
die Kraft auf einer jeweils alleinstehenden Ladung ergeben. Diese ist genau 0. Somit miissen wir nur den Mischterm T3
betrachten, und erhalten so den effektiven Wert fiir m:

+ f?a—22)

. e fK*Q? #(a L

T E—alPlr-paP \ e ylot ffa=2:) | Fes [edd
filza—a*)+za+a*+y*—z sV

Nun miissen wir ein geeignetes Volumen V' C R? suchen, das die Integration iiber seine Oberfliiche erleichtert. Dazu betrachten
wir zunéchst den Kasten
Vi={FfeR:xe[-tt], ye[-tt], z€[-t,z]} DB

wobei zg noch geeignet zu wihlen wire. Alle Terme in 7 gehen bei ¢ — oo mit Ordnung gegen 0, so dass auch die

t4
Integration iiber alle Flichenteile aufler
So = {’FERSZZZZO}

1
mit der Ordnung ) gegen 0 strebt. Somit miissen wir nur noch die Integtation iiber Sy betrachten. Um uns das Leben noch

einfacher zu machen, wihlen wir zg € (R, a) so, dass

|F* d| |2220: |F* f26| |z:20



ist, und bekommen
a
20 = §(f2 +1)

Durch einfaches Vergleichen sieht man dass tatséchlich zg € (R, a) ist!
Integration: Wir definieren fiir z = 2¢
0= 2?4y

und legen los:

%) 27 2 2 _ 2
F, = me . gz dA = EOfK2Q2 / / [f (ZO(I a )+ZO(G 20)] +p p d(ﬂ dp
So ~—— Jo Jo (p* + (20 — a)?)

[e.9]

[(a — 20)? + 2p* + f2(20a — a?) + z0(a — 20)]
4[p? + (20 — a)?]’

%m./mﬁﬁ@w‘a%+zw—25p+f
0

(02 + (20 — @)2]° dp =279 - [

raQ(l — f2) RKQ? RKQ?

20(a—z)3  a(a®—R2)  I(R+1)(2R+1)

Somit ergibt sich die Kraft auf die Kugel als

RKQ?

ﬁ:—.
(R+1)(2R+1)

Fazit: Beide Vorgehensweisen ergeben die gleiche Kraft. Welche man wéhlt, ist einem selbst iiberlassen.

Aufgabe 02

Nennen: Wir nennen um: U; — U/ das Potential an der Grenfliche r = R;.

Wir nennen die Flachen
K;={FeR®:|fl=R;}, i€{I,A 0}

Da K; und K, Aquipotentialfliichen sind, muss das E-Feld senkrecht auf diese stehen. Ferner folgt aus der Symmetrie der
Randwerte dass der Betrag des Feldes nur abhéngig vom Abstand r = |F] vom Zentrum sein darf, und allgemein radial nach
auflen bzw. nach innen zeigt! Demnach ist auch die Stromdichte

j(7) = oB()

Kugelsymmetrisch. Analog sind auch die Ladungsdichte p(7) und das Potential U Kugelsymetrisch!

A

Ua Ui

Wir beginnen mit p = 0 und schreiben
o ou

j(@) =0E = —ograd U(7) = —o5
r

0=p=divj(f) = —0AU — AU =0 — p= —eoeAU =0



Die netto Ladungsdichte innerhalb einer Teil-Schale ist also 0! Ferner ergibt sich die allgemeine Losung fiir U in jeweils
jeder Teilschale i als

UZ(T) = % +C7;, BZ,Cl eR

Wir wollen nun B;, C; bestimmen! Aufgrund der Stetigkeit an der Grenzfliche K,

Ur(R,) = Ua(Ro)

folgt
Br—Bs=R,-(Ca—Cf)
Durch die Randbedingungen
Ur(Rr) = U7, Ua(Ra) = U3
folgt
Ba

B
fl-ﬁ-C']:U}’ Ry

Ry

1 1 1 1
By — - — Bal ——_—)=yp9—pye
I(RO R1>+ A(RA Ro> Ui —-U;

Wir haben noch einen Freiheitsgrad, der die noch freie Wahl des Potentials U, widerspiegelt! Jedoch muss noch die Kon-

+Ca=Uj

Zusammengefasst also

tinuitdtsgleichung erfiillt werden! Die Normalkomponente j €, = j des Stromes 5 muss an der Grenfliche K, stetig sein.
Somit folgt

— 01 grad Ul(RO) = 0'1E1<R0) = ;(RO) = O'QEQ(RO) = —029 grad UQ(RO) — 0'131 = O'QBQ

—1
HBlUQ(UAUI)|:2j4+(J2R01);2]:| ,BgiﬂBl

Aus

ergibt sich jetzt der Strom in der gesamten Schale als:

j=Ua-Ur)-

0102 g1 (02 *01) g2 -t -
. JE— _|_ A — . 69
r2 Ra R, Ry

Um den Strom an der Grenfliche trotz unterschiedlicher Leitfihigkeiten stetig zu halten, muss sich eine Oberflichenladungsdichte

bilden. Allgemein gilt fiir homogene Medien

_ _ E0E =
D =¢cypcE=—}
o

An einer Grenzfliche F zwischen Materialien €1, 01 und €9, 09 gilt somit allgemein wegen der Stetigkeit der Normalenkom-

ponente j, von j
= = €2 €1 .
Next = <D2_Dl) =E€o (_)]n
n g9 g1

Bemerke: Sind ¢; = 3, 07 = 09, so verschwindet die Oberflichenladungsverteilung.
Es ergibt sich also eine Oberflichenladungsdichte an der Grenzfliche gemé&f

No = €0(€201 — €102) -

(Ua=Un) [o1  (02=01) ]
Rg RA Ro RI

Im Rest der Schale ist p(7) = 0.



Aufgabe 03

Annahme: Wir nehmen an, dass fiir eine Kugelsymmetrische, rotierende Ladungsverteilung, das Vektorpotential A alleine

gegeben ist durch das Dipolpotential, geméafl

A=AP =B g
4

Somit ergibt sich dann das B-Feld als
7o(r.-m) —m 2
B:rotA:@~3r (7-m) —mr
47 r5

Bemerkung: Wir beweisen diese Aussage am Ende dieser Aufgabe! Zuerst widmen wir uns der Bestimmung des magnetischen
Dipolmomentes .
Die Kugel

K:={FeR®:|f] < R}
rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit & = w-€,, um die z-Achse. Der Beobachter befinde sich 0.B.d.A im Punkt 7 = yé}, +z¢€,.
Das magnetische Dipolmoment einer beliebigen Stromverteilung ist gegeben durch

1 - 1
ﬁi:f/ij(F)dV:f/p(F)Fxﬁ(F)dV
2 Jx 2 Jx
Speziell fiir eine mit der Winkelgeschwindigkeit & = wé’, rotierende Ladungsverteilung, also ¥(¥) = w x 7, kann man schreiben
- w - - * W 2 w 2 o -
= | p(R) X (€ xT) dV =T | p(7) - (P — 2r) dV = o | p(F) - (1€ — 2Thy) dV

(*) : BAC-CAB Regel
wobei 7y, = €, + yé, die Projektion von " in die XY-Ebene sei. Betrachten wir ferner nur Volumina V die Zylindersym-
metrisch sind, d.h in Zylinderkoordinaten (rgy, ¢, 2):

V= {’ITE R®: Tay € [O’R]v (Z8S [OaQﬂ-]a S [Zl (rmy) y 22 (ra,y)]}

und kugelsymmetrische Ladungsverteilungen p(7) = p(r), erhélt man

m=2. {/ p(r) - riyé’z dV —/ p(r) - 2y dV}
2 1% 1%

R z2(Ta:y) 27
=3 /Vp(r) rgyé'z dV 7/ / ) (1 /r%y + 22) z/(xé’z +yéy) dp dz dryy
0 z1(ray) 0

0

| &

. / p(r)rfcyéz dV
v
a) Fiir den Fall p(7) = 1o - 6(r — R) erhilt man fir die Kugel K

R2
m:%%./riydfl gz:wQ é.

3
oK
———
Ts
wobei
T, = 8R4
3

das Tragheitsmoment einer Kugelschale der Flichenmassendichte 1 und dem Radius R bzgl. der z-Achse ist. Somit
ergibt sich das magnetische Feld als

5 Mo 37 (7 m) —mir?  powQR? (3r.7 — r2e.)
4 7o 127 7o




b) Fiir den Fall einer homogenen Ladungsverteilung (p(7) = po), erhélt man fiir die Kugel K das magnetische Dipolmoment

R2
m:ﬁ./ 2ave. =<9 o
K

2 5 ?

Ty

wobei

genau das Triagheitsmoment einer Kugel mit dem Radius R und der Massendichte 1 bzgl. der z-Achse ist! Somit ergib
sich fiir das Magnetfeld am Ort 7

= pwQR? (3r.7—r?e.)
B = :
207 o

Bemerkung: Durch die Definition des magnetischen Dipolmomentes, ergibt sich fiir eine sich bewegende Ladungsverteilung
V' mit einem konstantem Verhéltniss
()

~ pm(7)

zwischen Ladungsdichte p; und Massendichte p,,, folgender Zusammenhang;:

: const

1

3 | 7 av =3 [ (7o av -

L

m

A
2

zwischen dem magnetischen Dipolmoment 7 und dem Drehimpuls L der Ladung! Man hitte sich also gleich einen grofien
Teil der Rechnung sparen kénnen, indem man z.B A = 1 setzt!

Nachtriglicher Beweis der Aussage iiber das Vektorpotential: Betrachten eine kugelsymmetrische, mit der Win-
kelgeschwindigkeit & = we, rotierende, Ladungsverteilung

p(r) = p(r)

innerhalb der Kugel
Kr={FeR’:|f| <R}

Das Dipolpotential AD ergibt sich als

AP(py = B0 XD P ~/p(r')-r’2 dv' e, x i

dr 3 8mr3 ry
Kr
R
How 2 ’ - - _ How 4 = >
= t dA" | dt -€, x = — it dt | - €, x
oo O/p<>[/mrwy a0 (/ ot ) ;
S —



Wir zeigen jetzt dass das eigentliche Vektorpotential

- R
1 Ho J(F /) ! How / P r’ 1 How , / / 7’ /
A="— dV' = — t)e, x dA'| dt = —¢, x t ——— dA'| dt
ar Ju P — 7] iw ) Lox, PLOE: X ar © J PO\ ) =77
identisch mit AP ist. Wir wollen erstmal folgende allgemeine Beziehung zeigen:

g2 At
|7 — 7| 3r3

0K,

Dazu setzen wir 0.B.d.A ¥ = ré&, und schreiben:

=/ =4 !> !>
/ r dA/:/(xe:v"‘yey‘f'zez) dA/
OK

] VLR o

Die y und z-Komponenten heben sich aufgrund der Zylindersymmetrie bzgl. der x-Achse durch die Integration auf. Somit
hat der Ausdruck nur eine z-Komponente, und wir kénnen schreiben:

7’ T'ée, R 2nRx'€,
/ = =7 dAl = z dAl = / i de'/
7= r?+ R? = 2ra’ R V1?4 R? - 2ra’
oK oK

2R R 47 R* 47 R*
_ [\/r2+R2—2m’~(rz—&-RQ—i—mc')} = g =
r -R

3r2
Setzen oberes in A ein und bekommen
R
> How dmtt How /R 4 S = 7D
1 € ><O/p()37n3 T 23 <0p() €, X T

Fazit: Das Dipolpotential AD einer Kugelsymmetrischen, starren, mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden, La-
dungsverteilung, ist aflerhalb der Kugel identisch mit dem eigentlichen Vektorpotential A.



