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Aufgabe 01

Annahme: Es kann beliebig viel Dielektrikum in den Kondensator nachflieffen!
Bemerkung: Wir nennen um: h — H und y — h.

a) Da wir die beiden Teile des Kondensators (z < h und z > h) als zwei Plattenkondensatoren C; und Cy betrachten
konnen, ist das E-Feld in beiden Teilen homogen und senkrecht zu den Platten gerichtet.
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Aufgrund der Ubergangsbedingung des E-Feldes an der Grenze des Dielektrikums £ (Tangentialkomponente stetig an
den Grenzen), miissen die beiden Felder gleich sein. Es herrsche also innerhalb des gesamten Kondensators das gleiche
Feld

Somit ist das D-Feld gegeben durch
coerEe, 1z <h
D =Dé¢g, =
EoEe} tz>h

Die gesamte, im Kondensator C gespeicherte Feld-Energie W ist gegeben durch
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== - (e vol (C1) +vol (C2)) = 5 <(h(er —1)+H) = 5 ~(h(er — 1)+ H)

Allgemein gilt fiir die Oberflichenladungsdichte an den Kondensatorplatten:
coer B 1z <h

eo :z>h



Somit ergibt sich eine Gesamtladung pro Platte

H
Q=> n(z) dz =beoE - (ho(er — 1)+ H) = % ~(h(e, —1)+ H)-U
0

Bei einer Verschiebung dh des Dielektrikums, dndert sich die Feldenergie um

_ 2
AW = aﬂdh _ Eo(é‘r 1)bU

oh 2d dh

Gleichzeitig éndert sich die Kapazitit C'(h) so dass sich die auf den Platten befindende Ladung &ndert um

40 = 87th _ eo(er — 1)bU

oh d dh

Demnach &ndert sich die gesamte Potentielle Energie des Kondensator-Spannungsquelle Systems um

-~ 2
eo(er — 1)DU dh

dd = dW — UdQ = — 5

Die Treibende Kraft ergibt sich also als

do . 5()(57‘ - 1)bU2 .
— e, = - €,

F=—an = 2d

Bemerkung: Das Dielektrikum wird in den Kondensator reingezogen! Obwohl sich die Feldenergie dabei erhéht, nimmt
die gesamte potentielle Energie alfl Der Energieunterschied wird in kinetische Energie des Dielektrikums umgewandelt!

Nach Trennung der Spannungsquelle (Anfangshohe des Dielektrikums hg) vom Kondensator bleibt @ konstant. Somit
ergibt sich fiir die jetzt Variierbare Spannung an den Platten

Q Qd
U =a® ~ e the, — D+ )

Wir hatten vorhin gesehen dass die im Kondensator gespeicherte Feld-Energie gegeben ist durch

Q*d
2o (h(er — 1) + H)

o EobU2

w
2d

(h(er — 1)+ H) =

Analog ergibt sich jetzt die Kraft bei einer Dielektrikumshohe h als

o %d(e, — 1 beo(er — 1) (ho(e, — 1) + H)?
F:—gradW:—a—W-@— @ d(e, — 1) g — coler = 1) (holer =D+ H)" 5

= 8, = U%. e,
oh 2beo (h(zy — 1) + H)’ 2d (h(er— 1)+ H)? ‘

wobei diesmal im Gegensatz zu vorhin kein Strom fliest! Der Kondensator ist ein abgeschlossenes System!
Speziell am Zeitpunkt der Trennung, bzw. fiir h = hg also

beo(er — 1)
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IBemerke: Kondensator kein abgeschlossenes System!



Aufgabe 02
Wir setzen das Koordinatensystem so dass in Kugelkoordinaten fiir ¢ = 0 gilt 7 || €.

a) Da das urspriingliche Feld E = Ee. homogen war, muss pezt = divE = 0 sein. Somit ergibt sich fiir das (nach
Einfiihrung der Kugel entstehende) D-Feld auch div D = Pext = 0. Da beide Medien (Kugel und Umgebungsmaterial)
homogen, isotrop sind, in beiden

DV =epe&5, j=1,2
wobei £ das neue elektrische Feld ist (51 auflen und 52 innen)! Somit muss auch div € sein weshalb das Potential ® von
£ innerhalb der beiden Medien die Laplace Gleichung

AP =0

erfilllen muss! Die allgemeine Losung dieser DGL lasst sich, in Anbetracht der azimutalen Symmetrie des Problems,
darstellen als

(p,0) = 3 (A + Bip™ V) Ri()
1=0
Wir unterscheiden zunéchst zwischen innerem Potential ®5 und duflerem Potential ®:

D(p.9) =3 (Alp' + Blp~ ) R(), j=1,2
=0

Wir fordern dass ®o(p = 0) endlich bleibt, weshalb
B} =0V — ®y(p,0) ZA%plPl (0)

sein muss! Ferner fordern wir dass ’
lim & = Fé,
p—00

ist, weshalb wir erhalten

@ 109
p{n;og = — Jim_grad ®1(p, ) = — lim aa—plap+ paaq;ag}

= _ _ . _ _ 0P, (9) |

_ 1.1-1 1 —(1+2) > 1.1-1 1 —(1+2) l Lo

= plggolz 1A} = 1+ 1)Blp P(v) - &, plggoz Al + Blp g B = Ee.

- —0 - —0
1! . . = 1 18P1( ) - 1 - 1 . - 1- ! =

— A =0 furl>2 — hr%é':—Alpl(ﬂ) —A; 59 <€y = —Ajcosd -, + Ajsind - ey = A€, = Fe.
p—
0 0>2

— Al=—F — Al ={ -E =1 — ®(p,9) = —EpP,(9) + A Py(V) +ZBl 1 py(9)

beliebig :1=0

Die beiden Potentiale miissen jetzt irgendwie kompatibel gemacht werden! Dazu nutzen wir zum einen die Stetigkeit
von ® und zum anderen die Stetigkeit der Normalkomponente von D am Rand der Kugel. Unter Beriicksichtigung der
Orthogonalitét der P;(9) also:

By(R,9) = 1 (R, V) ZAQRIPZ = —ERP\(9) + AjPy(9) + > _ Bl RV Py ()
=0
K t leich bzgl. Py : A3 = A} BO/\A2 By E AN A} = B 1>2
omponentenvergleich bzgl. P : Ay = + T ﬁ — ol 2



und

o | o
2 _ 2 B 1 o 1
Dy |r= —E0f2 Ty " |lr= D, |r= —E0f1 " |r

— &Y AURTIR(Y) = —e1EP(Y) —e1 Y (1 +1)BI R P(0)
=0 =0

. €1 281 Bl €1 l+]. Bl
Komponentenvergleich : 0= Bj =0 A A} = —F gR—é N A? = S (T) RTZ-&-I 1>2

Zusammenfassung der beiden Bedingungen fiir die Koeffizienten ergibt:

+1\ Bl _ B}
zzz:-i-l( u )RQ/H = obr = Bl = A7 =0, 43 = A} belicbig

I it et S W ) R B%:M'ER?’ = A%:i.
(g2 + 2¢1) (€2 + 2¢1)

€2 — € ER3
— ®1(p,¥) = —EpPi(9) + AgPo(9) + ((522+ 2511)) T2

-cos ¥
By(pyd) = ALPy(9) — —L . Ep . cosd
PAVE) 010 (52+2€1) 14

Da Py = 1 ist stellt A} genau die additive Konstante die allgemein beim Potential auftritt dar! Somit kénnen wir
0.B.d.A schreiben

381
——— - Ep-cos? p< R
(52 +2€1) p - COS P

®(p, V) =

(9 —e1) ER? .
Epcos(¥) + (& t2e) 12 cost :p>R

Oberes Feld sei unten fiir £; > €9 in Abhéngigkeit von z und z in der Ebene y = 0 illustriert:




b)

Da Elektrische Feld £ ergibt sich durch Gradientenbildung

3€1E
., :p< R
. (82 + 281) ¢ P
E=—grad ®(p,9) =
Eé (62 — 81) ER3
© (24 2e1) P

(2cosve, +sinvey) :p>R

und ist unten in Abhéngigkeit von z und z in der Ebene y = 0 illustriertﬂ

g1 = 10es €1 =¢e2/2

Bemerke: Linge der Pfeile ist proportional zum Betrag des Feldes!

Die Polarisation P der Kugel ergibt sich als

— = 3epe1(ea —1)E
P = 50(62 — 1)52 = —0<g12(+2251)) €y

Wir beginnen mit dem vorhin bestimmten &ufleren Potential

oS
€, T

(82 — 61) ER3 (62 — 51) ERS (62 — 61) ER3
~—s -7 . 9 =—-F -~ S .= _-F —~—c -7
(2 4 2¢1) p? o8 i (€2 4 2¢1) p3 : i (€2 4 2¢1) p3

Dy

D (p, ) = —FEpcos(?) +

wobei der Term ®, genau das von der Polarisierten Kugel erzeugte Potential ist. Wir vergleichen mit der entsprechenden

Multipolentwicklung
1 @ 1 pp-7 1
F7 dre p + drey  pB to 3

und bekommen durch Potenzvergleich das Dipolmoment pj, der Kugel:

(e2 —e1)

ER®.¢,
(62 + 261)

Dk = 47eg

Bemerke: Man kann auflerdem ablesen dass die gesamte Ladung der Kugel @ = 0 ist bzw. dass alle anderen Multi-
polmomente verschwinden!

2Dargestellt mit Grapher 1.1



