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Aufgabe 01
a) Die Strecke S sei parallel zur z-Achse gegeben durch
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Sei o die Linienladungsdichte o = d—? Wir wollen zeigen dass die Aquipotentialflichen Rotationsellipsoide um S sind,

mit Brennpunktabstand L, das also die Aquipotentialfliiche
Oc¢ :={FeR":U[F) =C}
durch die (elliptische) Parameterdarstellung
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gegeben ist, wobei U das Potential im Raum beschreibe.
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Bemerkung: Die Vereinigung aller moéglichen (wie oben definiert) Flachen £, R € (0 00), ergibt den gesamten Raum
um S herum. Gelingt es uns zu zeigen dass fiir alle R € (0,00) die Fliche £ eine Aquipotentialfliiche ist, so kénnen
wir auch umgekehrt zu einem irgendwo im Raum vorhandenen Potential Uy die zugehérige Fléche £ finden. Doch da
die Aquipotentialfliche die durch einen Punkt geht eindeutig ist, sind auch alle Aquipotentialfliichen darstellbar durch
En.

Wir haben in Ubungsserie (04) Aufgabe (02) gezeigt, dass das Potential in Zylinderkoordinaten (r., ., z) gegeben war

durch
l— I —2)%2+ 12
U(rs,2) = —— -In (L=z) 4y zf s
dmeo —(+2)+/(+2)2+12
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mit [ := 3 In Elliptischen Koordinaten (r, 9, ¢) mit a=b=1und ¢ =/ — + 1= \/ + 1 ist

r=r,sind, z = crcosd = /12 + r2cos?



Umgeschrieben ergibt sich das Potential also als

P (I —rccos?) + \/(l — recos9)? 4+ r2sin? ¥
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Sei £ C R™ mit R > 0 konstant. Dann gilt fir 7 € £
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Die Fliche Eg ist also fiir alle R eine Aquipotentialfliche! O

Bei den vorigen betrachteten Rotationsellipsoidflichen £z waren die Hauptachseldngen a, b gegeben durch a = b = r.
Wir identifizieren jetzt die beiden Hauptachsenldngen a und b der beiden Kondensatorschalen mit jeweils 1 und 72 und
beschreiben deren Punkte mit jeweils &, und &,,, wobei auch hier L der Abstand zwischen den beiden Brennpunkten
sei und 0.B.d.A a < b. Zwischen den Schalen existieren keine Ladungen, und somit gilt dort AU = 0. An den Schalen
ist das Potential konstant, sie stellen also Aquipotentialfliichen dar.

Es liegt nahe dass durch gegebene ladungen @; auf den beiden Kondensatorflichen der Potentialunterschied eindeutig
ist. Ebenso sind durch ein gegebenes Potential U(7) die Ladung an den beiden Schalen eindeutig bestimmt. Finden
wir also ein Potential das die Randbedingungen U (&) = Uy, U(E,,) = Us erfiillt, so kénnen wir auf die Ladungen Q;
riickschlieBen.

Wir betrachten das Feld zwischen den beiden Schalen (Bereich B;). Das Feld sieht dort genau so aus als wenn sich
auf der Symmetrieachse z der Anordnung eine mit der Flichenladungsdichte geladene Strecke S der Lénge L befinde.
Dabei ist o geeignet zu wihlen so dass folgendes erfiillt ist:

e Das Potential auf &,, ist gegeben durch U;. O.B.d.A sei U; = 0.
e Das Potential auf &,, ist gegeben durch Us =U; +V = V.

Wir verwenden das Ergebnis der vorigen Aufgabe, und fordern also:
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Somit ergibt sich
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Die gesamte Ladung dieser Strecke wire gegeben durch
Qs = 2lo

Betrachten wir jetzt den Fluss durch die Fldche &, 1., wobei € > 0 beliebig klein sei. Dann ergebe sich der Fluss P;
zum einen (geladene Strecke) aus
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€0 o

P =

und zum anderen (Kondensator) aus
o
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da die Felder im einen oder anderen Fall im Bereich B; identisch sind. Somit ist die Ladung auf der inneren Schale
gegeben durch

Q1 =0Qs =2lo

Damit ergibt sich eine Kapazitéit von
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Fin Kugelkondensator entspricht genau dem Spezialfall [ = 0.

Es ergibt sich demnach

l « 4 b
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(*) : L’ Hopital.
Ein Plattenkondensator kann als Grenzfall des Kugelkondensators mit b = a + d, a — oo betrachtet werden. Dabei
betrachten wir nur noch einen Anteil k& der gesamten inneren Fliche A = 47a?, so dass kA =: A konstant bleibt. Im
Grenzfall ist dann die Kapazitdt C'4 der Teilfiiche A gegeben durch

lim Cy =k lim Cg

a— 00 a— o0

wobei C' die gesamte Kapazitéit des sich immer ausdehnenden Kugelkondensators ist. Demnach:
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Aufgabe 02

a) Wir betrachten das Verschiebungsfeld D = eoE, + P = eoE wobei E, das gesamte (neue) Elektrische Feld im Raum
und P die mittlere Polarisationsdichte im Zylinder sei. E = Eg, ist hier das urspriingliche Feld. Da das Dielektrikum
homogen und demnach auch isotrop ist, konnen wir schreiben

D = ETE()Eg

wobei g, die relative Permittivitét des betrachteten Mediums sei (¢; innerhalb und 1 aulerhalb). Wir kénnen auferdem
schreiben
D = D cos p€, — Dsinpe,

da D parallel zu &, gerichtet ist. Es gilt ferner
divD = Pext =0 — divﬁg =0

Fiir das Potential ® von Eg gilt
E,=—grad® — divgrad® = Ad® =0

Bemerkung: Dies gilt alles nur da das Dielektrikum homogen ist!
Wir machen einen Potenzreihenantz
= Z Tn+/\9n(90)

ne”Z
und erhalten die partielle DGL

2
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= gn ((n+ )+ (n+ N (n+ A1) + gl A2 =0

n

Also
gn = =00 M+ A" = go = aycos((n+ Vg +0,)

d
Wir fordern i lo=0 da wir dort ein parallel zu €, stehendes Feld erwarten! Demnach
(n+A)sind, =0 — 9, €{0,7}:0.B.dA:9,=0 — g,(p) = ay,cos(np)
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Da wir bei ¢ = % und ¢ = 771- das gleiche Potential erwarten, muss gelten

3
(n—&—)\)g:(n—k)\)g—kmw — A=—n—-m=me’

- &= Zan cos((n +m)ep) - rtm = Zan cos(ng)-r" da:n€Z

1
Fiir negative n interessieren wir uns nicht weil wir mit — Probleme um den Ursprung bekommen hétten (Singularitét).
r

Es ergibt sich also, zusammen mit der Tatsache dass ®(r = 0) < 0 sein soll, schliellich im Innenraum:

o, = Z ay, cos(nep) - r’

n>1

b, = Z by, cos (np) r

wobei dies bis auf eine additive Konstante eindeutig ist. Wir setzen also 0.B.d.A by = 0. Wir fordern dass das Feld im
Unendlichen r — oo, ¢ = 0 identisch mit dem urspriinglichen Feld E sei:
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Fiir den auflenraum ergib sich analog



und bekommen
b, =0 firn—1>0
Ferner gehen alle Summanden bis auf einen zu 0, und wir bekommen
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Zusammengefasst:

D, (r,p) = —Ercosp + Z by, cos(ng)r—"
n>1

Durch die stetigkeit am Zylindermantel (r = R) folgt

Vp: PR, )= Z an R" cos(nyp) = ®,(R,9) = —FERcosp + Z b, R~ cos(ny)

n>1 n>1

b bn
= n=1l:aiR=—-FER+WhR ' — a1 :—E—I—R—lz, n>2:a,R"=b,R7" — a,= T2n
Die Normalkomponente der beiden ﬁi, ﬁa auf dem Zylindermantel ist gegeben durch
= = 0v;, = 0P,
D;-é,=—¢ereoliy-€, = —ereograd ®; - €, = —¢,¢0 5 D, = —¢g o
0P; 0P,
Wir fordern also ETW |R,o= B |r,o V ¢ und erhalten

Ep - Z na, R cos(ny) < _FEcos 0 — Z nby, cos(ng)R™"1

n>1 n>1

Durch Komponentenvergleich ergibt sich

b b
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Vergleichen wir dies mit dem vorigen Ergebnis bekommen wir
2F r—1
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und schlielich 2 ( )
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Di(r,p) = — -cos, Pu(r,p)=Fcosp- - |— -7
(r, ) Gor1) % (r, ) @ [r(sle) }
Das Feld ergibt sich innen und auflen jeweils als:
., o®;, , 100 2F . . .
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R%(s. — 1)
r2(e, + 1)
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Ea = —grad®, = Ecosy- [

Wir verwenden

T COS cos ¢ —sin g
7= | rsing |, €= sing |, € = CoS
z 0 0
und schreiben die Felder um in Kartesische Koordinaten:
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