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Randwertprobleme

Aufgabe 1): Spiegelladungsmethode an metallischen Ebenen [4 PUNKTE]

(a) Das Volumen V = {reR?® : x > 0,y > 0} ist bei z = 0 und y = 0 durch per-
fekte metallische Leiter begrenzt. Finden Sie die Greensche Funktion G(r,r’) mit
r’,reV, wobei G(r,r’) iiber AG(r,r’') = —0(r — r’) /ey definiert ist.

(b) Bestimmen Sie ferner das Potential ®(7) bei Anwesenheit einer Punktladung ¢ bei
To-

(c) Berechnen Sie die Fliachenladungsdichte 7.

(d) Ermitteln Sie die Gesamtladung auf den Platten (geht auch ohne Integration iiber
die Flachenladungsdichte, Tipp: Gauflscher Satz und Ubergangsbedingungen fiir
das E-Feld bei Metallen).

(e) Welche Kraft wirkt auf die Punktladung (geht auch ohne Integration iiber die
Fldachenladungsdichte).

Aufgabe 2): Randwertproblem mit leitender Kugel [4 PUNKTE]

(a) Vollziehen Sie die Rechnung aus dem Script fiir das elektrostatische Potential

R R?
P(r) = D,(r)— ?Qp(ﬁfr) einer beliebigen Ladungsverteilung p(r) endlicher Aus-

dehnung auflerhalb einer im Ursprung befindlichen leitenden geerdeten Kugel vom

Radius R nach. Hierbei bezeichnet ®,(r) das Potential von p im ansonsten leeren
Raum R3.

(b) Spezialisieren Sie nun die Ladungsverteilung p(r) auf den Fall, dass die Ladungs-
verteilung die eines an der Stelle a befindlichen Dipols p ist. Zeigen Sie, dass der
Dipol fiir den Fall p - a # 0 auf der Kugeloberfliche eine (nicht im Detail zu
berechnende) Flachenladungsdichte mit nichtverschwindender Gesamtladung Qinq
induziert (Qinq ist explizit zu bestimmen).

(¢) Machen Sie sich auf einem alternativen Weg Qi,q plausibel, indem Sie einen parallel
zu a orientierten Dipol als Limes zweier Punktladungen erzeugen und Q;,q iiber
die beiden entsprechenden Spiegelladungen bestimmen (und damit das Resultat
aus b) in diesem Spezialfall reproduzieren). Wieso verschwindet @;,q im Grenzfall
R — o0, in dem aus der leitenden Kugel eine leitende Halbebene wird?



(d)

Berechnen Sie nun (im Fall p - a # 0) die auf den Dipol wirkende Kraft K fiir
grofie Absténde a > R von der Kugel in fiihrender Ordnung von 1/a (mit a = |al).
Mit welcher Potenz von 1/a geht diese Kraft gegen Null und wie vergleicht sich
dieser Exponent mit dem derjenigen Kraft, welche von der Leiterkugel auf eine
Punktladung ausgeiibt wird?

Aufgabe 3): Greensche Funktion als Reihe [4 PUNKTE]

(a)

Eine weitere Methode, die Greensche Funktion fiir ein Volumen V' mit dem Rand
OV zu bestimmen, ist, sie als Summe der Eigenfunktionen ¥, (r) des A-Operators
mit verschwindenden Randbedingungen darzustellen. Die W,,(7) sollen also der Dif-
ferentialgleichung AW, (r) = A\, ¥, () in V geniigen, wobei zusétzlich ¥,,(0V) =0
gelten soll. Mit der Normierung der Funktionen auf 1 ([, U2 (r)W,(r)dV = 1)
erfiillt der so gefundene Satz an Eigenfunktionen automatisch die Vollstéandigkeits-
relation (so heifit einfach die folgende Eigenschaft):

Z U (P, (r) =6(r —7')

und die Orthogonalititsbedingung (analog zu Basisvektoren im R? bilden hier die
Eigenfunktionen eine vollsténdige orthonormale Basis, das Skalarprodukt zwischen
zwei Funktionen F(r) und G(r) ist definiert als [, F*(r)G(r)dV):

/ T ()W (1) AV = G

\%

Wegen der Vollstandigkeit kann auch die Greensche Funktion G(r,7’) nach den
Eigenfunktionen entwickelt werden: G(r,r’) = > >, a,(r") U, (r). Zeigen Sie, dass
an(r’) = —2-Wx (') gilt.

£0An

Finden Sie die Reihendarstellung der Greenschen Funktion fiir das Innere des Ka-
stens {r: 0 <z <a,0<y<b0<z<c} mit den Kantenlingen a, b und ¢, der
von perfekten metallischen Leitern begrenzt ist.
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