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Aufgabe 01

a) Induktionsannahme: ∫
R
xnf(x)δ(n)(x) dx = (−1)nn! ·

∫
R
f(x)δ(x) dx

Induktionsanfang n = 0: ∫
R
x0f(x)δ(0)(x) dx = (−1)00! ·

∫
R
f(x)δ(x) dx

Induktionsschritt n+ 1:

∫
R
xn+1f(x)δ(n+1)(x) dx =

[
δ(n)(x) · xn+1f(x)

]∞
−∞︸ ︷︷ ︸

0

−
∫

R

(n+ 1)xnf(x) + xn+1f ′(x)︸ ︷︷ ︸
xn·(xf ′(x))

 · δ(n)(x) dx

= −
∫

R
(n+ 1)xnf(x)δ(n)(x) dx− (−1)nn! [xf ′(x)]x=0 = −(−1)nn!(n+ 1) ·

∫
R
f(x)δ(x) dx

= (−1)n+1(n+ 1)! ·
∫

R
f(x)δ(x) dx

b) Für die differenzierbare Funktion gilt nach dem Satz von Taylor in sehr kleinen Umgebungen um die Nullstellen
λi : f(x) ≈ f(λi) + f ′(λi) · (x− λi) = f ′(λi)(x− λi). Daraus folgt unter Verwendung von δ(ax) = δ(x)/ |a|∫

R
δ [f(x)] g(x) dx =

∑
i

∫ λ+
i

λ−i

δ(f(x))g(x) dx =
∑
i

∫ λ+

λ−i

δ [f ′(λi)(x− λi)] g(x) d(x− λi)

=
∑
i

∫ λ+
i

λ−i

1
|f ′(λi)|

· δ(x− λi)g(x) d(x− λi) =
∫

R

{∑
i

δ(x− λi)
|f ′(λi)|

g(x)

}
dx
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c) ∫
R
dx arctan(x)δ′(x− 1) = −

∫
R

1
1 + x2

· δ(x− 1) dx = −1
2

∫ ∞
1

dx
δ(cosx)
x2

=
∞∑
n=0

∫ ∞
1

dx
δ
(
x− π (2n+1)

2

)
x2

· 1∣∣∣cos′
(
π (2n+1)

2

)∣∣∣
=
∞∑
n=0

1(
π (2n+1)

2

)2 =
4
π2
·
∞∑
n=0

1
(2n+ 1)2

=
1
2

Aufgabe 02

Bemerkung: Wir substituieren o.B.d.A x := x− a. Damit verschiebt sich die Kurve einfach nach links.

a) Die Funktion

Lη(x) =
1
π
· η

η2 + x2

hat ihr Maximum offensichtlich im Punkt x = 0, wo sie den Wert Mη := Lη(0) =
1
ηπ

annimmt. Die beiden Halbwerts-

koordinaten x1,2 ergeben sich aus

Lη(xi)
!=

1
2πη

⇒ x1,2 = ±η

woraus sich eine Halbwertsbreite Bη = 2η ergibt. Es gilt

lim
η→0+

Mη =∞, lim
η→0+

Bη = 0

b) Die Fläche Aη ergibt sich als

Aη =
∫

R
Lη(x) dx =

[
1
π
· arctan

(x
n

)]∞
−∞

= 1

c)

lim
η→0+

∫ β

α

dx Lη(x) = lim
η→0+

1
π
·
[
arctan

(
x

η

)]β
α

= lim
η→0+

1
π
·
[
arctan

β

η
− arctan

α

η

]

=
1
2
· (sgn(β)− sgn(α)) =

 1 : α < 0 < β
−1 : β < 0 < α
0 : sgn(α) = sgn(β) : sonst

lim
η→0+

Lη(x) =
1
π
· lim
η→0+

η

η2 + x2
= 0 da Lx(η) := Lη(x) stetig in η = 0 für x 6= 0

Obere Eigenschaften rechtfertigen die Äquivalenz

lim
η→0+

Lη(x) ≡ δ(x)

d) Da
eikx−εk + e−ikx−εk
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für ε→ 0+ gleichmäßig zu
eikx + e−ikx

konvergiert, können wir schreiben

H(x) :=
1

2π
·
∫

R
dk eikx =

1
2π
·
∫ ∞

0

(
eikx + e−ikx

)
dk =

1
2π
·
∫ ∞

0

lim
ε→0+

(
eikx−εk + e−ikx−εk

)
dk

=
1

2π
· lim
ε→0+

∫ ∞
0

(
eikx−εk + e−ikx−εk

)
dk =

1
π
· lim
ε→0+

∫ ∞
0

e−εk cos(kx) dk

=
1
π
· lim
ε→0+

[
ε2e−εk

ε2 + x2

(
x sinxk
ε2

− cosxk
ε

)]∞
0

=
1
π
· lim
ε→0+

ε

ε2 + x2
=
{

0 : x 6= 0
∞ : x = 0

Die Fläche A unter H(x) ergibt sich als

A =
∫

R
H(x) dx =

1
2π
·
∫

R

{
lim
ε→0+

∫ ∞
0

dk
(
eikx−εk + e−ikx−εk

)
dk

}
dx

=
1
π
· lim
ε→0+

∫
R

ε

ε2 + x2
dx =

1
π
· lim
ε→0+

[
arctan

x

ε

]∞
−∞

= lim
ε→0+

1 = 1

Daraus ergibt sich dass H(x) eine Distribution ist, und sogar H(x) = δ(x) gilt.

Aufgabe 03

εijkεlmk =

∣∣∣∣∣∣
δil δim δik
δjl δjm δjk
δkl δkm δkk

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
δil δim δik
δjl δjm δjk
δkl δkm 3

∣∣∣∣∣∣
= 3δilδjm + δimδjkδkl + δikδjlδkm − δikδjmδkl − 3δimδjl − δilδjkδkm

= 3δilδjm + δimδjl + δimδjl − δilδjm − 3δimδjl − δilδjm = δilδjm − δimδjl

3


