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Aufgabe 01

Bemerkung: A,B,C ∈ R3

a)

A× (B × C) = Ai(B × C)j · εijk · ~ek = AiBlCmεlmjεkij · ~ek = AiBlCm · (δlkδmi − δliδmk) · ~ek

= AiCmδlkδmi ·Bl · ~ek −AiBlδliδmk · Cm · ~ek = AiCiδlk ·Bl · ~ek −AiBiδmk · Cm · ~ek

= AiCi ·Bl~el −AiBi · Cm~em = (A · C)B − (A ·B)C

b)

[A · (B × C)] = Ai(B × C)i = AiBjCkεjki = BjCkAiεkij = Bj(Ck ×Ai)j = B · (C ×A)

⇒ B · (C ×A) = C · (A×B)

c)

(A · ∇)B + (B · ∇)A + A× rotB + B × rotA =
(

Ai
∂

∂xi

)
B +

(
Bi

∂

∂xi

)
A + Ai(rotB)jεijk · ~ek + Bi(rotA)jεijk · ~ek

= Ai
∂Bj

∂xi
· ~ej + Bi

∂Aj

∂xi
· ~ej + Ai

∂Bm

∂xl
εlmj εijk︸︷︷︸

εkij

·~ek + Bi
∂Am

∂xl
εlmj εijk︸︷︷︸

εkij

·~ek

= Ai
∂Bj

∂xi
· ~ej + Bi

∂Aj

∂xi
· ~ej + Ai

∂Bm

∂xl
(δlkδmi − δliδmk) · ~ek + Bi

∂Am

∂xl
(δlkδmi − δmkδli) · ~ek

= Ai
∂Bj

∂xi
· ~ej + Bi

∂Aj

∂xi
· ~ej + Ai

∂Bi

∂xk
· ~ek −Ai

∂Bk

∂xi
· ~ek + Bi

∂Ai

∂xk
· ~ek −Bi

∂Ak

∂xi
· ~ek

= Ai
∂Bi

∂xk
· ~ek + Bi

∂Ai

∂xk
· ~ek =

∂

∂xk
(AiBi) · ~ek =

∂

∂xk
(A ·B) · ~ek = ∇(A ·B)
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d)

λ(B · rotA−A · rotB) + A×B · gradλ = λ [Bi(rotA)i −Aj(rotB)j ] + AjBiεjik(gradλ)k

= λ

Bi
∂Aj

∂xk
εkji︸︷︷︸
εjik

−Aj
∂Bi

∂xk
εkij︸︷︷︸
−εjik

 + AjBiεjik
∂λ

∂xk
=

∂

∂xk
[λAiBjεijk] =

∂

∂xk
(λA×B)k = div(λA×B)

Aufgabe 02

div(A×B) 1d= B · rotA︸ ︷︷ ︸
0

−A · rotB︸ ︷︷ ︸
0

+A×B · grad 1︸ ︷︷ ︸
0

= 0

rot(A×B) =
∂

∂xi
(A×B)jεijk · ~ek =

∂

∂xi
AlBmεlmj εijk︸︷︷︸

εkij

·~ek =
∂

∂xi
AlBm(δlkδmi − δliδmk) · ~ek

=
∂

∂xi
(AkBi −AiBk) · ~ek =

(
∂Ak

∂xi
Bi +

∂Bi

∂xi
Ak −

∂Ai

∂xi
Bk −

∂Bk

∂xi
Ai

)
· ~ek

= (B · ∇)A + (div B) ·A− (div A) ·B − (A · ∇)B = (B · ∇)A− (A · ∇)B

Aufgabe 03

a)

~A = ax~ex + by~ey + cz~ez, K =
{
~r : x2 + y2 + z2 ≤ R2

}
LHS :

∫
∂K

~A · d~f =
∫

∂K

~A · ~eρ df =
1
R
·
∫

∂K

(
ax2 + by2 + cz2

)
df

= R3 ·
∫

∂K

(a sin2 ϑ cos2 ϕ + b sin2 ϑ sin2 ϕ + c cos2 ϑ) · sinϑ dϑ dϕ

= R3 ·
∫ 2π

0

{∫ π

0

[
sin2 ϑ

(
a cos2 ϕ + b sin2 ϕ

)
+ c cos2 ϑ sinϑ

]
dϑ

}
dϕ

=
R3

3
·
∫ 2π

0

[
4

(
a cos2 ϕ + b sin2 ϕ

)
+ 2c

]
dϑ =

4πR3

3
· (a + b + c)

RHS :
∫

K

div ~A · dV =
∫

K

(a + b + c) · dV =
4πR3

3
· (a + b + c)
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b)

~r ∈ ∂F, ~r = 3R cos t · ~ex + 2R sin t · ~ey → ~̇r = −3R sin t · ~ex + 2R cos t · ~ey

LHS :
∫

∂F

~A · d~r =
∫

∂F

~A · ~̇r dt = R2 ·
∫ 2π

0

(
12 sin2 t− 6 cos2 t

)
dt

= R2 ·
∫ 2π

0

[6(1− cos 2t)− 3(1 + cos 2t)] dt = 6πR2

RHS :
∫

F

rot ~A · d~f =
∫

F

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂Ay

)
df =

∫
F

df = 3R · 2R · π = 6πR2
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