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1 Elektrostatik

1.1 Das Coulombsche Gesetz
1.1.1 Kiraftfeld einer Ladungsverteilung

Auf eine Ladung ¢ am Ort 7 wirkt durch Ladungen ¢y, ..., ¢, an den Orten 77, ..., 7, die elektrostatische Kraft
n

Po_1 Z 4 .(F—ﬁ')
T dreg Pt =2 |7 =7

bzw. fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung p(7) im Volumen V

1.1.2 Elektrostatisches Feld einer Ladungsverteilung
Man definiert das elektrische Feld E(F) am Ort 7 als den Quotienten

q

|

E(7) = lim
q—0

Somit ist:

= 1 i (7" —75) 1 / p(r")  (F=71%)
E(7 . = . Cs——dV
(") Z | dmeo Jv [F—7 | |

 4meg el [ T R U F—T;

1.1.3 Das Gausssche Durchflutungsgesetz
Aus oberer Definition folgt die 1. Maxwell Gleichung
div E(F) = p(r)
€0
und ferner das Gausssche Durchflutungsgesetz fiir ein beliebiges, die Ladung @ umschlieftendes Volumen V/

Q _ @dvz/dwﬁdvz B dA
€0 v €o Vv ov

Beispiel: Homogen geladene Kugelschale: Betrachten eine homogen geladene Kugelschale der Ladungsdichte pg und
Radien Ry < Ry. Aufgrund von Symmetriegriinden ist das Feld im Aufen- und Innenraum kugelsymmetrisch. Somit ist
E(7) = E(r)€, und ferner:

Qr=co- | E(F) dA=eoE(r)- / €, dA = 4rr’eoE(r) — E(r) = @
oV dmeqr?
ov
wobei
Qr = /,00 av
14

die von der gedachten Kugel mit dem Radius r umschlossene Ladung ist. Somit folgt:

po (R — R})

r >R
3507”2 "
E= po (r> — R3
LN
0 r< R



1.1.4 Ubergangsbedingungen
Oberflachenladungsdichte 7(7) auf der Fliche A bewirkt Unstetigkeit der Normalkomponente:

n(7)

€0

B} (1)~ By (7) =

Tangentialkomponente bleibt unverdndert!

1.1.5 Das elektrostatische Potential

Es zeigt sich, dass rot E(7) = 0 ist. Somit existiert eine skalare Funktion ®(7) so dass E = — grad ®(7) ist. Dabei ist es bis auf
eine additive Konstante @ festgelegt. Es folgt aus der 1. Maxwell Gleichung die Poisson-Gleichung fiir das elektrostatische
Potential:

p(7)

() =

Bei vorgegebenen E-Feld berechnet sich ® gemaf

T Yy

F@Mﬂ@%+/E%Mﬁw%+/E%w£M£

Yo 20

®(7) = B(70) + |

0

Aus einer Ladungsverteilung p in einem Volumen V C R? ist das Potential ®(7) gegeben durch

1 o)
O(F) = av' = o §
D=t ey | =7 s L
J

Durch Gradientenbildung ergibt sich das E-Feld.

1.1.6 Innere Energie einer Ladungsverteilung

Kontinuierliche Ladungsverteilung (ohne Punktladungen!):

Wi

Ladungen im Feld:

Reines Feld (ohne Singularitéten!):

o(r) = %OEQ(F) : lokale Energiedichte , W = / %)Ez(?:) dv
v

Diskrete Ladungsverteilung (innere Energie der Punktladungen nicht betrachtet!):

qiq;
W— _
Z |75 — 751




1.1.7 Wechselwirkungsenergie von Ladungsverteilungen

Kontinuierliche Verteilung im dufteren Feld:

W = /p(f') wal(F) dV | g : duleres Feld
v

Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Ladungsverteilungen p; und p,:

pu(r)p /
dV av
47T60 // _'—_’/|

Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Punktladungen ¢1, ¢o:

_ 1 ae
47T€0 |F1 - F2|

1.1.8 Der Dipol

Dipolmoment zweier Ladungen ¢, —q im Abstand a: definiert als p = ga.
Ubergang zum Punktdipol am Ort 74: @ — 0, ¢ — oo so dass p konstant bleibt, ergibt Potential:

() = 1 p-(r—7a)

= - -grady ———
dmeg |7 — 7y 4meg & |7 — Tl
Also fiir Punktdipol im Ursprung:
1  pcos?d
@ r) =
(") 4meg r2
Somit elektrostatische Feld des Punktdipols:
. 1 71 |3(-pF P
E = —— d _ | —
(") dreg (P grad) 75 A 4reg [ rd 7’31
Ladungsdichte eines Punktdipols:
p(7) = —p- grad o(r)
1.2 Multipolentwicklung
Mit dem Multipolmoment
"Go(7)

Qfy...k, = dmeo(=1)" - /P(F') r v

\%

(9£L'k1 (9:L'k2 ...axkn

einer Ladungserteilung p(7) als Tensor n-ter Stufe, erhédlt man das Elektrostatische Potential ®(7) als

— 1 & QM) 1 @k,
() = Z () = e Z 2kl T Arey z e
n=0 n=0

Interpretation:

a) Moment 0. Stufe: Ladung:
@ = [ o) v’
%

Fiir hinreichende grofse Entfernung also
Q

dmegr

PO(7) —



b) Moment 1. Stufe: Dipolmoment

v
Dipolpotential: )
P-7
247 4degrs
¢) Moment 2. Stufe: Quadrupolmoment
3z —r? 3zy 3rz
5= Dij = /P(F/) (3552%; - 7”/251']‘) V' ~ D= /de(F) 3yr  3y% — 12 3yz
v v 3zx 3zy 322 —r?

Aus Definition folgt: D symmetrischer Tensor. Quadrupolpotential:

@2(7:) _ 1 D(F,T_‘) _ 1 Dijximj
dmeg  2r° dmeq  2r°

Fiir hinreichend groffe Entfernungen von der Ladungsverteilungen:
() = () + @1 (7) + ©*(7)

Zylindersymmetrische Ladungsverteilungen besitzen nur ein Dipolmoment in Richtung der Symmetrieachse. Kugelsymme-
trische Ladungsverteilungen besitzen kein Dipolmoment, und auch keine Momente héherer Ordnung!

1.2.1 Energieberechnung mittels Multipolentwicklung

—

Eng begrenzte Ladungsverteilung p im &uferen Feld ¢,, Ej,:

W = Qpa(F) — P Bal) — = Dy ot

1.2.2 Kraftberechnung mittels Multipolentwicklung

Eng begrenzte Ladungsverteilung p im &uferen Feld Ea:

F(F) = QE,(7) + [13 : grad} Bo(i) + ...

1.2.3 Drehmoment mittels Multipolentwicklung

Eng begrenzte Ladungsverteilung p im &uferen Feld Ea:

—

F(7)=P x E,(F) + ...

1.2.4 Folgerungen fiir Dipol

Energie eines Dipols P im &uReren Feld

Minimal falls 7 || E.
Kraft auf Dipol:

Drehmoment im dufteren Feld:

Energie eines induzierten Dipols:



1.3 Das Randwertproblem der Elektrostatik

1.3.1 Formulierung des Problems

Betrachten N ideale Leiter L; und externe Ladungsverteilung p(7). Zu berechnen: Potential ®(7).
Wissen:

e ® konstant bzw. E = 0 innerhalb der Leiter.

Leiteroberflichen sind Aquipotentialflichen.

Feldlinien stehen senkrecht auf Leiteroberflache.

e Ladungen befinden sich alle auf der Oberflache des Leiters, somit Oberflichenladungsdichte 7.
e Aus
(ﬁ , E) _ n(®)
€0
folgt fiir das Potential an der Oberfliche des Leiters
N N
() = 0= low,
e Aufserhalb der Leiter gilt die Poissongleichung:
AD(F) = —@

1.3.2 1. Grundaufgabe: Das Dirichlet-Randwertproblem
Gegeben:
a) Leiter L; und Potentiale U; auf Leitern.
b) Externe Ladungsverteilung p(7) auferhalb der Leiter.
Suchen:
a) Potential ®(7)
b) Oberflichenladungsdichte n(7) auf den Leiteroberflachen.
¢) Gesamtladung Q; auf den Leitern.
Losungsweg:
a) Berechnung der Greenschen Funktion G(7,7 ) fiir den Aufenraum V. Dabei ist Greensche Funktion so dass:

— 0 AG(F, 7 ) = 6(F — ')

FedLl; — GFF')=0

b) Berechnung des Potentials nach:

(7 :/G(ﬁf’)mw') dvusO/cp(F')iaGézl’” ) qn
14 ov
2 2
:/ G 7 )p(F') av' + > U; - /(_60)7%(“,7’ ) au
\% ; on
OL;
e

= (I)p(F) + Z U; 'Fz‘(F)



mit den allein von der Geometrie des Systems abhéngigen Geometriefaktoren T';(7). Es gilt: T';(0L;) = 1 und AT'(¥) = 0.
Bemerke:

0
e Normalableitung o in den Leiter hinein gerichtet!
n

e Potential ®(7) setzt sich zusammen aus externen Potential ®,(7) und den durch die Potentiale der Leiter erzeugten
Potentialen.

e Beitrag der induzierten Ladungen steckt schon in & ,(7)

¢) Berechnung der Oberflachenladungsdichte n;(7) geméf

00 (F) OGFF) , [ G777
771(77) = —&o 8nz |6Li: —&o0 / Tnl[)('f I) dV/ + zj: Uj *€p W dA/

Bemerke: Normalableitung

0
8ni
d) Berechnung der Ladungen ); auf den Leitern:

Qi = /nz‘(F) dA

OL;

1.3.3 2. Grundaufgabe
Bekannt:

a) Externe Ladungsverteilung p. (7).
b) Gesamtladungen Q; = / 7;(7) dA auf Leitern.
L;
Verwenden:
a) Greensche Funktion G(7,7’) der Anordnung.

b) Geometriekoeffizienten

Gesucht
a) Potential ®(7) aukerhalb der Leiter.
b) Flichenladungsdichten 7;(7)
c) Potentiale auf Leitern ;.

Losung:

a) Berechnung des externen Potentials

©,(7) = [ GIEF () v
\%

b) Berechnung der von der Raumladung induzierten Ladung

: 0% (F) 77
ind _ ind A= — A= — / / —»/ " dA
Q: / (7) d o da= o ) av' d

oL,



c) Berechnung der Kapazititskoeffizienten Ci;:

Ci‘ = —€yp /

or(r)
671]'

dA:sg//

O?G(F,7")
on;

1
(a) (b)

dA" dA
8nj

(a) : Aus dem Leiter heraus gerichtet

(b) : In den Leiter hinein gerichtet

Wegen

Qi =Q" + Z U;Cij

folgt

Ui _ Zczgl (Q] o Q;nd)
J

Somit kann man ®(7) und 7;(7) berechnen.

1.3.4 Energie und Kraft

Verwenden:
e Potential ®(p) im Aukenfeld.
o Kapazitatskoeflizienten Cj;
Vorgegeben:

a) Potentiale U; auf den Leitern. Dann:

1
7
Beweis: Siehe
b) Gesamtladungen @;. Dann:
1
W= [0
v

Kraft auf Ladungsverteilung ergibt sich als F=— grad W.

1.3.5 Greensche Funktion

Eigenschaften der Greenschen Funktion:
e Hat nur was mit der Geometrie zu tun!
/’ f’)

e Symmetrie: G(7, 7') = G(7

o —0AG(F, 7)) =0(F7")

o G(@Ll,f”) =0

Wichtige Greensche Funktionen:

Da jetzt Potentiale U; auf Leitern bekannt, hat man das Problem auf das Dirichlet Randwertproblem zuriickgefiihrt.

1
p(r) Py () AV + 5 > CyUil;

i,J

__ 1
() + 53 Ci Qi
v

10



e Halbebene x > 0

1 1 1 - —
G(rr') = — = 7= ¥
dmeg | |77 — 7 ‘7:»_7:» o
Geometriekoeffizient:
o 1 x>0
() = { -1 :2<0
e Kugel mit dem Radius R
1 1 R 1
G(r, 7') = - 3
() 4reg [|F—r’| r! |F—52F’|1
Geometriekoeffizient:
R
— >R
=4 "
0 r<R
Kapazitatskoeflizient:
C = 47T€()R
1.3.6 Kondensatoren
Ladung @, Spannung U, Kapazitit C:
Q=CU
Wichtige Kapazitéten:
a) Plattenkondensator: Flache A, Plattenabstand d.
Ae
Cr="g
b) Kugelkondensator: Innerer Radius a, dufserer Radius b.
Cr = 4megab
b—a

1.4 Elektrostatik in Dielektrika
1.4.1 Polarisation

Betrachten ein Medium, das unter Einfluss eines dufteren Feldes Polarisiert werden kann. Somit entsteht eine Dipoldichte:
Pa#) = S pi - 6(F — 7%)
i

Somit Dipolpotential:
1 — 1
) =— Py(7') - gradg =—— dV’
i) =g [ Bl rady =
v

47

Fiihren ein: mittlere Dipoldichte:

—

1 .,
AV
eines minimalen Volumenelements AV am Ort 7 und erhalten fiir das mittlere Dipol-Potential am Ort 7
A7

P(7) . ive, P(#!
(B (7)) = —— / B)- gradF%/' gy L /P(r) dA 1 /dlv,. P(F') 0
—-Tr

dmeq |7  4meg |7F—7']  4meg
% v

11



Durch Identifizierung . .
pp(r) = —divP , ny(f)=P(F) -7l
als Polarisationsladungen erhéilt man
1 r! 1 P
{(pa(7) = "p(Q' dA' + / ooT) gy

Cdmey ) |7 dreg ) |F— T
v

Bemerkungen:

e Polarisationsladungen sind die Senken des Polarisationsfeldes div P(7) = —pp(7)

Polarisationsladungen treten zusétzlich zu den externen oder freien Ladungen auf.

e Quellen des E-Feldes sind alle Ladungen. .
codivE = pp + pe

Es gilt stets
rot £ =0

so dass man immer noch schreiben kann
EF=—grad®

Die Gesamte induzierte Ladung des Dielektrikums verschwindet:

Qp:—/divﬁ(F) dV—i—azﬁ(F) dA = —Jﬁ(?) Mtlﬁ(f') dA =0

\4

1.4.2 Dielektrische Verschiebung

Wegen Polarisationsladungen gilt jetzt:
_ Pr + Pe
€o

div E

mit externer Ladungsdichte p, und Polarisationsladungsdichte p,,.
Fiihren neues Feld ein: die dielektrische Verschiebung:

D) = eo B(®) + P()

fir die gilt: . . =
divD =eodivE +divP = pp + pe — pp = Pe

1.4.3 Materialgleichungen
Allgemein Polarisation vom E-Feld abhangig:

Betrachten lineare, isotrope Medien:

und fiihren die elektrische Suszeptibilitat x ein: . .
P(7) = eox () E(7)
Somit ergibt sich: . . .
B(#) = e0(1 + X(A)E() = eos(ME(®)
mit der statischen Dielektrizitidtskonstante (relative Permittivitdt)

e(m) := 14 x(7)

Bemerke:

12



e Der Ausdruck . .
D = 50€(F)E

gilt nur im statischen Fall, fiir lineare, isotrope Medien!

e =(7) ist eine das Material bzw. den Ort beschreibende skalare Funktion.

1.4.4 Ubergangsbedingungen an Materialgrenzen

Unabhingig von der jeweiligen Materialgleichung gilt
div D = pe ~> Dy, (F) = Dp,(F) = ne(F)

rot E =0 ~ By, (F) = E,(7)
Fiir lineare, isotrope Medien insbesondere:

£0€aEn, (7) = 08 En, () = 1¢(F)

— E0€q an + E0&; 8’11 - 776(7")
Di, _ Dy
Ea o Ei

Bemerke:

e Potential & immer stetig!
e Tangentialkomponente des E-Feldes stetig an Grenzflachen.
e Tangentialkomponente des D-Feldes unstetig an Grenzflachen.

e Normalkomponente des D-Feldes sind nur stetig wenn keine 7. vorhanden ist.

Speziell fir n, = 0:

und fiir lineare, isotrope Medien:

1.4.5 Energie in dielektrischen Medien

Bei gegebenem E- und P-Feld ist Gesamtenergie allgemein gegeben durch
1 = = — 1 — —
W=WotWo=5 SO/EQ(f? dV+/P<F)-E<f> av =§/D<F)-E<f) v
R3 R3 R3

bzw.

W3 [ o) 0 av
R3
wobei @ sowohl von p. als auch von p, erzeugt wird!
Beachte: Enthilt gesamte Energie, inklusive Energie um Dipole zu spannen und ins Feld zu bringen!
In linearen, isotropen Medien gilt insbesondere:

2
R3

I/[/:i(J/e(F)-E2 %
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1.4.6 Kraftdichte in dielektrische Medien

Betrachten nur lineare Response: = .
D(7) = eoe(r) E(F)

und allgemein pe, pp.
Annahmen:

e Verschiebung & Deformation, aber keine Dilatation!
e Stetiges &(7)

Kraftdichte ergibt sich als
F#) = p B — 3 B grad =(7)
Bemerkungen:

e Im Falle von homogenen Medien € : const ergibt sich die normale Coulomb-Kraft f = peE, d.h Polarisationsladungen
spielen keine Rolle!

e Abgesehen von p,, ist f antiparallel zu grade. Starke Dielektrika verdrangen also schwache Dielektrika.

Fiir stiickweise stetiges e(7) erhalten:
- . oT;;
) = (i) = G

mit dem Maxwellschen Spannungstensor
1
Tij = ElDJ — §5UE]¢D]¢

Also Kraft auf Volumen V:
ﬁ:/f(?) dV:/divT(F) dv = /T(F).dA’
% \% v

Somit um Kraft auf Kérper K im Vakuum zu berechnen, suchen beliebiges Volumen V' 5 K aus und verwenden obige Formel!
Bemerke: Im linearen Fall ist T' symmetrisch.

1.5 Potentialberechnung in Isolatoren - Lineare, Isotrope Medien
1.5.1 Die Poissongleichung

Wegen rot E = 0 fiihren auch hier ein: E = — grad ® und verwenden

div D(7) = 2o div [«(7)E(7)]| = pe(7)

Inhomogene Medien:

1 . pe(T)
Ad —— grad -grad (7) = —
() + g Erad () - grad @) = ~ L20)
Allgemein zu kompliziert!
Betrachten daher homogene Medien: ¢ : const, also

B » L) 1 / o)
div E(7) = pe ~ AD(F) = -2 ~ O(F) = dVv
coe div E(7) = pe(7) (7 =~ 7= [ £
v
Losung mit bekannten Methoden, nur €y — gqe.
Stiickweise konstantes e: _
Ad,(7) = ()

€0&4q

Beachtung der Ubergangsbedingungen an den Grenzflichen!
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1.5.2 Methode der Greenschen Funktion
Problemstellung:
o N Dielektrika V; mit den Dielektrizitatskonstanten ;.
e Externe Ladungsdichte p. allgemein in jedem Dielektrikum.
e Natiirliche Randbedingungen und Ubergangsbedingungen.
Losung:
a) Bestimmung der Greenschen Funktion G(7,7’) die in jedem Dielektrikum unterschiedlich ist:
G(r,7") = Gi(7, 7') fiir 7 € V;, so dass — eog; AG, (T, 7') =6(F —7")
mit den Ubergangsbedingungen an Grenzflichen:
o G(-,7') ist stetig.

0G; . .
e ¢,—— ist stetig, d.h
on
OG1(F,7") OGs (T, 7 ")
=20 lreovinavs

b) Integrierung

1.5.3 Raumladungsfreie Probleme

Fiir p. = 0 und gegebener Polarisation 16(77) ist Potential ®(7) gegeben durch:

1 divPFE") ., 1 P(F')-dA
B(7) = : d
) / V+47r50/ 7]
oV

4neg 77|
Daraus E- und D(7) Feld:
E() = —grad ®(r) , D(7) = eoE(F) + P(7)

Beachte: Polarisation nicht vom E-Feld hervorgerufen!
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2 Magnetostatik

Statische Magnetische und Elektrische Felder.

2.1 Strom & Magnetfeld

2.1.1 Das Ohmsche Gesetz

Betrachten Ladungstriger der Ladung ¢, Teilchendichte N und Masse m in einem Medium die der Bewegungsgleichung
m (F—I— 71?) = qE(f’)

geniigen. Diese Ladungsbewegung entspricht einem elektrischen (konduktions-) Strom

-~ N¢ -
j=2L g
my
~——

Oberer Zusammenhang ist das Ohmsche Gesetz mit o als Leitfahigkeit. Man definiert ferner den Strom I durch eine Fliche
1= [ 70 ad
A

Fiir diinne Leiter (homogene Stromverteilung) der Fliche A, Lange | und angesetzter Spannungsdifferenz V' folgt fiir den
den Querschnitt durchfliefenden Strom

2.1.2 Kontinuitatsgleichung
Fiir beliebige Ladungsverteilungen p(7,¢) und Strome j(7) gilt die Kontinuitéitsgleichung (lokale Ladungserhaltung)

o Op(T,t
div (7, t) + pgt’ ) _o
In der Statik ist somit .
divj =0

Dieser Zusammenhang gilt fiir alle Strome und Ladungen:

- - -

P PeJe s Ppp
Bemerke: Fiir lineare, isotrope Medien, folgt fiir den statischen Fall mit o, : const:

divi=0 — p.=0

2.1.3 Ubergangsbedingungen an Grenzflichen

Betrachten den Strom ; durch eine Grenzflache zwischen zwei Medien €1, 07 und €3, 09. Im statischen Fall ist div; =0, was
die Stetigkeit der Normalenkomponente des Stromes j,, impliziert! Wegen D,,, — D,,, = 7. erhilt man ferner

€2 €1\ . _ Me
===
(o) 01 €0
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2.1.4 Das Magnetfeld stationdrer Stréme

Fiihren die magnetische Induktion B ein, dass durch stationére Strome erzeugt wird, geméaf:

B’_‘: =
O T R

Obere Formulierung wird das Biot-Savartsche Gesetz genannt.

2.1.5 Kraftwirkung des Magnetfelds

Die Kraftdichte die auf eine (bewegte) Ladungsverteilung vom Magnetfeld ausgeiibt wird, ist gegeben durch
f(7) = j(7) x B(¥) : Lorentzkraft

Somit ergibt sich die Kraft zwischen zwei stromdurchflossene, diinne Leiterschleifen Sy, .55 als

/1,0]1]2 // d81 X dSQ X (81 — 82)]

|51 — &)

—»

/Il dSl X BQ(Sl) ds; S1 =
S1 S1 S2

Bemerke: Die Lorenzkraft wirkt immer senkrecht zur Stromrichtung und errichtet daher keine Arbeit!

Beispiel: Zwei parallele, unendlich lange Leiter im Abstand a in Richtung der z-Achse, jeweils an den Stellen (z1,y1) =
(an) und ($27y2) = (G,O)-

Wollen die Kraft ausrechnen, die zwischen zwei gegeniiberliegenden Leiterelementen der Lange | wirkt:

_ LI L % [e; — 51)€: + aé,
B = Hol1l2 / / €, X [€, X ((s2 — s1)€ :—ae )] ds; dss
4 [(s2 — 51)2 +a?]?

__ auolllg / / d81d82 2
47 82 _ 31 + CLQ]%

Aus oberem Integral ist ersichtlich:
e Sind die Strome gleichgerichtet, so ziehen sich die Drahte an.
e Sind die Strome entgegengerichtet, so stoflen sich die Dréhte ab.

e Die Kraft wirkt senkrecht auf die Drahte.

2.2 Die Maxwellgleichungen in der Magnetostatik

Voraussetzungen:
e« E=B=0
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2.2.1 Differenzielle Formulierung

Wegen

S _ 1o FIGRI
B(7) = — rotx av
)= 4 /\F—F'|
1%

ist ersichtlich dass B ein Wirbelfeld ist. Somit ist

div B(7) = 0

Ferner gilt das Amperésche oder Oerstedtsche Gesetz:

rot B() = poj ()

Bemerke:
e Das Magnetfeld (magnetische Induktion) ist fiir stationéire Strome ein verwirbeltes, quellenfreies Feld.

e Fiir das elektrische Feld gilt stets:

ot B(7) = 0, div £() = -2
0

2.2.2 Integrale Formulierung

Fiir eine stromdurchflossene Fliache A gilt:
[ B ds = o [ 57 dd= pota
0A A

Fiir ein Volumen V ferner

/divé(f*) av = /E(F) dA=0
|4 ov

Tip: Erste Gleichung (Amperésches Gesetz) sehr niitzlich fiir Probleme hoher Symmetrie, bei denen zum Beispiel B-d3: const
auf einer Strecke 0A ist.

Beispiele:

e Magnetfeld eines unendlichen, stromdurchflossenen Zylinders (Radius R, Stromdichte im Inneren : j: Jo€x):

T

pojos - €, T <R
— &, :r>R

u027r7“ © -

e Magnetfeld einer stromdurchflossenen, langen Spule mit n Windungen, der Lénge [. Die Symmetrieachse der Spule sei
die z-Achse und die Windungsrichtung in diesem Kontext sei rechtshindig. Somit ist im Inneren

_ I
B(F): MOZZ 'éz

und aufserhalb fiir | — oo .
B(r)=0
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2.3 Das Vektorpotential
Wegen div B = 0 fiihren das Vektorpotential A ein:
B () = rot A

Bemerke: A bis auf ein Gradientenfeld eindeutig bestimmt!

2.3.1 Die Eichtransformation

Grundgleichung fiir A: . . .
rot rot A(7) = grad div A(F) — AA(F) = poj(7)

Doch Wahlfreiheit
A= A+gradp

lisst B = rot A = rot A’ unverindert! Also suchen ein A’ so dass:
divA’ =0 — divA+ Ap =0 : Coulomb Eichung

Fiir ein gegebenes A ist diese Poissongleichung fiir ¢(7) 16sbar, so dass es solch ein A geben kann. Bekommen also:

A/Y(F) = —MOJ(F)

wobei wir wieder zuriicknennen A’ — A. Obere stellt eine Poissongleichung fiir jede Komponente dar.

2.3.2 Bestimmung des Vektorpotentials
Natiirliche Randbedingungen: Wie in Elektrostatik — Greensche Funktion

1
—HAG(F 7 ) = 8(F = 7') ~ G 7)) =2 P

Somit Losung gleich aufschreiben als

|7 =

B R o L I
A(F)—/G(T,T )-4(7") dV =0 / 71 dV
R3 R3

Losung erfiillt automatisch Eichtransformation:
divA=0

fiir endliche Stromverteilungen!

2.4 Multipolentwicklung des Vektorpotentials in der Magnetostatik
2.4.1 Allgemeine Definition der Multipolmomente
Analog zur Elektrostatik, fithren auch hier fiir endliche Stromverteilungen die Multipolmomente

. 4 o 2nt1 O"Go(T)
i — (1) (7 ! e !
n ks ke ,UO( ) /]L(T )r 0xk, ...0x, v

99,99
(3

als Tensoren n-ter Stufe ein. Der Index deutet auf die Komponente von ; an! Somit ist A entwickelbar gemaéfs

oo

1
T _ Mo "Jkl,m,kn —
Ay =10 3 ke 2
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2.4.2 Die wichtigsten Momente einer Stromverteilung

a) Monopolpotential:

1=t [0 ap
Ane)=he s [ 36 av
1%

Doch wegen divj = 0 ist j; = div(x; ;) und somit

: 1 1 . 3}
Al = ”0 /dlv 2] (7' dV’:Z—Of-/xij(F’)dA’:O
T
ov

da j am Rand 0V verschwindet. Es existieren also keine magnetischen Monopole!

b) Dipolpotential:

wo 1 [=, Lo o T 1 2
A =25 [y av =B T [ i) av
|4 1%

Fiihren somit magnetisches Dipolmoment 7 ein

und erhalten fiir das Dipolpotential

- 1 mxr
Ay () = — .
a(r) A7 13
Das Dipolfeld ergibt sich so als
= - 1 37 (F-m)—r®m 2
Bd(f)—YOtAd(T_p)—E' 5 +§'/~L5(F)

Fazit: In einiger Entfernung von der Stromverteilung beschreibt das Dipolpotential das gesamte Potential ausreichend gut.

Beispiel: Kreisstrom in diinnen Drihten: Ubergang ;(F "\dV' — Id3’'. Dipolmoment einer beliebigen, in einer Ebene
liegenden, stromdurchflossenen Schleife, gegeben durch

wobei A = A#i der Flichennormalenvektor ist.

2.5 Magnetostatik in Materie
2.5.1 Die Magnetisierung

Analog zur Elektrostatik, auch hier mikroskopische magnetische Dipole (molekulare Stréme), mit dem Dipolfeld

Fiihren die Dipoldichte

und die mittlere Dipoldichte (Magnetisierung)



ein, und erhalten so das mittlere Dipolpotential definiert als

durch:

Fiir die Magnetisierung folgt

vot NE(F) = pojin (F)

Die Wirbel des Magnetisierungsfeldes sind die molekularen Strome.

2.5.2 Das H-Feld
Fiihren das Hilfsfeld

112
A = — | B(r) — M (7)
Ho
ein fiir das gilt
L . 1 .
rot H =j. , divH = ——div M(7)
Ho
wobei jetzt fe die externen Strome seien. Dabei gilt:
e Die Wirbel des H-Feldes sind die makroskopischen Strome.
e Die Quellen des H-Feldes sind die Senken des M-Feldes.
e Das B-Feld ist stets quellenfrei.
2.5.3 Materialgleichungen
Allgemein nicht linearer Zusammenhang
M=M (E)

Betrachten jedoch linearen Zusammenhang:

NI = BB — A = ——B()

mit der magnetischen Suszeptibilitit y,, und der relativen (magnetischen) Permeabilitiat p := 1 + x,,. Somit folgt fiir
konstantes p die Poissongleichung

AA(F) = —ppoje(7)

Somit alle bekannten Losungswege anwendbar: pg — ppo:
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2.5.4 Ubergangsbedingungen an Grenzflichen
Betrachten stiickweise konstantes p. Wegen div B=0 folgt
B, (7) stetig

Wegen rot H(7) = j.(7) folgt
HY () — Hi(7) = jO7(7)

Bemerke: Da Oberflichenstrome meist 0 ist H® meist auch stetig.

2.5.5 Raumladungsfreie Probleme

Betrachten vorgegebene Magnetisierung M und 5;. Dann ist

- o - div M
rot H=3.=0, divH = — v
Ho
Fiihren deshalb skalares Potential ¢, ein:
- div M (7
H=—gradyp, — Ap,(F) = iv M{(7)
Ho

Also analoge Losungsmethoden zu Elektrostatik mit vorgegebener Raumladung: €9 — po , p(¥) — —div M. Somit fiir
differenzierbare Magnetisierungen:

1 divy M(7") 1 M(7")
m(T) = — i av’ = — d av’
om (7) 47_‘,#0/ =7/ 4o gra T/ o]
1 v
. . 1 1 . .
Bemerke: Fiir grofse Entfernungen ist =7 ~ — so dass sich ergibt
F—7 r
1 m-r

om(7) =

Cdmpe 3 m::/M(F) W
Vv

was genau einem Dipolfeld entspricht!
Fiir nicht differenzierbare Magnetisierungen, z.B an Grenzflichen, in Analogie zur Elektrostatik in Dielektrika:

av’
|7 — 7| Jr471'/10 7=
v

1 divy . M(7' 1 7P dA
C——— T [ &)

- 4o
1%

2.6 Energie des magnetostatischen Feldes oder einer stationiren Stromverteilung
2.6.1 Allgemeine Formulierung

Annahme: Lineare Response:

Feldenergie:



Energie in Strémen und Potential:

bzw.

2.6.2 Spezialfall: Diinne Leiter im Vakuum

Betrachten n diinne Leiter S;, durchflossen durch die Stréme I;. Mit den Gegeninduktionskoeffizienten

) // dsids; .,
Ly |8 — S]| 7
L Jz F)]z /
Lii = 4#[2// 7= dV v

1
=3 Z LijII;
7

und Selbstinduktionskoeffizienten

ist die Energie gegeben durch

Andere Darstellung: Mit dem magnetischen Fluss

durch die i-te Schleife, ist

2.7 Krafte im adufseren Magnetfeld
2.7.1 Kleine Stromverteilungen

Vorgegeben:
e Vakuum.
e Endliche Stromverteilung ; im Volumen V.

e Magnetfeld EG(F) in V: etwa konstant im gesamten V', so dass Néaherung gilt:
Bo(F47") = By(7) + (7' - grad;) B, ()

Kraftdichte:

Mit dem magnetischen Moment

ergibt sich die Gesamtkraft als:

= 1 = 1 5 1 "
F(r) ~ — (m, - grad;) B (7) = — B(7) - m, = — grad [ﬁi,. . BG(F)} , (%) : Ableitung
Ho Mo 1 o



Wegen F(7) = — grad W ist die Energie gegeben durch
1. = .
W x ——i,. - By(7)
Ho

Auflerdem Drehmoment: .
M, ~ —1fi, x B,(F)
Ho

Bemerkung: Ergebnisse entsprechen Energie, Kraft und Drehmoment auf einen magnetischen Dipol in einem magnetosta-
tischen Feld.

2.7.2 Leiterschleife im dufieren Magnetfeld
Vorgegeben:

a) Konstantes dufieres Magnetfeld B
b) Geschlossene Leiterschleife S, in der ein stationédrer Strom I fliefit.

Gesucht: Auf die Schleife wirkendes Drehmoment M.
Loésung 1: Mit dem magnetischen Dipolmoment

ist 1
M=—mxB

Losung 2: Aus der Definition des Drehmoments und der Lorenzkraft folgt direkt

]\ZI:I-/S"X (d§'><§>

S

Beide Methoden liefern das gleiche Ergebnis. Zum Beweis siehe

2.7.3 Der Maxwellsche Spannungstensor - Magnetische Anteil
Vorgegeben:

e Magnetfeld B
e Lineare Response: B = u(7)po H

Mit dem Maxwellschen Spannungstensor

04 -
Ty = (Bily) — L B A
erhilt man die Kraftdichte
. 37}’;-1 . ]
f= e =divl™
81‘]‘

und somit die Gesamtkraft auf ein Volumen V'
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3 Langsam veranderliche Felder

3.0.4 Erliuterung: langsam verénderliche Felder
Betrachten als langsam verdnderlich Felder fiir die gilt

g_.

8tD

<< ‘]‘

Fiir harmonisch, mit der Kreisfrequenz w oszillierende Felder im Dielektrikum ¢ der Leitfdhigkeit o also
% << 1

3.1 Das Induktionsgesetz

3.1.1 Ruhende Systeme

Beobachtung: Anderung des magnetischen Feldes verwirbelt elektrisches Feld — induzierte Strome:

t E(7,t) = —=B(7,t
rot B(7, ) = — = B(7 1
Somit Faradaysches Induktionsgesetz:
- 5 d = - 0P - -
/E@ﬂﬁe——/B@ﬂM:——qﬂﬂ:/BmﬂM
dt ot
a0 o o
fiir eine beliebige Fliache O. Speziell fiir stromdurchflossene Leiterschleife
o
Uin = — X5,
T o
Fiir N Leiterschleifen, mit Induktionskoeffizienten Lj;;:
®; = ;Lijfj - UM = —— ;Liﬂj

Bemerke: L;; und I; kénnen beide Zeitabhéngig sein!

3.1.2 Bewegte Inertialsysteme

Inertialsystem bewegt sich mit Relativgeschwindigkeit ¥ bzgl. der Felder. Dann ist im bewegten System
mﬂﬁ—ﬁxé@@}:——Bﬁﬁ

Ist E / das E-Feld im ruhenden System , so ist

3.2 Bestimmung der Felder
3.2.1 Die Maxwellgleichungen bei langsam verinderlichen Feldern

Allgemein in Medien:

. 0 - .
rot (7 t) = — . B(7. 1) div D(7,t) = pe (7, t)
rot H (7, t) = jo(7, 1) div B(7,t) = 0
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3.2.2 Die Potentialgleichungen

Fiihren auch hier Vektorpotential A ein:

so dass

- 1o} - . 0A
rotE——arotA — 1ot [E—i—at] =0

gilt, und man somit auch ein skalares Potential ® einfiihren kann:

| @

E+ Z:—gradq)

QD

t

Durch diese beiden Potentiale sind die homogenen Maxwellgleichungen automatisch gesichert! Man erhélt durch direkte
Manipulation die DGL

A= A

&N ot
AA = grad div A-— Moj

Durch die Transformation

L v
Al :=A4grad ¥ , @':Qf%—t

andert sich nichts fiir die Felder E und B , und es zeigt sich dass immer die so genannte Coulomb Eichung méglich ist:
divA <0
Man erhélt so unter oberer Eichung die Poissongleichungen

Ab =L AA= ]
€0

die identisch sind mit den Gleichungen der Statik. Die Potentiale und somit auch die Felder folgen also adiabatisch den
Quellen und Wirbeln.

3.3 Wechselstromtechnik
3.3.1 Kirchhoffsche Regeln

Betrachten langsam verdnderliche (niederfrequente) Strome in Leitern L;.
Knotenregel Die Summe aller in und aus einem Leiter-Knoten flieffenden Stréme ist 0:

Zlkzo
k

Folgt aus Kontinuitatsgleichung.
Maschenregel: Die Summe aller in einem Leiterkreis abfallenden bzw. ansteigenden Spannungen Uy ist 0:

> Uk=0
k

Bemerkung;:
e Im Leiterkreis konsistent eine Zahlrichtung anwenden und alles auf diese Richtung beziehen!
e Strom [ flieft in Richtung Spannungsabfall!

e Spannungsanstieg am Widerstand: Ugr = —IR
Q

e Spannungsanstieg am Kondensator: Ug = —=

C
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e Spannungsanstieg an Induktion: U; = —LT

Besser formuliert: In einem Leiterkreis S ist:
- N d d _ - d
/E(§’) 45 = Uipa = —L0 = —d—/B(f‘) ai=-S3 L,
s S v

Betrachten dazu folgenden Stromkreis:

Bzgl. der illustrierten Umlaufrichtung ist:

wobei I der bzgl. dieser Richtung fliefsende Strom ist.

3.3.2 Additionstheoreme fiir Widerstéinde und Kapazititen

Widerstande:
e Parallele Schaltung:
1 1
R-2R
e Reihenschaltung:
R= R;

Kapazitiaten:

e Parallele Schaltung:

e Reihenschaltung:

3.3.3 Schwingungen

In einfachen Schleifen mit Spannungsquellen U;, Induktionen Lj, Widerstdnden R; und Kapazitdten C; ergeben sich meist
lineare Differentialgleichungen vom Typ

SLitYRIGY % - Yu - Yy RicY L=y
k j i ! l k J i ! !

——

Innhomogenitét

bzw. gekoppelte Varianten — Losbar durch e-Ansatz — periodische Losungen (Schwingungen) oder exponentielles Verhalten
(meist Abklingen).

Bei periodischer Innhomogenitét, speziell harmonischer Erregung der Frequenz w — suchen quasistationére Losung — machen
periodischen Ansatz vom Typ I(t) = Ipe®? und gehen damit in die DGL ein.
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Methode der Impedanzen: Betrachten harmonisch erregten Stromkreis, mit Erregungsspannung U = Uy cos(wt). Pro-
blem: Berechnung der quasistationiren Losung.
Verallgemeinern den Begriff des Widerstandes zu den so genannten Impedanzen Z € C:

e Ohmscher Widerstand: R — R

e Induktivitat: L — iwlL

e Kapazitit: C' — -t
wC

Erweitern (gesuchten) Strom I in einem Stromkreis zum komplexen Strom
I=1Ie“", I,I,eC

und Spannungsquelle (Erregung) _
U= erth , UUyeC

Bemerkung: Uy und I enthalten Anfangsphase!
Ausgehend vom Ohmschen Gesetz — Verallgemeinerung;:

_%

I
"=z

wobei Z die Gesamtimpedanz des Stromkreises ist und nach den gleichen Regeln berechnet wird wie bei normalen Ohmschen
Widerstdnden! Der Betrag |Z| wird auch Scheinwiderstand genannt. Der wirkliche Strom I” ergibt sich schliefilich als

I" =R {Ipe™"}

3.3.4 Leistung und Energie im Stromkreis
Allgemein:
a) Von der Quelle abgegebene Leistung: Po = Ul
b) An Ohmschen Widerstéinden verbrauchte Leistung: Pr = I°R
¢) Zum Aufbau (und Abbau) der Felder verbrauchte Leistung: Pr = Py — Pg

In harmonischen Schwingungen:

= = 1
a) Scheinleistung: P, = VU2 -V I? = §U010

1 —
b) Wirkleistung: P, = §UUIO cos(Ap) = Pr

w

1
¢) Blindleistung: P, = §UOIO sin(Ag) = /P2 — P2
Energie in Komponenten:
a) In Kapazitédten:

CcuU?
We = 5 elektrische Energie

b) In Induktivititen:

LI? . .
Wi = — magnetische Energie
Energiebilanz:
d d
—Wr(t) + —We(t) = UentI(t) — RI*(t
GWL(O)+ ZWet) = Ul (1) = RI()
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4 Das vollstandige System der Maxwellgleichungen

4.1 Das System der Maxwellgleichungen
4.1.1 Die Maxwellgleichungen im Vakuum

Quellen der Felder:

div B(7,t) = p(z’ ) aw B =0
0
Wirbel der Felder:
rot B ) = — 2 Brt) . rot BIF.1) = uof(7.t) + ~ 2 B(7.1)
) - ot ) ) ) = poJ\7, 2 ot ;
4.1.2 Die Maxwellgleichungen in Medien
Quellen der Felder:
div D(7,t) = pe(7,t) , divB(F,t) =0
Wirbel der Felder:
. J =, =, - 0 =,
rot E(7,t) = ——=B(7,t) , rot H(F,t) = j(7,t) + —D(7,t)
ot ot
wobei fe = fcom + fcond die makroskopische Stromdichte ist, und
. 1 r= . . . .
A = [Brt) = M7 0)] . D) =7 t) + P, )
0

Bemerkung: Natiirlich gelten die Maxwellgleichungen des Vakuums auch in Medien. Doch sind dabei alle Stréome und
Ladungen zu betrachten.

4.1.3 Stréme und Kontinuititsgleichungen

Ladungen:
p(7,t) = pe(rt) + pp(Fa t)

Strome:

-

j(’F: t) = je(Fv t) +jm(7?> t) +;p(7?7 t)

mit fm , jp als den molekularen bzw. Polarisationsstromen. Es gilt

> 03, . - S . . 0]
]p(rvt) = ap(r,t) Jeonw (T t) = [U'- grad pe (7, t)] - ﬁ
. s — . s — . hrd — a —
div jeond(7, t) = div J, (7, t) = 0 div Jeonw (7 ) —l—ape(?y t)=0
—_——— —

div Je (7,t)

N 0 .
div j, (7, t) + app(r,t) =0
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4.2 Zeitabhangige Felder
4.2.1 Die Response-Funktion
Betrachten:
e Medium reagiert nicht momentan auf Verédnderungen der Felder.
e Medium reagiert auf Felder unterschiedlicher Frequenzen unterschiedlich.

e Medium hat lokale, lineare Response-Funktion E(7,t): Verhalten der Polarisation P(7,t) bei einer Erregung

E(Ft)=¢-6(t)

Somit ist Reaktion des Mediums fiir allgemeine Erregungen gegeben durch die Faltung

B = R, « B(F,-) — PF.1) = / R(F.7)- Bt — 1) dr

Bemerke: Allgemeines Prinzip der linearen Systeme!

Fordert man Kausalitét, so ist R(7,t) = 0 fiir ¢ < 0, also

4.2.2 Ubergang in den Frequenzraum

Aus der Mathematik weis man iiber die Fouriertransformation der Faltung:
F(f*g)=F(f)-Flg)
Nennen fiir ein beliebiges Feld F
Fy(Fw) = F [F(7, )| (w)
und fithren die (allgemein komplexe) Suszeptibilitdtsfunktion des Materials ein
X(7w) == F[R(F, )] (w)

so dass wir erhalten

Py(7,w) = eox(F,w) - By (F,w) — Dy(F,w) = e [L + x(7\w)] -Er (F,w)
———

e(7,w)

mit der komplexen dielektrischen Funktion (7, w). Durch Riicktransformation erhélt man dann:

Bemerkung:
e R {e(w)} — Dispersion
e &{e(w)} — Absorption

e Beide Grofen hidngen im allgemeinen zusammen
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4.2.3 Die Maxwellgleichungen im Fourierraum

Wirbel der Felder:

rot E}(f’, w) = iwéf(f', w)

—

rot Hy(F,w) = —iwD (7, w) + j (7 w) = [—iweoe(7,w) + o (7 w)] - Ef(7,w)

4.2.4 TUbergangsbedingungen an Grenzen zweier Medien

Zwischen zwei Medien e, g5 ist:

. o -
rot E = —aB ~ E(7,t) : stetig

rot H = jo ~ HE(F,t)— H}(F,t) = jOF (7,1)

divB =0 ~ B,(Ft) : stetig
Speziell fiir n.(7,t) = 0 ist D, (7,t) stetig, so dass folgt

51(777 w)Ei (Fa w) = &2 (Fv W)EEL (77; w)

4.3 Die elektrodynamischen Potentiale und die Eichtransformationen
4.3.1 Potentiale

Analog zu vorhin, fiihren auch hier Vektorpotential A und skalares potential ® ein:

E(7t) = — grad (7, t) — %A’(ﬁ t) , B(Ft) =rot A(F,t)

so dass automatisch die homogenen Maxwellgleichungen

rot E = —gﬁ , divB =0
ot

erfillt sind.

4.3.2 Eichtransformationen

Die Potentiale A und ® sind nicht eindeutig bestimmt. Die Transformation

(7, t) := ®(F, t) — %\IJ(F, ), A(Ft):= A(F,t) + grad U(7,1)

liisst fiir beliebiges W (7, ¢) physikalische Felder E und B invariant.
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4.4 Die Wellengleichungen im Vakuum
4.4.1 Homogene Wellengleichung
Fiir ;’(77, t) = 0 und p(7,t) = 0 ergeben sich sofort die Wellengleichungen

AR - L B =0

NY T 2t Y T
= 10 5

AB(T7t)_C72@B<r7t)_O

mit ¢? := .
oMo
Grundlésungen sind ebene Wellen:

flir die notwendigerweise gilt:

Wellen im Vakuum sind somit Transversalwellen!
Beweis: Siehe [6.5.1]

4.4.2 Inhomogene Wellengleichung

Einarbeitung der inhomogenen Maxwellgleichungen ergibt die gekoppelten, inhomogenen Wellengleichungen

184}

= _HOJ(F7 t)

OA(7 t) — grad |:le A(7t) + C—Q&fb(r, t)

" O, = 1o_ .| _ pt)
od(7,t) + En [le A7, t) + 62&@(7’,15)}

— Mittels geeigneter Eichtransformationen (Abschnitt [4.3.2)) zu entkoppeln!
Beweis: Siehe[6.5.2

Lorentzeichung: Fordern

10

- |
divA+ 5 =¢(rt) =
ivA+ 25 (7t)=0

so dass sich die entkoppelten Wellengleichungen

- 19% - -
AA(Tt) — E@A(r,t) = —puoj (7, 1)

10?2 _, p(7,t)
2o ==

ergeben, deren Losungen gegeben sind durch die retardierten Potentiale

AD(7,t) —
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Bemerke: Retardierten Potentiale resultieren aus Kausalitat!

Coulomb Eichung Fiihren die Eichung
div A(7,t) =0

ein und erhalten aus den urspriinglichen (gekoppelten) Wellengleichungen, fiir das skalare Potential

. p(F, t) — 1 P(F lv t) !
Ad( 1) = =200 () = v
(R === 0= ey | =77

\4

und fiir das Vektorpotential die DGL

o 1 o ., >
OA(7,t) — 2 grad a@(r,t) = —poJ (7, t)

Diese ist eigentlich entkoppelt, da ® bekannt ist. Jedoch ergibt sich durch direktes einsetzen von ®, Beriicksichtigung der

Kontinuitatsgleichung, und der Entwicklung

-

J(t) = Jo(Ft) + jr (7, t)
wobei div 5T =rot fL = (0 ist, schliefslich die Wellengleichung

0A = —pojr(7,t)

Dabei ist fL der so genannte longitudinale und fT der transversale Stromanteil. Somit ergeben sich die Losungen der Wel-

lengleichung unter der Coulomb Eichung, als

=/
(7, t) = L [p('1)

= av’
47‘(’80 |’I?— F’|
R3

Bemerkungen:

e Der transversale Stromanteil ist nicht geometrisch zu deuten, sondern lediglich im Kontext zu verstehen, dass jedes

Vektorfeld in ein Wirbelfeld und ein Gradientenfeld zerlegt werden kann! Es ist:

—

NG
|7 — 7

- 1 )
gr () = o rot rotp/ 0 av’

e Losungen sind vertraglich mit der Coulomb Eichung, denn:

—

0 = —po div jr(7, 1) = div [mT(f, t)] — Odiv A(7, 1)

4.5 Energiesatz der Elektrodynamik - Der Poyntingsche Satz
4.5.1 Vakuum und lineare, isotrope, nicht dispersive Medien

Voraussetzungen:

Definieren den Poynting Vektor
und erhalten den Poyntingschen Satz im Vakuum
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Beweis: Siehe Abschnitt [6.4.7]
Interpretation: Mit der elektromagnetischen Feldenergiedichte

]

E-D+-B-

We 1=

N |
N |

und der mechanisch errichteten Arbeit 5
Wi - =

5 .F
8t ]e
stellt der Poyntingsche Satz eine Energiebilanz des Systems V dar:

0 a0 I
g7 We+ W) = —div§ — a(W,muwe)_—/scm
oV

Hier ist W} die kinetische bzw. mechanische (insofern keine anderen Kréfte auf die Teilchen wirken) Energie des Systems,
und S stellt somit die Energiestromdichte der Felder dar.

4.5.2 Dispersive & absorptive Medien - Monochromatische Felder

Voraussetzungen:

Fiir monochromatische Felder
E(7,t) = R{Ep(Fwo)e' | H(7,t) = R{H (7 wo)e™'}

ist es notwendig, bei Energiebetrachtungen die zeitliche Mittelung
= 1
E2(7 t > - =
(B 2

der Felder zu betrachten. Es folgt aus obigen Voraussetzungen, der Pointingsche Satz in dispersiven Medien:

I—_jf(Fv wO)

)

I 2 o 1 2
Ey(Fwo)| , (H70) = 5 |

So{8 B} +o{d; 2t ] + (o B) = —div(s)

Speziell fir lineare Medien

ist

13; (F’w) = EOXC(F’ w) _’;(7:: w) ) M}k (7?’ w) = MOXm(Fvw) ;(Fv w)

Im Falle j, = 0 geht der Satz in die Form

v (8) = =5 [203 (e wn)} [Ey G|+ 03 (a0} | 5 (7 on) |

iiber.
Bemerkungen:

o Lokale Energieverluste/-gewinne (Senken/Quellen von (S)) héngen mit Se, Su zusammen.

e Bereiche mit Se, Su — 0 ~ Transparenzgebiete.
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4.5.3 Dispersive & absorptive Medien - Enge Spektren

Voraussetzungen:
e(Fw) , u(Fw), j(7t)=0
Betrachten Felder mit langsam verédnderlichen Amplituden

—

E(7t) =R {EO(F, t)eiwot}

mit engen Spektra
Eo(F)t) = /Eof(m)em dw ~ E(7,w) = Eos(F,w — wo)
Aw

Dann lautet der Poyntingsche Satz unter Naherungen:

2 wlF 1)) = — div (S, 1)) — cowoS (<7 w0)} (B2 1)) + powo L)} (H2(7,1))

mit der zeitlich gemittelten Energiedichte

(w(F 1)) = %08[w0%£2(077,w0)}] <E2(F, t>> N %a[woméﬁa wo)}] <ﬁ2(F t)>

Bemerke:

e Im Transparenzgebiet ist

e Bei zu vernachldssigender Dispersion ist

1

(w7, 1)) = seoR {=(F o)} (B2(70)) + o {u(F,w0)} (27, 1)

4.6 Der Impulssatz der Elektrodynamik

Annahme: Feld und sich bewegende Ladung im Vakuum.

4.6.1 Die Kraftdichte
Allgemein gegeben durch

4.6.2 Der Maxwellsche Spannungstensor

Mit D = goE und B = Moﬁ ist der Maxwellsche Spannungstensor des elektromagnetischen Feldes im Vakuum definiert als
Tensor 2. Stufe:
Ti;(7,t) = eoEiEj + poHiHj — dijw(F, t)

mit der Energiedichte
w(F,t) = %052 + %ﬁz
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4.6.3 Impulsbilanz

Die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes im Vakuum ist gegeben durch

Somit Impuls des gesamten Feldes:

Bilanz fiir mechanische Impulsdichte p,,, (7, t):

Fiir den mechanischen Impuls P, der geladenen Teilchen im System gilt somit

Lokale Impulsbilanz:

Globale Impulsbilanz:

Bemerkung: 7 stellt die (Tensorielle) Impulsstromdichte des elektromagnetischen Feldes dar!
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5 Elektromagnetische Wellen

5.1 Vakuum
Voraussetzung: Keine Quelle und Wirbel: j: p=0

5.1.1 Potentialgleichungen

Lorenz Eichung:

- 1
Lorenz Eichung: div A(7,t) + 5 ®(7,t) = 0
c

. . 1o o 19 2
Wellengleichungen: A®(7,t) — 6—2@‘1)(7“, t)=0, AA(F,t) — C—Q?A(r,t) =0
= 0 2. . R P
Felder: E(7,t) = —aA(r,t) —grad ®(7,t) , B(7,t) = rot A(7, 1)
Coulomb Eichung:
Coulomb Eichung: div A(7,¢) =0
. . S e 19 o
Poisson & Wellengleichung: A®(7,t) =0, AA(7,t) — —Q?A(r,t) =0
c
oo 0 -, oo o
Felder: E(7,t) = ——A(F,t) , B(7,t) = rot A(7,t)

ot
Einfachste Losung: Transversale, ebene Wellen:

—

AF ) =a (/2) “tF7) Qv AF ) =0 — aLlk

Dispersionsrelation:
2
w —
k% = — » ¢: Phasengeschwindigkeit, k£ : Wellenvektor, w : Kreisfrequenz
c
Réumliche Periode:
N
ok
Zeitliche Periode: ) 1
r="_Z , v : Frequenz
w v
Somit Variante der Dispersionsrelation:
c= v

Flachen konstanter Phase: . .
k-7 = const — Ebenen im Raum | k

Felder:

—

E(7,t) = iwA(F,t) , B(F,t) =ik x A(F,t) — B(7,t) = —k x E(7,1)

S

Somit bilden l; E, B rechtshandiges Dreibein.
Verallgemeinerte ebene Wellen: Senkrecht aufeinander stehende Felder — bilden unabhéngige Losungen — auch ebene
Wellen

2
A =R QD ay(R)ei e iare) g
j=1

Somit Polarisationszusténde: Elliptisch, Linear.
Losungen stellen Normalmoden dar, die zur Konstruktion beliebiger raum-zeitlich lokalisierter Wellenfelder benutzt werden
kénnen!
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5.1.2 Feldgleichungen

Folgen direkt aus Maxwellgleichungen:

Lo 1 0% =,
AE(71) 202 (r,t) =0

S 1 0% 5 |
AB(T, )*CE@ (r5t) =0

Beweis: Siehe Abschnitt [6.5.1]

5.2 Transparente, homogene Medien

Voraussetzungen:
e Unmagnetisches Medium: p =1
e Transparentes, homogenes Medium: e(7,w) = e(w) € R
e Externe Quellen & Wirbel verschwinden: fe =pe=0

Ergibt Helmholtz-Gleichung:
2

AE; (7 w) + —e(w) By (7 w) = 0
c
Einfachste Losungen: Ebene Wellen analog zu Vakuum, nur jetzt im Fourierraum:
By (7, w) = é(k, w)e ™™

Aus DGL folgt Dispersionsrelation:

— Feld

Brt) =R / Elh())e RN g,

Betrachten nur enge Frequenzspektren: |€] # 0 nur im Intervall Aw um wy
— Taylorentwicklung von k(w) und Integration liefert:

o wo
Phas schwindigkeit = —
e Phasengeschwindigkeit v, (wo) (o)
T Ow
e Gruppengeschwindigkeit vy(wg) = % |wo
: . o 0%k
e Dispersion der Gruppengeschwindigkeit D(wp) = 92 lwo
w
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6 Herleitung der wichtigsten Satze

6.1 Kontinuitidtsgleichung
6.1.1 Lokale Ladungserhaltung
Beginnen mit
rot H = j+D , divD=p
und schreiben

L - 0 = 0
0 =divrot H = divj + div tD dlvy—&——leD lej+p

0 ot

also:
divi+p=0
Bemerke: Obere Gleichung gilt fiir fmak, Pmak aber insbesondere auch fiir jges, Pges-

6.1.2 Globale Ladungserhaltung

Fiir ein beliebiges die Ladung @) umschliefsendes Volumen V gilt nach obiger Rechnung

:/p’dvz—/dividvz—/ jdA
\% \%4 ov

6.2 Energie beim Dirichlet Randwertproblem
6.2.1 Bei vorgegebenen Potentialen auf Leitern

Betrachten Leiter L; mit den Potentialen U; und externe Ladungsverteilung p(7). Durch die Greensche Funktion G(7,7 )
erhilt man die Geometriekoeffizienten I';(7), die Kapazititskoeffizienten C;; und das Potential

D7) = (1) + 3 Ui Tu(7)
Die Ladung auf dem Leiter L; ist gegeben durch

Q; = —eo /a<1>~4 dA+ZUC”

oL;

und die Energie somit durch

W= [ @) dv + ;;UJ—QJ

\4

%/ S(F)p(7) dV + = ZU/ F)pf)dV—*ZU/ F)dAJF%ZUjUiCij

1%
Nebenrechnung:
T ub: P’ aG _’/ _, —

/ J(P)p(F) dV = —e // (") (#dar av S L —50// = ) o(77) dA av”
v Vo V 8L, I
G Symmetrisch 7, _'/

RO (7') dA dV' = (') dA aV’

5O/ / anj ) v O/ / 8n7 ) v

V oL, V oL,
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Somit ist .
W = /cpp(mp(f) dv + 3 > UUiCy O

Vv (2%]

DN | =

0 0
Notation: — bzw. — sind die Normalableitungen aus dem Leiter hinaus bzw. in den Leiter hinein.

on " On

6.3 Drehmoment im dufseren Magnetfeld
6.3.1 Stromdurchflossene Leiterschleife
Vorgegeben:

a) Konstantes duferes Magnetfeld B

b) Geschlossene, parametrisierte Kurve 5(t) , §:[0,1] — S (Leiterschleife), in der ein stationérer Strom I fliefit.
Zu zeigen:

M:I~/§x (d§x§>?é/(§xd§’)x§:$mx§
s 5

Also zu zeigen:

2

e

§x (d§x§):/(§xd§‘)x§ & f::/{2§'>< (d§x§)+§x(s"xd§‘)}:0
s 5

Beginnen also:

6.4 Der Poyntingsche Satz
6.4.1 Vakuum

Beginnend mit den Maxwell Gleichungen

unter den Voraussetzungen

schreiben wir

—

div(ﬁxﬁ) = H rot E —

=
g
T
I
|
T
su ]
|
5
<.
|
S
I
|
ov}
su]
|
g
=
e
<
S
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wobel we und wy, jeweils die elektromagnetische und kinetische Energiedichte sind. Wirken keine anderen Krifte im System,
so ist wy, gleichzeitig die mechanische Energiedichte. Ist div S = 0, so gilt gesamt-Energieerhaltung. Ferner gilt allgemein fiir
ein Volumen V die Energiebilanz

oW d = 2 =
- = —_— = — 1 = — A
o ‘AJ%@@+wde LAdedV 8VSd

Die Energiedinderung in einem System ist also gleich dem Fluss von S = E x H durch die umschlieRende Oberfliche (nach
innen).

6.5 Wellengleichung
6.5.1 Homogen - Vakuum

Beginnend mit den Maxwell Gleichungen
_ :, _ - 1 =
rot E=—B |, rotB = puyj+ —2E
c

unter den Voraussetzungen

schreiben wir

grad@(;_E:—AE = rotrot E = —roté = _8t§ =% 1oJ +C—2§E
0
Bekommen so fiir das E-Feld L o
Aﬁfguﬁﬁzo
Gehen fiir das B-Feld analog vor, geméf
rotrot B = grad@;/_B?—AB = rot @+c%%ﬁ = C%%rotﬁ = _c%%E _ _c%% 5
0
und erhalten Lo
Aé—guﬁézo
Aussage: Ebene Wellen sind Losungen:
E@n):ﬁwﬂm4ﬁ>,E@n):éw*m*“ﬂ,k2:%§

Beweis:

. 18%E 1 0%E7 L S | 0 R gm WP
J

Analog auch fiir B. O

Aussage: E und B sind Transversalwellen: B
BlklFE
Beweis:

L QEY

0=divE 9 k

_ axj _ E(j)%jei(wtfkr-rﬁ) _ _iE(j)kjei(wtko) - ik

=

—

—~ k-E=0 - E 1k

Analog auch fiir B. O
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Aussage: E-Feld steht senkrecht auf B-Feld:

E1B
Beweis:
I . . o .
wB = EB =—rot B = —¢gjp—E' €, = ik'ep B e =ik x B
| . L
~ E.B=-.F (k:xE>:O L ELB
w

6.5.2 Inhomogen - Vakuum
Wegen div B = 0 filhren wir das Vektorpotential A ein, so dass gilt:

rotffzé

Aus ot E = ,é’ folgt

o L 0 - L 9A
0:r0tE+B:rotE+arotA:rot E+E
so dass wir auch ein Potentialfeld ¢ einfiihren, mit:
- 04 - 9A
E+E =—grad® — Ez—gradé—a

Verwenden jetzt die inhomogenen Maxwell-Gleichungen und bekommen

- - — - - 1 = - 1 E
rotB:rotrotA:graddiVAfAA:uoqu—E:u()jf—2 gradCI)Jra—
c? 2 ot ot
- - 19%4 - .- 100
sowie
P oA . 0A o . - 18 105 190 9[.. - 100
—=divE=-Ad—div—=-Ad - —divd+ -— - — =-Ad+ -— — — |[divd + = —
o T a AT EeE T 2o e Tw | Ew
1 0°® p 0 - 100
P=A— ——=———— |divAd+ = —
-0 c? ot? o Ot [ At c? 815]
Es gilt fiir eine beliebige skalare Funktion ¥, dass eine Transformation
ov

A=A AU, & =& — —
+ gra s ot

das E-Feld und das B-Feld unveriindert lisst. Suchen deshalb ein ¥ so dass

R 1 09’
dlvA’—i-c—2 5 =0

ist. Obere Transformation ist die so genannte Lorentz Eichung. Wir erhalten durch die Forderung

.o 1 09 Lo 100 1 0%°0

dlvAlJrZ2 t:dlvAJrA\I/qLC—za—c—QW:
die DGL L
U=—divd— =
O v 2ot

42



die fiir alle A und @ stets 1osbar ist. Somit ist die Lorentz Transformation stets durchfiihrbar, und wir nennen um:
A=A , P — P

so dass wir schlieflich die inhomogenen Wellengleichungen

erhalten. [

Aussage: Die Losungen obiger Wellengleichung erfiillen die Lorenz-Eichung!
Beweis: Beginnen mit

A7) = —poj(7,t) — div [DA )] = —podiv (7 )
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