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1 VORWORT

1 Vorwort

1.1 Was dies ist

Hierbei handelt es sich um Aufzeichnungen und Erlduterungen des Stoffes der im SS 2009 an der FSU Jena von
Prof. H.G Leopold im Fach Distributionentheorie gelehrt wurde.

1.2 Verbesserungen

Ich werde immer mal dieses Skript verbessern bzw. erweitern. Im Falle von Fehlern, ist mir Bescheid zu sagen
das beste was du machen kannst, da so alle davon profitieren konnen. Wissen ist das einzige auf dieser Welt das

vom Teilen mehr wird!
Ich bin zu erreichen unter stilianos.louca@apfel. uni-jena.de, ohne das Obst.



2 EINFUHRUNG

2 Einfiihrung

2.1 Motivation

2.1.1 Vertauschung von Grenzwerten und Integralen

fulw) = {2 el =3

0 sonst

Betrachten die Treppenfunktionen

bzw. Dreieck-Funktionen
—nz+n 0<zx< %
gn(z) =< n?x —n :f%<x§0

0 : sonst

bzw. Gaufifunktionen
hn(x):=n-e ™7

/fn(x) dr = /gn(x) dr = /hn(x) de =1
R R

R

fiir n € N. In allen 3 Féllen gilt

und

Jedoch

(analog auch g,, und h,,), das heifst Grenzwert und Integral sind nicht Vertauschbar! Gesucht ist nun ein anderer
Konvergenzbegriff fiir Funktionen, in dessem Kontext solche Vertauschungen Sinn machen.

Als Beispiel sei eine stetige Funktion ¢ € C(R) gegeben. Dann gilt

[ to(d) o 3] o
R

fiir irgendein &, € B1(0). Somit

,lim Jnp dz = 90(0)

R

was zu einem geeigneten Konvergenzbegriff von f,, Anlass gegeben konnte.

2.1.2 Lo6sungsraume von DGL

Betrachten die Differentialgleichung
LU =f

in U mit dem Differentialoperator L. Die Existenz einer Losung setzt oft zu hohe Forderungen an L bzw. f, so
dass eine Einfithrung eines schwdcheren Losungsbegriffs zweckméfig ist. So kann z.B. die DGL verallgemeinert
werden auf

/(LU)-(pda::/f-npdx Voed

fiir geeigneten Grundraum &® von Funktionen, was zu einem grofieren Losungsraum fithren kann.
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2.1.3 Mittelungen

Betrachen die Funktion f : M — R auf dem messbaren Raum (M, M), z.B. Temperaturverteilung auf M. Stellt
man sich nun die Messung von f in xg € M als eine Art Mittelung in einer Umgebung von xq vor ( Thermometer
hat nicht-verschwindende Gréfse), so kann diese Beschrieben werden durch ein, das Verhalten vom Thermometer
charakterisierendes, Wahrscheinlichkeitsmafs pz,, konzentriert um zo:

<f> LlO = f dlumo
o

Im allgemeinen kann jedoch f nicht einfach aus den Werten (f) 4, bestimmt werden. Alternativ kann man sich
f als lineares Funktional auf irgendeinen Raum M von Wahrscheinlichkeitsmafien angesehen werden:

f:w/fdu pem
M

Ist das verhalten von f in M als solches bekannt, so kann manchmal (falls M groft genug) auch das Verhalten
von f: M — R bestimmt werden.

2.1.4 Fouriertransformationen

Betrachten die Fouriertransformation
F Ll(R) — Ll(R)

definiert durch

F(F)) = F(k) ::%2? / e~ f(2) da

Eine Invertierung von JF ist im allgemeinen nicht mdéglich. Ist jedoch f € L; noch zusétzlich differenzierbar in
zo und f € Ly, dann

_ i r eika:~

Dies ist leider oft eine zu hohe Anforderung an die Testfunktionen f, was eine Entfernung vom Begriff der
punktweise Betrachtung motiviert.

2.2 Topologische Vorbetrachtungen
2.2.1 Definition: Ausschépfungsfolge
Sei 2 C R™ offen und (©;),en C Z(R") eine Folge offener Mengen, mit:

Lo=]9

2. Qj - Qj-i—l
3. Q; kompakt (< beschriinkt)

Dann heifit (©2;),en Ausschopfungsfolge von Q.

2.2.2 Lemma: Transformation von Ausschépfungsfolgen

Seien ', C R"™ offen und 7 : Q — Q' homdomorph!. Ist Q1,2 .. eine Ausschdpfungsfolge von €, so ist
7(Q1), 7(22), .. eine Ausschopfungsfolge von .

IEine Abbildung f : Q — €’ heifit homdomorph wenn sie bijektiv ist mit f, f~1 stetig.
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Beweis: Da 77! stetig ist, sind die 7(©2;) offen und die 7(£2;) abgeschlossen. Wegen 7(€;) C 7(Q;) und

—~ def.
() = N A4
T(SZ_j)CA
A abgeschlossen

ist 7(Q;) € 7 (), also
7(Q;) € 7(Q;) C 7(241) (Bedingung 2)

Da 7 stetig ist, sind die 7(€2;) auch kompakt (also insbesondere beschrinkt), das heit auch 7(€;) sind be-
schrénkt, sprich kompakt (Bedingung 3). Offensichtlich

U T(Q,) = T( U Qj) =7(2) = Q' (Bedingung 1)

jEN jEN

2.2.3 Lemma: Existenz von Ausschépfungsfolgen

Zu jeder offenen Menge Q2 C R™ existiert eine Ausschopfungsfolge (€2;);en-

Beweis: Die offenen Kugeln mit positivem, rationalem Radius und Zentrum in Q™:
{B2(q) 1 q€Q", 0<e€Q}

bilden bekanntlich eine Basis der Topologie in R", so dass

o= B2 @)

€N

fiir irgendeine Folge (¢;,;)ien C Q™ x Q, ¢; > 0. Die Folge

1++

k
Qp = UB"sil (¢) , keN
i=1
offen, beschréankt

ist dann eine Abschopfungsfolge von Q, da offensichtlich Q = (J, o €& und

C=

B° sip (Qi) = Qg1

=1 TE

14

k
ﬁk = U BOE,/ (qz) C
=1

=

B & (q:)
+1

2.2.4 Definition: Induzierte Topologie in Untermenge

Die Topologie &(T) eines topologischen Raumes T induziert in jeder Untermenge Q C T die Topologie
oQ)=QnoT)={QnU:Ue0(T)}

in €, die sogenannte Schnitttopologie. Eine Menge A C Q heifst dementsprechend offen in Q, falls A € 0(Q).
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Bemerkungen:

(i)
(i)
(i)

(iv)

(viii)

Ist (T,d) ein metrischer Raum und &(T) induziert durch die Metrik d, so ist (2,d |q) ebenfalls ein
metrischer Raum, und die Einschrankung d ‘Q induziert auf €2 genau die Schnitttopologie.

Ist © offen, so ist €(2) C &(T). Insbesondere sind fiir A C Q Offenheit in  und in 7" dquivalent.

Ist A C T abgeschlossen, so ist auch A N Q) abgeschlossen in 2.
Beweis: Ist A=T\U mit U € O(T),soist ANQ=Q\ (QNU).
——

€o(Q)
Ist  abgeschlossen, so ist fiir A C 2 Abgeschlossenheit in (€2, &(£2)) dquivalent zu Abgeschlossenheit in
(T, 0(T)).
Beweis: Nach (iii) ist Richtung "< trivial. Ist anderseits A = Q \ (2N U) fiir ein U € &(T), dann ist
A=QnNU*° als Schnitt in T" abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen.

Eine Menge K C Q ist genau dann Kompakt in (€2, &(2)) wenn sie auch in (7', 0(T')) kompakt ist.

Beweis: Ist einerseits K kompakt in Q und K C {J,c; Us, U; € O(T) so ist auch

KclJuina
N
€l co(q)
das heift fiir endlich viele iy, .., 4, € I:
n n
K C UU’ikaC UUlk
k=1 k=1

Ist anderseits K kompakt in T und K = J,., U;, U; = U; NQ € 6(Q) so ist auch

iel
€o(T)
K C U ﬁz
icl
das heifst fiir endlich viele iy, ..,4, € I:
KCUﬁlk K:CQ KCUﬁikﬂQ
k=1 k=1 _

€o(Q)

Nach (v) ist insbesondere Q genau dann Kompakt in (T, &(T)), wenn Q in (2, 0(f2)), das heifit als
topologischer Raum, kompakt ist.

Ist T kompakt und €2 abgeschlossen in (T, &(T')), so ist auch 2 kompakt. )
Beweis: Ist (U;)ier C O(T) eine offene Uberdeckung von €, so ist T\ |, (U;) eine offene Uberdeckung
——

Qeeo(T)
von T'. Es existiert also eine endliche Uberdeckung

N
TcCQU U Uin
n=1

von T'. Insbesondere ist

eine endliche Uberdeckung von €.

Ahnlich: Ist Q C T kompakt und A C Q abgeschlossen (in T'), so ist A kompakt.
Beweis: Nach (iii) ist A auch abgeschlossen in 2. Nach (vii) folgt die Behauptung.
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2.2.5 Definition: Prikompaktheit
Ein metrischer Raum (€, p) heifit Prikompakt, oder total beschrinkt, falls:
Ve>0:3ay,.,2, € 2:QC | B()
k=1
das heifst €2 kann durch endlich viele Kugeln mit beliebig kleinem Radius ¢ iiberdeckt werden. Die Zentren solch
einer Uberdeckung nennt man e-Netz.
Bemerkungen:
(i) Ist © kompakt, so ist er auch vollstandig,.

(ii) Ist ©Q kompakt, so ist er auch Prikompakt, denn fiir £ > 0 ist (B2(z)),(, eine offene Uberdeckung von .
Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht!

(iii) Ist Q Priakompakt, so ist er insbesondere beschréinkt, d.h.

dR>0:d(z,y) <RVaz,ye
(iv) Ist © prakompakt und vollsténdig, so ist 2 kompakt.

Beispiel: Die Menge (0, 1] mit der Metrik d(x,y) := |z — y| ist prikompakt denn fiir ¢ > 0 (dazu Iy mit
27l < ¢) ist
2lo—1

ou=U 5 (5)

Jedoch ist (0, 1] nicht vollstéindig und demnach nicht kompakt.

2.3 Grundriaume von Testfunktionen
2.3.1 Notationen

Fiir z,y € R™ schreiben wir

Do (il O Y a5, a _H" ol a = [
9z .. ozan 2 L1 L1
N , j=1 j=1 j=1
0%

und setzen C*°(R™) als den linearen Raum aller glatten, komplexen Funktionen in R™.
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2.3.2 Definition: Schwartz-Raum
Die Funktionenmenge
S(R™) := {(p € C®(R™) ‘ [l = sup { (x)l Z |D%p(z)| } < o0 Vk,le No} (2.3.2.1)
€T
lee| <k

heiltt Schwartz-Raum tiber R™.

Beispiele:
e Polynome gehoren nicht zu S(R™).
e Die Gaufsche Funktion e~ 1°/2 gehért zu S(R™).

Bemerkungen:
(i) S(R™) ist ein linearer Raum.
(ii) Fir p,¢ € S(R™) ist auch ¢ - 1) € S(R™), denn
10l < Crllpllg

(Beweis analog zu 2.3.6 Bemerkung (ii)).

|91l

(iii) Fiir ¢ € S(R™) und Multiindex o € N ist auch 9%p € S(R™).
(iv) Fiir ¢ € S(R™) und Polynom Q(z) = Z Aoz ist auch @ - p € S(R™), denn
loe|<m
Q) € O@*) = 11Qplly,; < C - constn - @l 14m
(Rechnung &hnlich zu 2.3.6 Bemerkung (ii)).

(v) Esist ¢ € S(R™) genau dann wenn ||z79%¢||__ < oo gilt fiir alle a, # € Nj.
Eine analoge Aussage gilt auch fiir die H@a (2P gp)Hoo.
Beweis: Richtung "= folgt aus Bemerkungen (iii) und (iv).
Richtung "< folgt aus

gr:f)ﬁ n
L genug
(1+ | ]? )2 10%(z)] < const- Z ‘xéaago(xﬂ < constq i, < 00
———

=1
T <fwtonel].,

= |l < consty,, < o0

Da 0%(2°¢) stets als Summe von Termen der Form z*0*¢ geschrieben werden kann, folgt die Behauptung
auch im Falle dass H@"‘(mﬁgp)Hoo < oo Ya,BeNj ist.

2.3.3 Topologische Aspekte von S(R")
Die Abbildungen ||-|, ; stellen auf S(R™) halbnormen dar. Ferner ist S(R") metrisierbar durch die Metrik

d(p, ) = Z ”(pfi/)Hk,l 1

_ " 9k+l
k,leNol—'_H(p wnk,z 2

und bzgl. dieser sogar vollstdndig und lokal konvex, das heifst ein Frechet-Raum. Alternativ kann man den
Konvergenzbegriff

V—00

o = 0 & oy =@l = 0 Ykl

einfiihren, der, wie sich herausstellt, dquivalent zu dem durch d erzeugten Konvergenzbegriff ist.

10
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Bemerkung: Ahnlich zu Bemerkung (v) in 2.3.2 geht ¢, "—> ¢ genau dann wenn
|z20°(¢r — @)||.. =50 , a,B8€NG

und genau dann wenn
[0°(x*(pr —@))|| ., =0, a,feNG

2.3.4 Bemerkung: Der Schwartzraum als Einbettung im L,

Wegen
P\ p i n—1
o) do = [1PE@T Ielos lgll?, - vol(S™) - [ ————dr , 0<p<oo
lp lp 0,1 ip
—_————
<oo
fiir n<lp
ist

S(R") C Ly(R") , 0<p< oo

Aus der Rechnung ist auRerdem ersichtlich: Gehen ¢, =3 ¢ in S(R™), so gehen auch ¢, "—> ¢ in L,(R"),
das heifst

S(R™) — L,(R") , 0<p< oo (2.3.4.1)

Es kann sogar gezeigt werden: S(R™) ist dicht in Lo (R™).

2.3.5 Definition: (COO(Q)7(H||§7m))

Sei Q C R™ offen und (Qj)jeN eine Ausschopfungsfolge von ). Dann definiert man

C*(Q) :={p:Q — C| ¢ bel. oft differenzierbar}

C3°(Q) :={p € C®(Q) : supp(p) C Q A supp(92) kompakt}

2.3.6 Topologische Aspekte von C*(12)
Auf C>*(€2) konnen die Halbnormen

lellg, == sup [D%(z)| , jEN, keNo
€N
o<k

D%pll5
max 1D%¢llg,

eingefiihrt werden, die den Konvergenzbegrift

o= e oy = ollg, s = 0 ViEN keN (2:3.6.1)

erzeugen. Bemerke, dass [|-|g, ,, eine Norm auf C™(£2;) ist.

11



2.3 Grundridume von Testfunktionen 2 EINFUHRUNG

Bemerkungen:

(i) Es ergibt sich, dass C°° () metrisierbar, lokal-konvex und vollstdndig (Frechet-Raum) ist, mit einer genau
den obigen Konvergenzbegriff erzeugenden Metrik. Setzt man diese Topologie voraus, schreibt man auch

€ (Q) fur C>(Q).
(ii) Die Halbnormen H||§J . erfiillen die Ungleichung

lovlia, s < Ci -l i 1ol (2.3.6.2)
fiir irgendwelche Konstanten Cy, k € Ny, denn

a!

ot = sw | 32 FoiD o) DY)
|

<suwp Y o IDe(@)|[DM(@)]

(e
<max 30 g s D%l sup (D7) < [max 3 N ] el el o
B+y=a +v=

' <k
z€Q; zeQY; lol< Jéi

Slellg, e <l c

V—00

(iii) Fiir konvergente Folgen ¢, == ¢, 1, == 1 in €(Q), ist auch ¢, -1, =3 ¢ 1) in €(Q), denn
vt — ol « < 1w — ) ks, &+ 160 — 9) ol 4

v—00

< Crllow — ‘PHﬁj,k ’ ”wvuﬁj,k +Cy |9y — 1/)”9 k H‘PVHQ kT 0
—_—— —— %,_/ H/—’
=0 =Y la; x =0 llels, x

(iv) Sei Q' C R™ auch offen und 7 : Q" — Q ein C*>°-Diffeomorphismus. Dazu Ausschépfungsfolge € := 771 (€2;)
von ' (vgl. Transformationslemma 2.2.2). Dann gilt fiir ¢ € C>°(Q2) die Abschétzung
lpoTllar, & < Chr - lellg,

fiir irgendwelche Konstanten Cj - € R.
Beweis: Induktion iiber k. Der Fall k = 0 ist klar, denn es ist stets

sup |po7|= sup [p(y)]
€ yeQ,

Es gelte nun die Aussage fiir ein k € Ny. Dann ist fiir |«| < k:

o Schwarz o 0 o 8@ ort
Haxia WOT’Wj i ( <8 l(('DOT)> o, = ( l &vl(T) oz’ -
dp ot dp or!
< : 9. 9
Z’B (3a:l( ) 83:’) o — || 0 (7) 07 |7, |l
(23@2 dp LV. dy
2.0k |5 aw”' SDIC el I
5.k l Wy, 3
S‘I‘Pl‘ﬁj,k+l

Ml ko

chc,kT'HaT

k|

Cjht1,7

12



2.3 Grundridume von Testfunktionen 2 EINFUHRUNG

(v) Sei ' € R™ auch offen und 7 : Q' — Q ein C*°-Diffeomorphismus. Gehen ¢, =3 ¢ in €(Q2), so gehen
o, 07 = porin F().
Beweis: () sei ausgestattet mit der Ausschopfungsfolge ) := 771(;) (vel. (iv)). Dann:
low =90 lley, 1 < Crr - I = ¢l =5 0

const

2.3.7 Topologische Aspekte von C{°(f2)

Wie sich herausstellt, ist C§° bzgl. des obigen Konvergenzbegriffes (Ausdr. 2.3.6.1) nicht vollstédndig. Als Beispiel
sei die Funktionenfolge

1 1x € ﬁj
(,OJ(J?) =10 cx €Q \ QjJrl
glatt dazwischen

betrachtet. Dann geht ¢; =% bzgl. des in C>°(£2) Konvergenzbegriffes. Doch ist 1 ¢ C5°(£2).

Fiihren deshalb einen neuen Konvergenzbegriff ein: Wir sagen ¢, "—> ¢ &
e 3 K C Q kompakt und supp(ep, ), supp(p) C K
e D%, "5 D%p gleichmikig auf K ¥ a € N, d.h.
| D%, — D% 20 VaeNy

bzw. dquivalent dazu:
V— 00

lew =@l — 0 VEkeNy

Bemerkungen:
(i) Oft setzt man diesen Konvergenzbegriff in C5°(12) als gegeben voraus, und schreibt ©(Q) fiir C§° ().
(ii) ©(Q) ist vollstandig, jedoch nicht metrisierbar.

(iii) In Abschnitt 2.4.1 wird gezeigt: C5°(Q2) # 0.

)

(iv) Analog zu €(f), gilt auch hier: Fiir zwei konvergente Folgen ¢, "—> ¢, 1, "—3 1 in (), geht auch

V—00

0uih, =F ptp in D(Q), denn supp(p,1h,) C supp(p,) C K und ||¢,1, — oYl — 0 (vl Gl 2.3.6.2).

(v) Sei Q' € R™ auch offen und 7 : ' — Q ein C*®-Diffeomorphismus. Gehen ¢, "—> ¢ in D(Q2), so gehen
w07 =F porin D(Q), denn

supp ¢, o7 C 7' (supp,) C 7 H(K)
——
kompakt

V—00

und [, 7 — @7, — 0 (vgl. 2.3.6 Bemerkung (v)).

2.3.8 Lemma: Einbettung der Funktionenrdume

Sei 2 C R™ offen. Dann:

1. D(Q) ist stetig in € () eingebettet:

das heifit D(2) C F(Q) und fiir oo gilt auch ¥y oo 1. Speziell gilt sogar
D) € (Q)

D(R") — S(R") — F(R")

13



2.4 Zerlegungen der Eins 2 EINFUHRUNG

2. Sind ¥, () C D(Q) mit ¥y l;—()—;f und supp(¥), supp(vx) C K fiir irgendeine Kompakte K C €, so gehen

k
sogar U —> 1.

D)
3. ©(N) ist dicht in € (£2), im Sinne dass fiir ¢ € € () stets eine Folge (15) C D(Q) existiert mit )y, % .
Beweis:
1. Klar.
2. Klar.

3. Zu Ausschopfungsfolge (Q2x)ren von  existieren 7y € C5°(2) mit 7 [jq, = 1 (siehe spiter Lemma 2.4.4).

. k—oo k—oo
Insb d d D(Q). W 1 geh h 7y .
nsbesondere sind ¥n; € D(Q). Wegen 7y, 9%3 gehen auch ng1 <€(—>Q) P

O

2.4 Zerlegungen der Eins
2.4.1 Vorbetrachtung
Betrachten die Funktion

1
T 1_:2
- 1
w(t) := {e e It] <

0 : sonst
Dann ist w stetig auf R mit supp(w) = [-1, 1] und
Pr(t
w®(t) = (1_k£2))2k -w(t) , Py :Polynom vom Grad <k

das heifit w € C§°(R).

1/e

Abbildung 1: Zur Definition von w in einer Dimension.

Die n-dimensionale Verallgemeinerung

1

Ta—fe? 1

w(x) == ce l=ll < , ¢>0
0 : sonst

ist ebenfalls glatt mit supp(w) = B}. Dabei wird ¢ so gewihlt dass

/wd”le

R

ist. Ist nun Q C R™ offen, so existiert ein xg € Q und € > 0 so dass Ba.(xg) C 2. Setzt man nun

1 Tr—
We,zq (.’t) = ws(x - xO) = 67"‘) < - O> y (2411)

14



2.4 Zerlegungen der Eins 2 EINFUHRUNG

50 1St we 5, € C§°(2) und erfiillt

/weyzo dz =1

Q

2.4.2 Lemma: Glattung mit wy

Sei f € L,(R™), 1 < p < oo. Dann gilt fiir die Faltung

fn(@) = (f *wp)(z) = /f(z)wh(ar —2)d"z = /f(x —h2)w(z) d"z
R’ll,

R

und jedes h > 0:

N =

w

fn ist glatt.

Vil gy < 111, ey

h—0t
1o = fllp, @ — O

4. supp(fn) C (supp(/))n = |J Bu(®).
z€supp(f)
Beweis:
1. Betrachten fiir 0 <t <1, v € R”, ||v|| = 1 und festes € R™ den Differenzenquotient

fh(l"‘FtVt) — fu(x) — /%[wh(m—&—w—z) —wp(z —2)] f(2) an:/gt(Z) d"z

RTL ]Rn
g¢(2)

Dann ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

92 < C- |7(2)

mit

0 : sonst

. {f@)izGBuM@
Aufserdem ist nach der Holderschen Ungleichung

/‘f(z)‘ d"z < Hﬂ|L,,(R") < o0

R’n

da supp(f) beschriankt ist. Da Punktweise

t—0 Owp,

gu(2) =2 20w = )f () |

existiert nach dem Satz von Lebesgue das Integral

8wh
. n _ . _ _ n
}gr(l)/gt(Z) d Z—/}g%gt(z) dz = /T}u (x—2) f(2) d"z < o0
R"L Rn R"L
| —

af

und somit auch die Ableitung 9, f(z). In obigen Uberlegungen wurde von wy, nur die Beschrénktheit von
O,wy, und Kompaktheit von supp(wy,) benutzt. Es kann also iterativ auf analoger Weise die Existenz aller
hoheren Ableitungen von f;, gezeigt werden.

15



2.4 Zerlegungen der Eins 2 EINFUHRUNG

2. Mit

Q|

1+1
)l 72| / Fla — he)(z) P(2) Vo

”H"ld“{ /|f (= h2)|” wiz )%dnzf [/w(z)%dnz}

R n
—_—————
1

- / (@ — ha) w(z) 2

R

(bemerke dass fiir p = 1 die Aussage trivial ist) erhdlt man

}p

1fnllE, () /lfh )P d”x<//|f (x —h2)Pw(z) d"z d"z Fugini/w(z) /|f(x—hz)|p d'z d"z
R’V‘L

R™ R™ R

p
A2, ey

= /1L, @ - [ @@) d*z=IfIL, @&~
»(R?) n(®")

Rn
———
1

und somit
Ifullp, @ny < I1f1, &)

3. Wegen f € L,(R") existiert V ¢ > 0 eine stetige Funktion g5 € C(R™) mit supp(gs) kompakt und
If - g&”LP(]R") <o
Dann ist wegen

- ny S ||whox f —wp * ny +|| Wh * g5 — ny + _ N
[fn = fllp, @ny < llwn* f = wn o gs |1, @n) +l wn * 95 =95l L, &n) + 195 = fll L, &)
(f=95)n (95)n <5

S”f_gélle(Rn) nach 2.

<If = 9sllp,@n) + (g8)n — g5l (R™) 0
»(R™) »
\W_/

<5

<26+ [[(98)n — 9l 1, ()

und der Willkiir von § das Problem zuriickfithrbar auf den Spezialfall stetiger Abbildungen gs mit kompak-

tem Trager.

Wir setzen fiir Menge A C R™ und h > 0:

hi={z €R": AN By(z) # 0} = | Bul) (2.4.

reB

Ist A beschrinkt, so ist offensichtlich auch A, beschriankt, und vol, (Ay) ist monoton wachsend in h.

2.1)

Da g5 stetig ist mit Kompaktem trager, ist gs sogar gleichméfig stetig, das heifst fiir o > 0 existiert stets ein

e > 0 mit
95() — gs(a")| <o V lz —2'|| <e

also insbesondere
l9s(x — hz) —gs(x)| <o V [|hz| <e

16



2.4 Zerlegungen der Eins 2 EINFUHRUNG

Somit kann man fiir h < £ abschétzen

[(95)n(z) — gs(z)| = ’ / lg5(x — hz) — gs|w(2) d"z| < U/w(z) d"z =0
By By

———
1

bzw.

(93 = 38112, oy = [ 1an(2) = g5(@)l” @ < 07 - vol, [supp(gs)], ]
]Rn

beschrankt fiir
h<1
das heift fiir geniigend kleine Wahl von h wird ||(gs)n — gsl| L,(R") beliebig klein.
4. Folgt aus supp(wy) = Br(0).
O

2.4.3 Lemma iiber Mengenabstéinde

Sei Q° C R” offen, Q2 C Q° kompakt. Dann gilt

d(€,00) == inf {[|z —yl| : 2 € Q, y € I} >0

Beweis durch Widerspruch. Sei d(€2, Q) = 0, dann existiert eine Folge (zx)x € Q so dass d(zy, Q) g

Da Q kompakt ist, existiert eine in Q konvergente Teilfolge zp, —> x € Q. Der Punkt 2 € Q ist dann
offensichtlich ein Haufungspunkt von 99, also z ¢ 2, ein Widerspruch!
O

2.4.4 Lemma: Existenz abklingender Funktionen
Es seien 07, Qs C R” offene Mengen mit Q; C Qs kompakt. Dann existiert eine reellwertige Funktion
¢ € C3°(22)
mit
0 <o) <1 fir €y

und <p|§1 =1.

Beweis: Nach Lemma 2.4.3 ist d(Q1,982%) =: § > 0. Die Funktion

)
p(x) = [1(51&} xwp, , 0<h< 3
3

erfiillt genau die Voraussetzungen.

2.4.5 Lemma: Zerlegung der Einheit
Sei M C R™ kompakt und Oy, .., Oy offene Mengen mit

N
Mcljo

i=1

Dann existieren Funktionen ¢; € C§°(O;) mit 0 < ¢; <1 und



2.4 Zerlegungen der Eins

(Zerlegung der Einheit).

Abbildung 2: Uberdeckung von M durch offene Mengen
O;.

Beweis: Setze

O = {z € O; : d(z,00;) > 6}
fir 6 > 0. Dann 3 69 > 0 so dass immer noch

N
Mc|]op
i=1
Setzen wir

My, :={z € R" : M N By(x) # 0}

M ={zeR":MNBjz)#0} DM
dann existiert ein hy > 0 so dass

N
Myc|JOP YO<h<h
i=1

Aullerdem ist (97?0 C O, so dass nach Lemma 2.4.4 ; € C§°(0O;) existieren mit

olo
das heifst

N
sz(l') >1 , X E Mh
i=1

Nach Lemma 2.4.4 existiert aufserdem ein ¢ € C5°(M})) mit ¢|M = 1. Die Funktion

i)
pi(r) = = — V(@)
St tile)
erfiillt nun die Bedingungen.
O
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3 DISTRIBUTIONEN

3 Distributionen - Verallgemeinerte Funktionen

3.1 Vorbetrachtung

Im folgenden sei Q offen und X = ©(Q) (2.3.7) bzw. X = () (2.3.6) bzw. X = S(R™) (2.3.2), jeweils
ausgestattet mit einer Familie (||-||, )xen von Halbnormen bzw. dem entsprechenden Konvergenzbegriff.

3.1.1 Definition: Distribution auf X

Eine C-lineare Abbildung
uw:X —=C, o (up)
heifst stetig (folgenstetig) :<
Vi, =5 peX t (up)) = (u,p)
Der Raum der linearen, stetigen Funktionale auf X wird mit X’ := £(X, C) bezeichnet, seine Elemente auch
Distributionen.

Notation: Zu U C 2 und Distribution v auf ®(2) nennen wir

uly + {p € D(Q) :supp(p) C UL = C , ¢ uly)
die Einschrinkung von u auf U. Analog auch fir € (£2) und S(R™).

3.1.2 Satz: Charakterisierung der Stetigkeit

Eine lineare Abbildung v : X — C (im Fall X = S(R") oder X = %(Q?)) ist genau dann stetig wenn
FCu 20, L eN:|{u9)f <C- max o, VeeX

Spezialfille:

X = S(R™):

k a
lelly, := sup (@)" > D% ()]
zER™ =k

X =%(Q): Fiir Ausschopfungsfolge Q1,Q, .. von Q:

lelly, = llellg, ,» = sw [Dp(2)]
i

X =9(Q): Fiir Ausschépfungsfolge Q1, s, .. von Q ist u stetig genau dann wenn
3C,20:VieN:Tly;: [(u,0)| <Cy- sup [D%(z)] VoeX

T€EQ;
‘alglu,j

3.1.3 X' als linearer Raum

Der Raum X’ aller linearen, stetigen Funktionale auf X € {9(Q2), % (), S(R™)} ist ebenfalls ein Vektorraum:
A+ pv, @) == Au, o) + (v, 0y, u,ve X', ApeC, peX

Dabei fiihrt man in X’ die so genannte schwache* (punktweise) Konvergenz

u, "= weX' & (u,p) = (up) VoeX

schwach*

ein, und definiert eine Folge (u,) C X' als Cauchy, falls die komplexwertige Folge (u,, ) fiir beliebiges p € X
Cauchy ist. In diesem Kontext ist dann X’ vollstindig, denn fiir Cauchy-Folge (u,) C X’ ist

u, == <<p — ( lim <uy,<p>) )

punktweise V—00

ex’
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3.1.4 Bemerkung zur Distributionen-Einbettung

Nach Lemma 2.3.8 gilt ¢”(Q) C ©'(Q) fiir Q2 C R offen, und speziell sogar
%'(R") C §'(R") C O (R")

Siehe spéter Fortsetzungssatz 3.3.1 fiir die umgekehrte Richtung. Im Kontext der schwachen Konvergenz von
Distributionen, gilt sogar

%'(R") — S'(R") — D'(R")

3.1.5 Vergleich mit C"
Fiir X = C" und ¢ = (&1, ..,&,), © = (21, ..,2™) € C" sei betrachtet das Skalarprodukt

(G m) =) ga
j=1

Dann ist « — (£, ) eine stetige Linearform auf C". Umgekehrt, kann jede Linearform u : C* — C durch solch
ein £ € C™ dargestellt werden:

gj = <u7ej> = (u,x> = <§7$>

Die Zuordnung u — £ ist eindeutig und sogar ein Isomorphismus, das heifst
(Cn)l [a] (Cn

Analog, ist fiir 1 < p < oo, der Raum

by = { (@;)sen : |l ==

isomorph zu (1), wobei zl) + % = 1. Schlielich ist auch

L,:

{fir = ClIfl, = | [ f@P <o} =L,

Ziel ist es nun, eine moglichst grole Teilmenge von X’ als Funktionen zu interpretieren.

3.1.6 Definition: L, o

Sei 2 C R™ offen und 1 < p < oo beliebig. Dann definiert man

Ly ioc(Q) := {f:Q—>(C | /\f(x)|p dr < 00 VKCQkompakt}
K

als die Menge aller lokal-p-integrierbaren (lokal-integrierbaren falls p = 1) Funktionen auf €.

Beispiele:
(i) Polynome und allgemein stetige Funktionen gehdren zu Lq joc-
(if) Fiir 1 <p <ooist Ly() C Ly ioc(2) C L1 10c(2).

(iii) Zwar ist 1 ¢ Ly 10c(R), jedoch 1 € Ly 1o¢ ((0,1)).
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3.1.7 Satz iiber Funktionen in Lj j,.(2)
Sei  offen und f € Li 10c(). Dann definiert f eine Distribution in ®'(Q) durch

(o) = {up, ) = / f@)p(@) dz | o €D
Q

Ferner ist f eindeutig (bis auf Nullmengen) durch u; bestimmt. Die so erzeugbaren Funktionale heifien reguldre
Distributionen, der Rest singuldre Distributionen. In einem gewissen Sinne stellen Distributionen somit eine
Verallgemeinerung von Funktionen dar.

Beweis: Tatséchlich ist dieses Integral endlich und somit uy wohldefiniert, denn
| [ret|< [l1@lpw)] dr<lele [ 15@] dr<o
——
Q Q <llell supp(y)

<o
da supp(¢p)
kompakt

Anderseits ist uy stetig, denn fiir ¢, "—> ¢ € D(2) (also insbesondere supp(y, ), supp(p) C K fiir irgendein
K C Q kompakt) ist

(g 00) — {ug, )] < / F@)] - lou (@) — p(a)] da < / F@)] de- sup [, (&) — p()] = 0
w w reK

e v =l

Definiert man nun bzgl. der Aquivalenzrelation

ng = f:g<m0d0) ) fngLl,loc

die Aquivalenzklassen
[f] =={9 € Li10c : g = f fast iiberall auf Q}

so ist die Zuordnung [f] — us wohldefiniert und nach Lemma 3.1.11 eineindeutig.
O

3.1.8 Bemerkung zur Einbettung von L, Riumen in S'(R")
Sei 1 <p < co.
1. Ist f € L,(R™) (vgl. Bem (ii) in 3.1.6) so ist sogar uy € S’(R™).

. n—oo . . . . . n—oo
2. Konvergieren f, - f so konvergieren auch die Distributionen uy, — LU
P schwach

Zusammengefasst also:

Ly(R") = S'(R") , 1<p<oo (3.1.8.1)

Beweis:
1. Sei 1 <p<oound f € L,(R"). Dann

ug,p
—_——

( )
Holder n
[ [roedd < [1reel a0, ol o v SR
=1
R™ Rn H,p_/
SN——e— <oo
1790,
Stetigkeit von uy in S(R™) folgt aus obiger Abschéitzung.
2. Folgt direkt aus der Abschitzung.

O
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3.1.9 Bemerkung zur Einbettung polynomialer Funktionen in S’(R™)
Sei f € Ly 10c(R™) so dass |f] € O(||z||™) fiir |z| — oo und irgendein N > 0. Dann ist up € S'(R™).

Beweis: Nach Voraussetzung existieren C, R > 0 mit |f(z)| < C |||V V ||z|| > R. Zu ¢ € S(R") kénnen wir
daher abschétzen

| [reda < [i1@lv@l do= [ @) e@l dor [ f@)] o) de
J

R Br(0) lzI=R <C||=||N

<Crllello

N+n —(2n
< Ctllell, +C / L+ [l)*) " @) )~ Y da

llz]| >R

§‘|‘PH0,2(N+")

< Crllella +CF - llloangmy < o0

Insbesondere folgt aus der Abschitzung die Stetigkeit von uy in S(R™).
O

3.1.10 Lemma zur Konvergenz regulirer Distributionen

Sei Q C R"™ offen.

1. Sind f, fr € L110c(€2) mit fy |Kk%(>>o f |k auf jeder kompakten K C (, so gehen uy, k—oe uf in ().

[ RIpes schwach*
2. Seiennun fy, f € L1 10c(R™) majorisiert durch irgendeine g € L1 joc(R™) mit u, € S’(R™). Gehen fj kﬁo‘
punktweise

(fast tiberall), so gehen sogar uy, hoop uy in S'(R™).
schwach*

Beweis:

1. Sei p € ©(2). Dann

(up, —ug o)l = / [(fk = el du < Vol(supp(9)) - [¢lloc - 5U [ frlw) = f()] =0

supp(p)

k— o0
—

0

2. Fir ¢ € S(R™) gehen auch fj - ¢ hoop f - ¢. Dabei werden fj ¢ majorisiert durch die integrable gp, so

punktweise

dass nach Lebesgue folgt
k—)
{upes @) =/fk<p da —°>°/f<p de = (uy, ¢)
Rn

Rn

3.1.11 Lemma iiber Nullfunktionen in L, i,

Es sei Q2 offen, f € L1 10.(©2) und
/f(a:)ga(ac) dr=0 Ve
Q

Dann gilt f(z) = 0 fast-tiberall auf Q.
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Beweis: Sei O offen, beschrinkt mit O C ). Dann ist nach 2.4.3
d(0,00) =:6 >0
Sei nun 0 < h < & beliebig und ¢ € C5°(0), dazu

Ph = P *RWh .

Dann ist nach Lemma 2.4.2:
supp(pn) C Oz C L2

und insbesondere ¢, € (), nach Voraussetzung also

0= [ f@enta) da = [ @) [o@nte = 2) dzae ™2 [ o) [ faponto - 2) do d:
o) Rn Bn Rn

R

Wh

gerade / o(2) / f@)wn(z — x) de dz = / o(2) fn(z) dz

R™ R™ Rn

Definieren nun

0 : sonst

Sy {f(m) cx € Os)0

Dann gilt f5(z) = fa(z) fiir z € O und demnach

0= / o()Th(2) dz ¥ € C(0)
Q

wobei jetzt fh € C* und fh € L;(R™). Es muss also fh =0 VYV z € O sein, und somit

111z, 0y = Ifllzaoy < I = Fullz,@ny + [1fnllLi o)
—_—— ~— —

h=04 0

(2.4.2)

bzw.
1l =0 = [l =0(modo0)

Doch da O beliebig war, muss f = 0 fast iiberall auf 2 sein.
O

3.1.12 Die §-Distribution
Sei ) C R™ offen und zp € R". Fiir ¢ € () setzen

(6205 ) = p(20)

Dann ist 65, : ¢ — @(zg) eine (singuldre falls o € Q) Distribution auf () und heit d-Distribution oder
Dirac-Distribution.

Erlduterung: Wegen

(0205 )| = lip(w0)| < sup lp(z)| , ¢ €D(Q)

folgt nach 3.1.2 die Stetigkeit von d,,. Alternativ ist fiir ¢, —> ¢ € D(Q) auch

V—00

{020, v — )| = lpw(@0) = p(20)] — 0

Sei nun zg € €, zu zeigen wére die nicht-Regularitét von d,,. Wére f € Ly 1oc(2) und

/ f(@)p(x) dz = p(0) ¥ ¢ € D)
Q
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3.1 Vorbetrachtung 3 DISTRIBUTIONEN

so miisse insbesondere mit z = (z!,..,2") € R"™ gelten
[ 1@ @ = ae(o)] do= [« = ah)o(@)] | =0
Q

und damit

/ [F(@) (@' — b)) plx) dz =0 ¥ ¢ € D(Q)
Q

Nach Lemma 3.1.11 ist als (z* — z§) f(x) = 0 bzw. f(z) = 0 fast iiberall auf {, also J,, = 0, was wegen zg € (2
nicht sein kann! [

Verallgemeinerungen:

(i) Zu (stiickweiser) glatter Fliche S C  C R™ sei 1 : S — R stiickweise stetig. Dann definiert dhnlich wie
vorhin

(uBs, ) = / p(x)o(x) ds . €D
S

—_——
Oberflachenintegral

eine Distribution auf ®(Q2). Interpretiert man formal pdg als Funktion, so ist p(x)ds(xz) = 0 fir = ¢ S,
denn 3 BY(z) NS = 0 und demnach

(1és, ) =0 ¥ ¢ € C5°(B§ ()

(ii) Die Abbildung
(up) = D o(k) , ¢ eDQ)

kezn
ist linear und stetig, da fiir ¢, —> ¢ € D(Q) mit supp(y,),supp(¢) C K C Q : kompakt gilt:

w00 =) < D ou(k) — (k)| =3 0
ke KNZ™

3.1.13 Distributionen durch regulidre Mafie
Jedes reguliéire? Borel-MaR u auf (€2, (12)) bestimmt durch

{1, ) :=/eﬁdu , P €D(Q)
Q

eine Distribution. Dabei ist die Zuordnung p — (u, -) injektiv.

3.1.14 Der Cauchysche Hauptwert als Distribution
Betrachten die Abbildung
1
(1) # Loel®

T
und definieren auf ®(R) die Abbildung P1 durch

Proy=tm [ 2 peam)
jaf >

Dann ist P1 eine Distribution und (P, ¢) heifst Cauchyscher Hauptwert (valeur principal) von .

2Ein Borel-Maf y auf einem topologischen Raum (T, #(T)) heifit regulir falls fiir jedes A € B(T) gilt:
w(A) =sup {u(K): K C A, Akompakt}
=inf{u(U) : A CU, U offen}
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Erlduterung: Fiir beliebiges R > 0 ist
1
—dr=0
x
R2>|jz||>e
Da supp(y) C (=R, R,) ist fiir irgendein R, > 0:

/ pla) o _ / o) . _ / pl@) = e(0) b / o (9(z)z) do

x x T
]|z Ry >z 2e Ry 2|z 2e Ry >z 2e

eigentliches Integral

fiir eine Funktion 0 < ¢ <1 auf R (vgl. Mittelwertsatz). Demnach

lim ela)
N0 X
[lz]|>e R, > ||zl

T = / o' (I(z)z) do < oo

Insbesondere ist

(P < 2R, max ¢y
E y€Esupp(y)

woraus leicht die Stetigkeit von P1 folgt.

Bemerkung: Die Distribution P1 € ®'(R) wird aukerhalb der 0 durch die Funktion x +— % erzeugt, das heifst
fir ¢ € O(R) mit 0 ¢ supp(y) ist
(Pip) = / @ dz

R

Es stellt sich nun die Frage: Kann jede beliebige g € L1 10c(R \ {z0}) zu einer Distribution auf ®(R) fortge-
setzt werden, die auferhalb von zy durch g erzeugt wird? Leider ist die Antwort negativ, was an folgendem
Gegenbeispiel illustriert sei. Betrachten

1
g € Li1oc(R\{0}) , g(z):=e>
und machen die Annahme es existiert eine Distribution u, € ®'(R) mit

(ug, p) = /e% dr ¥V ¢ € D(R): 0 ¢ supp(p)

Definieren ¢g € D(R) so dass

oo(a) = {o cx ¢ (1,2

>0 :sonst

mit

(vgl. 2.4.1) und

Dann geht ¢y, "Z% 0 in D(R) jedoch

2/k 2 2
1 _k =kx 1_1
<ug,¢k>=/keie b oo (k) da 2 /e’“@ 2 oo(y) dyz/%(y) dy =1
1/k 1 1

ein Widerspruch zur Stetigkeit von u,!
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3.2 Folgen regulirer Distributionen
3.2.1 Vorbetrachtung

Folgen reguldrer Distributionen auf ®(Q2) sind charakterisiert durch Folgen entsprechender erzeugenden Funk-
tionen in Ly 1o¢(€2). Im folgenden seien einige Beispiele illustriert.

1. Definieren zu j € N die Funktionen (Distributionen)
uj € L11oc(R) , wj(z) :=sin(jz)

Dann gehen u; =3 0 in ®'(Q2) (jedoch nicht punktweise als Funktionen), denn fiir ¢ € D(R)

schwach*

e R, e .
(uj, ) = /sin(jx)go(x) dx = / sin(jz)p(z) de = —%cos(jx)go(x) —l—% / cos(jz) ¢ (z) dx 2% 0

® ~Ry _
0 beschrinkt
mit supp(p) C (—Ry, Ry).
2. Betrachten die Funktionen )
sj(x) = sinz(;o:) , 85 € L11oc(R)
Dann gehen die Distributionen SCZ%:; , ™o in D'(R).
Beweis: Fiir ¢ € O(R) mit supp(y) C (—R,, R,,) ist
R, R, Ry
o) = [ oy o= [ D o) - o)+ [ T p(0)
-R, —R, ~R,

wobel einerseits

4 [wx) so<o>} ¢ (2)z — [p(z) — p(0)] _ ¢'(x) — 22O
dx x T

= [1—d(z)] = " (I(z)z) [1 —I(x)] , 9,0 geeignet nach MWS

[1-d(z)]z
beschrankt
R, R, R
/ SU) (o) — p(0)] dir = & / cos(jz) - [‘/’(x) ‘P(O)] dz+ 2 cos(ja) LD = 2O imee g
x Ji dx T ] T _R
—R, -R, b
beschrankt _% COS(ij)W(O)jj)OO
und anderseits
R(P . . JRL’O . .
/ U)o 0) do / Y 0) dy 7 p(0) [ g,
T Y Y
-R, —jR, R
—————

T

also )
<U3j s <)0> = - (p(O) , P E Q(R)

3. Die Funktionenfolgen (f,), (gn); (hn) C L1 10c(R) aus Einfiihrung 2.1.1 erzeugen Distributionen die gegen do
in ©'(R) gehen.
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3.2.2 Formel von Sochozki

Betrachten die Familien von Funktionen (f:)e>0, (9e)e>0 C L1 10c(R) definiert durch

1 1
fe(x) = T +ic ge(z) := e
Dann gehen die Distributionen:
u - M —i7T50 —+ ,PL
schwach* z

eN\0 .
Uy, —> 1mdy +Pi
schwach* »

in '(R).

Beweis: Zu ¢ € O(R) mit supp(p) C (—Ry, R,) ist:

R, R, R, R,
. o(x) . T —ie . T — i€ . T — i€
1 —1 L —1 LT et Lo -
[ 2 o=t [ Sl d=lmp0) [ S-Sl [ S ele) - el0)] de
-R, -R, -R, -R,
R e
1 ® — (0
= lim (0) [ In(x? + £%) — i arctan m] + lim M dx
e\.0 2 €l_gp e\.0 x + i€
P 7Rgp
Ry
ebesgue - 0
HPEBIE i 5(0) + / pl) — 20 4,
x
—R,

<7’%#’>

Analog erhilt man auch die 2. Formel.
O

3.2.3 Die Breit-Wigner-Formel

Die Familie von Lq joc(R)-Funktionen
€

fg(l')::m 5 e>0

erzeugt Distributionen mit
.0
€ 60

uf, —> T
schwach*

in '(R).

3.2.4 Lokalisationssatz fiir Distributionen
Zu offener Menge 2 C R"™ sei (O;),; eine beliebige offene Uberdeckung von €, das heifit
Q:UOi , O; : offen
iel

Stimmen die Einschréinkungen u| 0. zweier Distributionen u,v € ©'(2) auf allen O; iiberein, das heilt

”|o7.,
(u, i) = (v, i) ¥V @i €C5°(0;)

so gilt u = v.
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Beweis: Sei ¢ € D(Q), dann ist supp(¢) C © kompakt, das heifit fiir geeignete iy, ..,ir € I ist

C =

supp(p) C O,

=1

Nach Lemma 2.4.5 (Zerlegung der Einheit) existieren reellwertige Funktionen ¢;, € C5°(0;,) mit

L

> pi(z)=1, x€supp(p)
=1

Insbesondere
vi, ¢ € C57(0y,)

und somit

L 1

analog
(u, ) = <u,<p wl> = (wp-i) "= (v, 0)
=1 =1 ~
<”*¢“piz>
O

3.2.5 Definition: Tréiger einer Distribution

Sei @ C R™ offen, X () := D(N) oder X() := F(Q) und v € X'(Q). Dann der Trdger supp(u) der Distribution
das Komplement (bzgl. Q) der Vereinigung aller offenen® Mengen O C  mit der Eigenschaft, dass u| o = 01ist,
das heifit (u, ) =0 V ¢ € C§°(0O). Kurz:

U o
OCQ offen
#lege (0)=0

supp(u) := Q\

Alternative Definition: Aquivalent zur obigen Definition ist

supp(u) := ﬂ A

A abgeschlossen in
u\ch(Q\A):O

Bemerkungen:
(i) supp(u) in abgeschlossen in .
(ii) Es gilt:
supp(u) = {J: €N ‘ VYé>0: U‘C[?C(Bg(x)ﬁﬂ) # O}

(iii) Einige Autoren (e.g. Tribel) verwenden eine etwas modifizierte Definition
’ L .
supp’(u) :== {x €cQ) |Vo>0: “|cg°(Bg(x)mQ) # 0}
Fiir Q = R" sind beide Definitionen &quivalent, im allgemeinen jedoch nicht.
(iv) Fiir regulire Distribution uy in ©'(Q) erzeugt durch f € Ly 10c(2) ist stets

supp(us) C supp(f)

(v) Ist f:Q — R stetig, so gilt

supp(uy) = supp(f) = el {z € Q: f(x) # 0}

3Beachte dass Offenheit in (Q, 0(Q2)) dquivalent zur Offenheit in R™ ist (vgl. 2.2.4).
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(vi) Fiir Distribution v € X'(Q) gilt:
u=0 < supp(u) =10

Beweis: Richtung "=" ist klar. Sei nun zunéchst u € ®'(2) mit supp(u) = ), dann existiert V € Q ein
Oz > 0 mit

u|C§°(B§$(r))ﬂQ =0
Dabei ist

{ng (I) n Q}meﬂ

eine offene Uberdeckung von €2, so dass nach Lokalisationssatz 3.2.4 gilt v = 0 auf Q. Ist nun u € €”(9),
so besitzt natiirlich auch die Einschriankung U‘Q(Q) leeren Trager, also u|@(ﬂ) = 0. Nach Lemma 2.3.8

existiert jedoch zu jedem ¢ € € () eine Folge (¢r) C D() mit ;—)(—;i 1, woraus auch (u, ) = 0 folgt.

Beispiele:

supp(dz,) = {zo} , supp(ug 1) =, supp(uds) C S

3.2.6 Definition: Singulidre Triger
Sei ) C R™ offen, X(Q2) = D(Q) oder X () = €(2) und v € X'(£2) eine Distribution. Dann heift

singsupp(u) := Q\ {zg € Q : u ist in einer Umgebung von zy durch eine C*°-Funktion erzeugbar}

=Q\{xo €Q:35>0, feC(Bi(x0)) : (u,0) = / f(@)p() de VSOECSO(BE)(SUO))}

B2 (z0)
singuldrer Trdger von u.
Bemerkungen:
(i) Per Konstruktion gilt fiir Distribution v € X'(Q):
singsupp(u) C supp(u)

(ii) Gilt singsupp(u) =  fiir eine Distribution u € ©'(), so ist u regulir.
Beweis: Sei singsupp(u) = ), dann existiert fiir jeden Punkt 2 € Q eine Kugel B, (z) und Funktion
fr € C(B§ (z)) so dass u

B (2 = UI- An Uberschneidungsumgebungen Bj (z) N By (y) # () miissen
Sz | — ——/y

offen
nach 3.1.7 die Funktionen f, und f, fast-iiberall iibereinstimmen. Da sie stetig sind, miissen sie im gesamten

Uberlappungsbereich iibereinstimmen. Somit ist die Funktion

f(z) = fo(x)
wohldefiniert und glatt, insbesondere lokal integrierbar. Da uy und u auf allen Kugeln B (z) tiberein-

stimmen, folgt nach Lokalisationssatz 3.2.4 dass u = uy. O

Beispiele:

singsupp(ug.1) =0, singsupp(ds,) = {zo} , singsupp(P1) = {0} C supp(P1) = R"

3.3 Distributionen mit kompaktem Triger
3.3.1 Fortsetzungssatz fiir Distributionen

Sei Q C R offen und u € ®'(Q) mit kompaktem Triiger in 2. Dann kann u eindeutig zu einem linearen, stetigen
Funktional auf € (w) fortgesetzt werden.
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Beweis:

Existenz: Da supp(u) kompakt ist, existiert nach Lemma 2.4.4 eine Funktion n € C§°(£2) mit 77‘
Zu ¢ € €(Q) sei nun definiert

supp(u) L.

(W, ) := (u, mp )
—
eD(Q)
Offensichtlich ist % : €(Q) — C linear. Fiir 1, == 1 in €(Q) ist
supp(ny), supp(ny) C supp(n) : kompakt

V—00

das heiflt 710, — ny in D(Q) (Beweis analog zu Bemerkung (iii) in 2.3.6). Somit

(@) = (u, ) = (u,mp) = (@, 1))
das heifst @ ist stetig.*

Eindeutigkeit: Sei u eine weitere stetige & lineare Fortsetzung von u auf €(2), das heifit
(U, 0) = (w,0) , VoedQ)

Nach Lemma 2.3.8 existiert eine Folge (¢) C ©(£2) mit )y, % 1, also

= Jim (3, g) "= )

o0

—~ U steti . ~
<U7¢> =" lim <’U,, wk >
k—oo —~—~
eD(Q)

das heifst uw = u auf ().
O

Bemerke: Per Definition des Trégers, bleibt fiir die fortgesetzte Distribution der Tréger der gleiche.

3.3.2 Definition: L com

Sei 2 C R™ offen und 1 < p < 0o. Dann definiert man

Ly com(Q) := {f Q0 —C |/|f(x)|p dr < oo A supp(f) CQ kompakt}
Q

als die Menge aller p-integrierbaren, komplexwertigen Funktionen mit kompakten Trager in (2.

Bemerke: Cy C Ly com € Lp € Ly oc-

3.3.3 Satz iiber Funktionen in L com ()
Sei 2 C R™ offen und f1 € L1 com (€2). Dann definiert

@%wwzfﬂwwmdx,we%m>
Q

auf €(£2) ein lineares, stetiges Funktional (Beweis dhnlich zu 3.1.7). Funktionale dieser Art nennt man reguldre
Distributionen auf € ().

4Beachte: Nach Lemma 4.1.3 ist @ tatsichlich eine Fortsetzung von u.
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Bemerkung: Reguldre Distributionen u € €’ (€2) konnen Problemlos auf ®(Q) eingeschriankt werden, zumal
C§° () C C*(Q?). Da Folgenkonvergenz in ®(€2) auch Folgenkonvergenz in € () impliziert, sind sie auch tat-
sachlich stetig auf ©(2). Aufgrund der stirkeren Forderungen an die zugrundeliegende Funktionen regulirer
Distributionen in ¢”(2) sind diese auch regulér in ®'(2).

3.3.4 Lemma: Triger von Distributionen in %’'(Q)
Sei Q C R™ offen. Dann hat jede Distribution v € €’(Q) einen kompakten Tréger.

Beweis: Sei (£2));sen eine Ausschopfungsfolge von (2 und angenommen dass supp(u) C € nicht kompakt sei.
Dann existiert nach Bemerkung 2.2.4 (iii) kein k mit supp(u) C Q. Das heifst fiir alle J gilt

J
supp(u U € = supp(u) \ Qs # 0

Da die (Q2;) ganz  iiberdecken, existiert ferner zu jedem jj ein jj1 mit
(supp(u) \ €,) NQy,,, #0

Setze xi41 € (supp(u) \ Qj,) NQy,,, und 441 > 0 hinreichend klein dass
B2, (zk41) C Qi \ O,
—

Mit jo := 1 erhélt man so eine Folge (zx)ren C supp(u) und disjunkte Kugeln BZ (zx) so dass jedes €; nur
von endlich vielen dieser Kugeln geschnitten wird. Insbesondere existieren ¢; € C5°(B2 (;)) mit (v, ;) =1
(Normierung 0.B.d.A). Dann ist

Z% ) €C7(9)

Beachte dass die B?. (:E]) und somit auch die Trager supp(¢;) alle disjunkt sind, die Reihe ¢(z) also an jedem
Punkt (in einer Umgebung) aus hochstens einem Summanden besteht. Ferner gehen

n

o Xy
j=1
in (). Doch dann ist
(v,) = lim ’U,Z’(/Jj = lim Z(v,z/)j> = lim n =00
n—»oo< = > n— oo jzlklf_/ n—oo

ein Widerspruch zu v € €'(Q).
O

Folgerung: Zusammen mit Fortsetzungssatz 3.3.1 folgt die Aquivalenz
¢'(Q) = {u € D'(Q) : supp(u) kompakt in Q}

(vgl. Definition in [1]).

3.3.5 Definition: Ordnung einer Distribution

Sei  C R" offen mit Ausschépfungsfolge (Q;)jen und u € ©'(Q). Dann existiert V j € N ein ¢;,, > 0 und
(kleinstes) 1, € No mit
o) < i Il o ¥ 0 € G2(Q)

(ohne Beweis). Gilt sup; /;,, < oo, so heifit [ := sup, l;, Ordnung der Distribution u.
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Beispiele:

(1) Jede regulére Distribution u; mit f € Lj 1o¢(€2) hat Ordnung 0, denn

g9 = [ 1@ypte) da| < sup 1) -vol)- el o ¥ 0 € C7(9)
- zell;
Q2

Ciruy

(ii) Jede Distribution v mit kompaktem Trager besitzt endliche Ordnung, denn fiir v € ¢”’(Q) existiert ein
k, € N mit
o) < ¢ [llg, . ¥ ¥ €C¥(S)
—_———

<l¥ls; w,
v j>k,

(iii) Es gibt tatséchlich Distributionen der Ordnung oo, némlich:

oo

(u )= ¢®(k) . uedR")

k=0

Beachte dass die Summe nach Voraussetzung an die Testfunktionen stets endlich ist. Dabei gilt

singsuppu = suppu = Ny

Interpretation: Die Ordnung einer Distribution ist in einem gewissen Sinne ein Indiz dariiber, welche Ablei-
tungsordnungen der Testfunktionen bei deren Auswertung eine Rolle spielen.
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4 Rechnen mit Distributionen

4.1 Produkte von Distributionen
4.1.1 Motivation

Zu offener 2 C R™ weift man, dass jede lokal-integrierbare Funktion f € Lj 10c(€2) geméf
() = [ f@)pla) do oD@
Q
eine Distribution uy € ®'(Q) definiert. Zu n € C*>°(R) ist dann auch nf € Ly joc, wobei
(ngo) = [ £0)- n@)o@) do = (as, g, ) . 9 € D)
—~—
Q €Cce(Q)

das heift u, s : ¢ — (us,np). Analoge Uberlegungen gelten auch fiir 6”(Q2) mit f € L1 com(£2). Dies gibt Anlast
zu folgender Definition.

4.1.2 Definition: Produkt von Distributionen mit C*°-Funktionen
Zu Distribution u € ®'(Q2) (bzw. u € ¢’ (£2)) und Funktion 1 € C*°(Q) definieren die Distribution

(nu, @) = (u,mp) , ¢ €D(Q) (bzw. p € F(2))

Bemerkungen:
(i) Die so definierte Abbildung nu ist tatsichlich eine Distribution in ®'(Q) (bzw. ¢”(Q)).
Beweis: Linearitit ist klar. Fiir konvergente Folge ¢, "—3 ¢ in €(Q) geht ohnehin auch 7y, ;?—;? ne
vel. Bemerkung (iii) in 2.3.6). Fir ¢, —> eht ohnehin ¢, "= ¢ das heifit ny, —> , und da
(vg g (iii) ) P o P8 P ? WP o ¥

zusatzlich supp(ne, ) C supp(y,) gilt, ist sogar ne, Z)lof ny. Demnach
D)

(nu, o) = (u, o) "= (u, ny)
(ii) Ist uy reguldr, erzeugt durch f € L1 10c(2) (bzw. f € L1 com(2)), soist n-uy = f - uy = upy.

(iii) Firn e C>(Q), n(x) #0 ¥V z € Q und Distributionen u,v gilt: n-u=v & u==-v.

3|

(iv) Offensichtlich ist die Multiplikation mit C>°-Funktionen distributiv und assoziativ.

4.1.3 Satz iliber den Trager von Distributionprodukten

Sei ) C R™ offen und X := () bzw. X := () bzw. X := S(R™). Sei ferner n € C>*°(N2) und v € X'(Q) eine
Distribution. Dann:

1. Es gilt stets
supp(nu) C supp(n) N supp(u)

Beachte dass die Aussage fiir regulére, stetige Distributionen trivial ist.

2. Istn’ =1,s0ist n-u=u.

supp(u)

3. Ist supp(y) Nsupp(u) = O fiir Testfunktion ¢ € X (), so ist (u, ) = 0.
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Beweis:

1. Zu einen ist

x €supp(nu) < VI>0:3 pe X(B§(x)): (nu,p) #0
S VIi>0:3pe X(B§(x)): (u,np) =

S Vi>0:F3p=npe X(B§x)): (u,p) #0 = =z € supp(u)
das heifit supp(nu) C supp(u). Zum anderen ist

x ¢supp(n) < F6>0:7 0

Bg(z) —
= I B§(z):VpeX(B§x):np=0

= 3 B§(x):V ¢ € X(B3(2)) : {u,np) =0 = @ ¢ supp(nu)

nu,e

das heifit supp(nu) C supp(n).

2. Zu p € X(Q) ist supp((1 — n)u) C supp(1 — 1) Nsupp(u) = ) und somit

(u, o) = (u,ne + (L = n)p) = (nu, ) + (1 = n)u, p) = (Nu, p)
0

3. Ist u € €' (Q) und ¢ € €(N) so folgt direkt

(u,<p>:<<p-u,1>:0
gl

Ist anderseits u € () und ¢ € D(Q), dann besitzt p kompakten Triiger, und es existiert ein n € C§°(12)

mit n supp(0) = 1, also np = ¢ bzw.

(u, ) = (u,mp) = (pu,m) =0
gl

Nach Lemma 2.3.8(3) (siehe Beweis) folgt die Behauptung auch fiir u € S'(R™), ¢ € S(R").
O

4.1.4 Korollar iiber die lokale Wirkung von Distributionen

Sei @ C R™ offen, X = ©(2) oder X = € () und ¢ € X eine Testfunktion. Dann héngt (u,¢) nur vom
Verhalten von ¢ in einer (beliebig kleinen) Umgebung von supp(u) ab. Mit anderen Worten, sind ¢, € X mit
@‘U = w’U fiir irgendeine offene U supp(u), so gilt (u, ) = (u, ).

Beweis: Seien <p|U = w’U fiir irgendeine offene U D supp(u), dann ist supp(¢ — ) Nsupp(u) = 0. Nach Satz
4.1.3 folgt dann (u, p — 1)) = 0.
U
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4.1.5 Beispiele von Distributionprodukten
Sei Q C R"™ offen.
1. Zu zg € Q und n € C*>*(9Q) ist

<77510390> = <§$oa77§0> = 77(960) QD(IO) - <77<x0)6960750> y P E QI(Q)
<5$0’“’>

das heifst
1 0y = 1(T0) * Oy
2. Betrachten P1 € ®'(R). Dann ist

<a?77%,<,0> = <77%,x<p> = lim / 2o () dx = /gp(z) dx = (u1, )

eN,0—o00 xT
lzl > R

4.1.6 Bemerkung zu allgemeineren Distributionenprodukten

Angesichts der obigen Produkt-Definition zwischen C*°-Funktionen und Distributionen, stellt sich die Frage ob
diese sich auch auf beliebige Distributionen verallgemeinern ldsst. Genauer formuliert: Existiert eine assoziative,
kommutative Verkniipfung ® : ®'(2) x ®'(Q) — ©'(Q) (bzw. fiir ¢’/(Q)) die den obigen Begriff verallgemeinert
(dhn-u=u,®u firneC>)?

Leider ist die Antwort darauf nein, denn sonst wiére:

0=0-P1 =080 Ps = (25) ® P%:(:ﬁ’%)@éo:ul@%:&)

1-0¢

8l

ein Widerspruch!

4.2 Differentiation von Distributionen

4.2.1 Vorbetrachtung

Sei © C R™ offen und f € C'(2), dazu die erzeugte Distribution uf in ®'(€2). Wegen 2 (%J € C(Q) ist auch
up, 5 € D'(2), und es gilt

8 au
<Uij’<p>:/axf;( G fé/f (ny -e;) dy — /f &m =—(ur,0;0) , @€ D(N)

Q

da supp(tp)CQ

(n, #ukere Einheitsnormale an y € 012). Analoge Uberlegungen gelten auch im Fall f € C}(Q), ¢ € €(R). Dies
gibt Anlass zu folgender Definition.

4.2.2 Definition: Ableitung von Distributionen

Sei 2 C R™ offen und X := %(Q) bzw. X := D(Q) bzw. X := S(R™). Dann definiert man zu beliebigem u € X’
und Multiindex a € N die verallgemeinerte Ableitung (Distributionsableitung) von u geméf

(D%u, ) = (-1)1*l(u,D%) , e X

Bemerkung: Ist ¢ € X, so ist auch (—1)‘D‘|Do‘<p € X. Die lineare Abbildung D%wu ist somit wohldefiniert.

Tatséchlich handelt es sich bei D*u sogar um eine Distribution in X’, denn aus ¢, "—3 ¢ folgt D*p, "= D%,
das heifst
(D%, ) = (=1)1*N(u, D) =% (=1)*! (u, D*¢) = (D"u, )
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4.2.3 Eigenschaften der Distributionsableitung
Sei  C R™ offen und X () := D(Q) bzw. X(Q) := € (). Dann gilt:
1. Jede Distribution ist beliebige oft differenzierbar.
2. D*: X'(2) — X'(Q) ist linear und erfiillt
DDPy =Dy | ue X'(Q), a,f € NJ

3. Zu f € C*(Q) (bzw. f € C5(Q)) und Multiindex o € N2, |a] < k ist

upefs = D%

in ©'(Q) (bzw. €'(Q)).
4. Leibnitz-Regel: Zu n € C*(2), Distribution v € X'(2) und Multiindex o € NJ gilt:
D) = Y (D)D)

Bty=a

5. Lokalitéat der Differentiation: Zu Distribution v € X’() und Multiindex « € N ist
supp(D®u) C supp(u)

6. Eine auf jeder kompakten Menge gleichméfiig konvergente Reihe lokal integrierbarer Funktionen
Zfl = F ; fl S Ll,loc(Q)
=1

erzeugt eine in ®'(2) beliebig oft differenzierbare und konvergente Reihe von Distributionen:

L
L—)
DQZUﬁ i D%up OéENg

schwach*
=1

Formal also:

oo oo
Z Dauﬁ = D¢ Z Uuf,
=1 =1

Beweis:

1. Klar, da Testfunktionen aus C*°.

2. Gilt, da entsprechende Regel fiir Testfunktionen gilt.
3. Siehe Vorbetrachtung 4.2.1 und verwende Teil (2).

4. Beweis durch vollstéandige Induktion iiber ||, und Verwendung von

i( ) _ Ip\ _ i( )_ﬁ
_/ Ou an B ou an
“N\oa’ ™) T \owi“?) = \"om T oas ™ ¥

x ¢ supp(u) = 3 BY(x) :V p € C(B3(2)) : (u,p) = 0

5. Es gilt:

= 3 Bj(x) : ¥ 9 € C(B3(2)) : (D%u,0) = (=1)/*u, Do ) =0
——
€C5° (B3 (2))

= z ¢ supp(D%u)
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6. Setzen

L
FL:=> fi
=1

Dann:

(D (ur, —ur), @)

= (ur, ~ur. D) TE | [(Fu(0) - @) D(a) do

< /I(FL(ﬂc) — F(x)) D%p()| dz < jg}p(\FL(w) — F()] -jglng“so(w)\ -Vol(K) =270
K

L — oo
—

0

4.2.4 Differentiationsbeispiele

(i) Zu endlicher Familie (z;);er C Rsei f: R — R in R\ {;};er differenzierbar, lokal integrierbar, dazu die
erzeugte Distribution uy € ®(R). Existieren die Grenzwerte

f(xﬂro)i:gi{%f(xﬂrﬁ) ; f(xi_o)::gi}%f(xi+5) , i€l
so gilt:
=gt Yl 0e o [y, = S+ 0) = fi = 0)

Beweis: O.b.d.A sei I = {0}. Zu ¢ € D(Q) ist

() ==y = = [ 1 /f dx*/f

= lim_f@)e@) — lim )y /f o) o~ Jim f@)p(n) + lim (o /f
~—_— —_—————
0 0
da supp(y) kompakt da supp(y) kompakt

=wmwum+/fuwmwmzwf+mm@m@

R
—_— ——

e

Bemerkung: Analoge Aussage gilt auch fiir den Fall uy € €(R) falls supp(f) kompakt ist, der Beweis ist
fast identisch.

(ii) Spezialfall: Die Heavisidesche Sprungfunktion

O(x) = {(1) ! i 8 (4.2.4.1)

(zg =0, [©], = 1) erzeugt eine regulire Distribution in ®'(£2), mit
u’@ = 50
(iii) Ladungsdichte fiir einen im Ursprung liegenden Dipol mit elektrischem Moment 1, der Dichte:

1 1
Pe ‘= )
3 9
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Machen nun den Ubergang zu einem Punktdipol, das heift betrachten li{% pe (in €' (R)):
€

M| =

(per ) = = (9(2) — 9(0)) =2/ (0) = (B0, ') = — (0, 0) > 9 EEC(R)

Der Punktdipol wird also beschrieben durch die Distribution ( Verteilung) —d;. Ferner ist
(=60, 1) = (0, 1) = (60,0) =0 (Gesamtladung)
(=00, ) = (dg,2") = (p,1) =1 (Dipolmoment)

(iv) Ladungsdichte fiir eine Punktdipolverteilung (stiickweise stetige Dipoldichte v, Orientierung entlang Fla-
chennormale n) auf einer glatten Flache S C R™: Analog zum Punktdipol gegeben durch

(- B )om o2 - [t

s
Dabei ist tatsichlich —-2 (vdg) € D' (R™).
(v) Die Reihe
i = ik
2T
k=—o0
erzeugt die Distributionsreihe
Z §2k7r
k=—o00
in () (vgl. Satz 4.2.3 (6)), den sogenannten Dirac-Kamm.
Beweis: Setzen die Funktion 1
f(x):zf—i, 0<z<2rm
2 2m

periodisch auf R fort, dann gilt analog zu (i):

o0
f =uys + Z Qkﬂ- Ookr = —U% + Z oy
k=—co Y 1 k=—o00
Entwickeln nun fy in die Fourierreihe

27
= , 1 : 0 k=
ikx _ —ikx _
E Cie , Ckf—zﬂ_/f(ac)e dx { i p 2

k=—00 0 2k

gleichméafBig
konvergent

Dann ist mit

oo ik
1 —ie k#0
f/(x) — § ikx , fk . { fﬁk
k#0 fL

entsprechend:

nach 4.2.3 (6)
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(vi) Sei G C R™ ein Gebiet® mit glattem Rand 0G, dazu f : R™ — R™ mit:
° f‘G € CH(Q) ist stetig auf G fortsetzbar,

o f

Sei definiert

qe € CH(G*) ist stetig auf G© fortsetzbar.

Dann gilt:
ou
87§ =ug, 1 + [flog - (na - €;) - doc

mit der &ufkeren Einheitsnormalen n, an der Stelle z € 9G.
Beweis: Analog zu (i) mit Satz von Gauf und

(WBocr @) = / w(z)p() ds
oG

4.2.5 Der Laplace-Integralkern

Betrachten den so genannten Integralkern des Laplace-Operators:

27) "t n ||=|| tn =2

Enla) = . |

_ . tn >
(n —2) Vol(OBY) |z||" 2 nz3

Beachte dass &, € L1 1oc(R") ist, denn

1
dx Kugelkoordinaten 7‘”_1
/ En(x) do ~ / ”an_Q ~ / /Tn%dr ds

llzll<e llzll<e a8y 0

so dass &, eine Distribution ug, € D' (R™) erzeugt.
Behauptung:

Aug, =& (4.2.5.1)

Beweis: Betrachten 0.B.d.A den Fall n > 3. Bekanntlich ist A&, (x) = 0 fiir z # 0. Definitionsgeméf ist fiir
v € OR"):

def. 1 1 . 1
Aug,,, = (ue,,Ap) = — / Ap(x) dr = —» lim / —Ayp(x) dz
< £ 90> < £ 90> (n — 2) VOl(aB?)R ||CUHn72 50( ) 0 Hl‘||n72 (P( )

" l|lzll=e

e

Green . 1 1 a(ﬂ 3 1
= xlim<¢ — / Al ——| p(r) dr+ / — ) — oz —| ds
s\o{ [Hx” ] @) 2200 PO [

[ =
0

[ s rag an= [ (o5l 752) as
G oG

5Ein Gebiet ist eine offene, nichtleere, zusammenhingende Teilmenge eines topologischen Raumes.

wobei die Greensche Formel
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fiir beschrianktes Gebiet G C R™ und 2x partiell differenzierbare f,g: G — R verwendet wurde (beachte dass
© beschrinkten Tréger besitzt). Wegen

1 dp 1 Dy Vol(0B})e"~1 dp N0
/ T Rl e I B T e e S e O
- [l |l el (e
<oo

ist
Bue,0) ==t [ ot | ds = en-Dlim [ gl
ug, ,p) = —3x lim x —— | ds = x(n — um x)ds
En> ¥ N0 v ol | [fa]™ > eNo0 en—1 4
lz||=¢ lz||=¢
Wegen
Y(x)
| o(@) —¢(0) |
plx) — ¢
Teo(llxll)

kann man fiir 9 > 0 klein genug und Konstante M > 0 abschitzen

ﬁ;? <M VO0<|z| <eo

(alternativ folgt die Behauptung aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Insbesondere:

= /wds

HlH—E

M
< lim / lz|| ds =0
eNo el

llzll=e

lim
e\0

—_————
e-Vol(dB})en—1

Eingesetzt ergibt

Bue, ) = -2l | [ e@ds+ [ i) ds

l|zll=¢ llzll=e

/ o(0) ds = p(0) = (60, )

llzll=e

= x(n —2) Eh{r(l) g

————
Vol(9B7})en~1p(0)

4.2.6 Integralkern der Wellengleichung

Betrachten den Integralkern (Fundamentallosung)

W(z,t) := i@(ct —|z|)

2c
der 1-dimensionalen Wellengleichung
0? 5 02
Z U=f
ot? 8932
| S —

O
Offensichtlich ist W lokal-integrierbar.
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V8

Abbildung 3: Zur Definition des Integralkerns der Wellen-
gleichung.

Als Funktion ist W nicht differenzierbar, als Distribution in ®'(R") jedoch schon. Dabei gilt:

Beweis: Fiir Testfunktion ¢ € () ist
1 o 0082 oo ct 82
def. _ 1 o~p . g p
<DW,50> = W, 0p) = 5 / / 2 (z,t) dt dz c// B (z,t) dz dt
—0o0 u 0 —ct
L [0 ey e [[00, 0%
= 2 [ oi (5 20) 5 (@ )] N 2/ g DD~ gg (et D) dt
o Sme——— 0

0 0

Interpretation: Die Fundamentallosung W (bzw. uyy) kann als verallgemeinerte Losung der Wellengleichung
mit Quelle §y interpretiert werden. Sie stellt gewissermaken die Welle dar, die durch einen pulsartigen Anstoff
im Ursprung x = 0 zur Zeit t = 0 erzeugt wird. Zu erkennen ist die niemals verschwindende Singularitdt der
Losung entlang der Wellenfront |x| = ct:

singsupp(W) = {(z,t) € R* : ct = ||}
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Im Gegensatz dazu, fiihrt eine dhnliche Punktquelle &g bei der Laplace-Gleichung AE,, = dg zu einer gldtteren
Lésung, im Sinne dass

singsupp(&,) = {0}
Die Quellen-Singularitédt wird sozusagen im Raum breitgeschmiert. Dies ist tatsichlich ein fundamentaler Un-
terschied zwischen parabolischen (e.g. Laplace-Gleichung) und hyperbolischen (e.g. Wellengleichung) Differen-
tialgleichungen!

4.3 Koordinatentransformationen von Distributionen
4.3.1 Vorbetrachtung

Sei f € L110c(R™) eine die Distribution uy € ®'(R") erzeugende, lokal integrierbare Funktion. Betrachten sei
die affine Abbildung
T:R"—>R" , Ta:=Az+b, Ac GL(n,R), beR"

dazu die Transformation

[ foT
Diese induziert entsprechend eine Transformation der Distribution:
T(R™)=R™ poT™1
(Tx) il eol N\ L comn

T(]R"

Allgemeiner seien SNI, Q C R™ offen, f € Ly 1oc(2) und 7 : QO — Qein C>-Diffeomorphismus® und

or—1
det( oy )

Dann ist f o 7 € Ly 10¢(€2) wieder lokal integrierbar” und u s, wird zu eine Distribution in ©'(€):

€C®(Q)

D)
o'\ T 5
det< By )‘-(LpOT )> , pEDNQ
edD)

(ugr,p) = <Uf7

Ganz analoge Uberlegungen gelten auch fiir f € Lj com(€2). Dies gibt Anlass zu folgender Definition.

4.3.2 Definition: Koordinatentransformation von Distributionen

Seien S~27 Q C R offen und 7 : Q — Q ein C*°-Diffeomorphismus mit

or—1
det
‘ ( dy )
Sei X (Q) = 9(Q) oder X(2) =€ () und u € X'(Q) eine Distribution. Dann definiert man:

(uor, )= <u, <agyl>’.(g@071)> , goeX(ﬁ)

€ (Q)

Bemerkungen:

(i) wo T ist tatsichlich eine Distribution. Linearitit ist klar. Ist anderseits ¢, "= ¢ in X () so gehen

Jaet (225 |- w0 = [0t (% 2) |- (oor)

in X(Q) (vgl. 2.3.6 Bemerkung (v)), das heifit (uo7,¢,) —= (uoT,p).

(ii) Ist uy regulér, erzeugt durch f € L1 10c(R2) bzw. f € L1 com(€2), S0 ist uy o 7 = uy, auch regulér, erzeugt
durch for € L1,1oc(Q) bzw. foT € L COm(Q)

6Ein Ck-Diffeomorphismus T : Q — Q ist eine Bijektion mit 7,71 € C¥.
"Beachte dass stetige Abbildungen kompakte Mengen auf kompakte Mengen abbilden.
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4.3.3 Satz: Distributionen mit einem Punktspektrum

Sei 2 C R™ offen, 29 € Q und u € ®'(Q) mit supp(u) = {zo}. Dann existieren N € N und ¢, € R mit

U= Z Co - 0%,

lal<N

Bemerkung: Nach Lemma 2.3.8(3) folgt der Satz auch fir u € €'(Q2), S'(R™).

Beweis: Sei (©;);en Ausschopfungsfolge von . Nach Fortsetzungssatz 3.3.1 kann w 0.B.d.A. als Element aus
¢’ (Q) betrachtet werden. Dann existieren k und ¢ mit

{w,9) < e [Wllg, . V¥ eC™(Q)

[1]. O.B.d.A sei 2p = 0 und £ > 0 hinreichend klein dass BS_(z() C Q. Nach Existenzlemma 2.4.4 existiert ein
h € C§°(BS.(x0)) mit h(z) =1 fiir ||z|| < e. Entsprechend gilt fiir

hj(z) == h (2/z)

dass hj(x) = 1 fiir ||z|| < 277¢. Schreibt man

pla)= 3 @) 0)" +r(z)

la|<N
fiir p € C§°(Q2) und N := k mit der Restgliedabschitzung
‘T($)| <c- ||;UHN+1 bzw. \377“(x)| <. ||x||N+1*M

(beachte dass supp(y) kompakt) so gilt zum einen

(@] = | Y Capd®hi@) - 0r@)| < D ICapl PPHi@)] - [97r(@)
a+B=7 const a+p=y < sup |9%h(x)|-291%! <C,,|6_2,j|N+1—|ﬁ|
llwll<2e =
dasupp(h)C BS, (0) fiir z€supp(h;)

< Z Copr 2010l ’5.2—j|N+1_|5‘

< C, .93l 9—i(N+1)
at+B=y et

const const

< .9ik  9—j(N+1)

|

und dementsprechend 4
[(u, hyr)| < e |lhy - rlig, , <k -277

Wegen h’ = 1 ist nach Satz 4.1.3 stets hu = h;u = u, das heifst

supp u’ hj ’supp u

[y hr)| = |(u, hyr)| < &, - 277 7250

Somit:
1 u, hx® o oo
(o) = (whg) = 3 L (0%0)(0) (whae) + fuhry = 3 LD gy ang, o)
ol —_——— —— al
la]<N constq 0 |Q‘SN—C/_’
0
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4.3.4 Bemerkung: Multiplikation von §-Distributionen

Gesucht sei eine Distributionenalgebra mit den Operationen
i. Differentiation

ii. Multiplikation

iii. Variablentransformation

die im Falle regulérerer Distributionen (klassische Funktionen) mit den iiblichen Rechenregeln {ibereinstimmen.
Dann kann z.B. §2 (§ € ©'(R)) nicht sinnvoll definiert werden.

Erliuterung: Unter der sinnvollen Forderung supp(62) = {0} erhilt man nach Satz 4.3.3 die Darstellung

N
5= add
=0

Sei A # 0, dann induziert A die Koordinatentransformation

N
1 1
(@0)e) = (8 (1) 1) = Do a1 (.0 (o1 0) )
1=0
N )\4
= c(—1 1z 1 —— 8 ) ,
also
% (M) ch |/\| (4.3.4.1)
Anderseits ist .
do(Ax) Wéo(x)
bzw.
% (Az) = e | % () = 13 chal (4.3.4.2)

Vergleich® mit (4.3.4.1) liefert
)\—l
Cl——
R

Insbesondere ¢; = 0 V [, was keinen Sinn ergibt!

=g\? VI=0,.,N

4.4 Faltung von Funktionen
4.4.1 Definition: Faltung von Funktionen
Zu Funktionen f,g: R™ — C definiert man die Faltung f g : R"™ — C

(fxg)(x /f y)dy , xe€R"

insofern das Integral fiir fast alle x existiert und endlich ist.

8Bs konnen immer Testfunktionen ¢, .., on € @(R) gefunden werden mit @Ei) |O # 0 und ng) |0 =0 fiir ¢ < j. Diese eingesetzt
reduzieren den Vergleich der Summe auf einen Koeflizientenvergleich.
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Bemerkungen:
(i) Fiir f,g € L1(R™) existiert f * g und es gilt sogar f x g € L1(R").
(i) Allgemeiner: Nach Young gilt die Ungleichung®

19l <Iflw, - llgllz,

flir
1 1 1
1§p5q7T§OO ) -+ -=1+-
p q r

Soist z.B. fiir f € L1,9 € L
(fxg) € Lo

(iii) Insbesondere existiert f g fiir f,g € S(R™) bzw. f,g € D(R").
(iv) Anderseits ist fiir beide f, g eine Wachstumsbeschrinkung notwendig. So existiert z.B. fiir
f(x) = e_”l'”Z , g(x) = 6”12”

die Faltung f * g nicht.

4.4.2 Lemma: Eigenschaften der Faltung
Es seien @, 9, x € S(R™). Dann gilt:

() = (W xp)

—_

2. (pxY)xx = (Yxp)
3. D¥(px1p) = (DYp) % 1) = @ x (D))
4. (p*¢) € S(R)

Beweis: Aussagen (1), (2) & (3) sind klar. Fiir Aussage (4) sei notiert die allgemeine Ungleichung fiir Normen:
U+ 2y < 1+ Uz =yl + Iy < [1+2 (e = ol + 1) < 2[1+ = ol®] - [+ D0 @4.2.0)

Nach Definition (2.3.2.1) von S(R"™) ist zu zeigen dass

I+ lly,; = sup (1 +ll=)*) ZIDasOW z)| <oo V k,j €Ny
loe|<k

97Zu Mafraum (Q, &, 1) und Banachraum (X, |-||) heifit eine messbare Abbildung f : w — X wesentlich beschrinkt, wenn es
eine Zahl R > 0 gibt so dass

n@eQ: @I >R’ =0
ist, das heiRt es existiert ein beschrinkter Reprisentant in der Aquivalenzklasse von f. Dabei heift R wesentliche Schranke von f
und

Ifll_ :=esssup| f|| =inf {M > 0: M wesentliche Schranke} = inf_ sup | f(z)l|
> 1<Ve) zeQ/N
r(N)=0

wesentliches Supremum von f. Die Menge aller wesentlich beschrankten Funktionen f : Q — X bezeichnet man mit Lo (92, X).

45



4.5 Fouriertransformation von Funktionen 4 RECHNEN MIT DISTRIBUTIONEN

Seien nun j € Ny und a € Njj beliebig, dann kénnen wir abschétzen

(1+||m|\2)%|D$‘(<p*w)(x)l S/(1+Hxllg)%lDisO(x—y)l-liﬁ(y)l dy
(D) R™

(4.4.2.1) j J i nt1 4l
< /2§ (14 lz—yl?)? DSz — )| - (L 4+ lyI*) 21+ yl®) 2 @)l (1 +lylI*)” % dy
R7Z

S'l@“\a\)j S\W\lo,j_,_n_,_l

i 9\ — il
5;22kummjn¢wog+n+ljf(l—%uyn )y
R’Vl

C,<oo

das heifst

[ ¢||k,j <C-lp kg’ ||¢||o,j+n+1 <oo Vk,jeNy

O

4.5 Fouriertransformation von Funktionen
4.5.1 Definition: Fouriertransformierte

Sei ¢ € L1 (R™). Dann heiftt

Fouriertransformierte von .

Bemerkung: Die Definition ist sinnvoll, denn das Integral existiert immer und ist endlich:

1 ; 1
[ geint _
ot [ 1) do = o [let)] de <o
R™ Rn
————
ez,
Insbesondere kann man abschétzen
1) e < const- [l (45.1.1)

~ 2
Beispiel: Sei f die Fouriertransformierte von f(x) = e~z auf R, das heift

Dann ist
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Anderseits besitzt fden Anfangswert

————
ors
und somit die eindeutige Losung
= &2
f§)=e>
Allgemeiner: Nach Fubini erhédlt man aus dem 1-dimensionalen Fall
S _lgy? n
f[e ? }(€)=e >, §€R (4.5.1.2)
in R™.
4.5.2 Beispiel: Das Abtasttheorem
Die Fouriertransformierte von 1;_y ) ergibt sich geméf
N sin
2., sin(lVe) 2E#£0 formal |2 sin(N§)

~ 1 . b
Ly n(§) = —= e dy = :

_ 4521
’ Vo ) Ny/2 E=0 L o2

Daraus ergibt sich folgender Zusammenhang mit dem Abtasttheorem: Sei f stiickweise stetig und bandbegrenzt,

das heifit f(§) = 0 fir [£] > «. Dann gilt:

o0

o= 30 (0) e

k=—o0

Beweis: Zum Beweis wird eine Variante der Fouriertransformation fiir Funktionen mit kompaktem Tréger
verwendet. Er lasst sich etwa wie folgt skizzieren:

f(f) = X[—a,a]f(g)

|
= X[~a,q] (5) k;m % /

[,

e & dy e'F=
]

42.4(0) ~— km\ V27 I
4 Y 1) e
k=—o00

S fw= Y f(’”)m1 (€ d

4.5.3 Rechenregeln der Fouriertransformation
Fiir ¢ € S(R") gilt:

1. 9°F(o)(€) = F (z — (—iz)®p(x)) (€) fiir Multiindex o € NI
2. (i) Fp)(©) = F(0°)(©) fir a € NG,

3. Fla— e(a))(©) = N Flo) (§) fiir A e R\ {0},

4. F(z 0 oz +y)) () = eV F(p)(€) fiir y € R™.
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Beweis:

1.

9" F(p)(€) = (2m) % - ¢ / e p(x) dr = (2m) / (miz)e " (x) du = F (x v (~iz)*p(x)) ()

2.
(O F(o)e) = 28 [(ie) e olw) do = (2m)F [ i0m () o) de
R R
2 (2m) ) [ e (s do = FE°)(E)
Rn
3.
Fle) © = (2m)7F [ e iwp0na) da "2 N m) F [ e i) dy
R™ Rn

Fe)(5)

4.

eV F(#)(8)

4.5.4 Satz iliber die Fouriertransformation
1. Die Fouriertransformation ist eine lineare & stetige Abbildung F : S(R™) — S(R").
2. Die Fouriertransformation F : S(R™) — S(R™) ist bijektiv mit Umkehrabbildung
F@) @) = (n)F [ e 0(0) de = F(5) (-2)
R
Beweis:

1. Linearitat ist klar.

Zeigen nun F(p) € S(R™) fir ¢ € S(R™). Glattheit von F(p) ist klar. Nach den Rechenregeln 4.5.3 geniigt
es nun zu zeigen || F(p)|| ., < oo, denn dann wére

003 ()| “EV (=)t FI02 (+70))(6)] < | Flg (+79))|, <0 s e BEN
——
eS(R™)
und nach 2.3.2 (v) F(¢) € S(R™). Tatséchlich ist

[F)©)] < (2m)"% / ‘e—mg‘ lp(2)] dz = (2m)"2 - |¢l, (2'124'1) o *

Rn 1

Zu zeigen: Stetigkeit von F. Fir ¢ € S(R™) und «, 5 € N gilt
(®)
le03(e)],, “EV | (-a)leHE [0 (a%6)] ()| < comst- 0* (2°9)],
Sind ¢, =3 ¢ in S(R™), so gehen nach (2.3.4.1) 0% (2 (¢, — go))Hl %0 also

V—00

ol

bzw. &, =3 .
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2. Zur Bijektivitdt von F geniigt es zu zeigen dass gilt
pla) = (2m) [ e 5(6) de
Rn
denn dann folgt automatisch:
e Surjektivitit F(S(R™)) = S(R™), denn zu 1 € S(R") wiihle ¢(z) := ¢(—z), dann:
vla) = (2n)F [ 0(0) de = (2m)7 [ 3-8 dt = F(e)(o)
——
R R o(x)
o Injektivitét, denn kernel(F) = {0}.

Bemerke, dass das Integral
[ et ay ae
R2n
im allgemeinen nicht existiert!

Voriiberlegung: Fiir ¢, € S(R") gilt stets

~— \/
R" €S(R™) €S(R™
denn
JECIGES / (om)% / )0y dg MU [(am) [y de ay
R Rn Rn

=/w<y>-i<y—x> dy

Setzt man nun fiir irgendein € > 0:

dann ist nach (4.5.4.1):

2 2 _ 9
/5(5)6“’5 exp [—6”25] d§:e‘"/s0(y) exp [_”32253”] dy

Rn

Dabei gehen

~ 117 | sve N0 <
PE) exp | —— 2 (I
punktweise
=112 ll=)
o(r —ez)e” 2 0 x)e 2
punktweise
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und die Majoranten

2 2
13(6)] > |B(€) exp [_f'lj”} it

=012 =12

el e™ 27 = |pla —ez)e™ 2

sind beide integrierbar. Nach Lebesgue (Satz der majorisierten Konvergenz) geht dann (&) mit £ N\, 0 {iber
in die Form

4.5.5 Satz: Isometrie der Fouriertransformation (Plancherell)

Die Fouriertransformation F : Ly(R™) — Lo(R™) ist eine Isometrie.

Beweis: Fiir ¢,¢ € S(R") gilt stets

F) (O = @02 [ oo di| = F@)(-9)

R

Auflerdem ist

/ FEP(©)e™E = / oW)Ply - z) dy (#)

R R"
(vgl. (4.5.4.1)) und speziell fiir z = 0:

[Fene- i a® [o)-FEwle) d= [ew: [ FI] d= e,
in \—v_./ \_v_./

R FHF)I(-y) R P

(F(0)F W),

das heifst F : S(R™) — S(R") ist eine Isometrie bzgl. der Lo-Norm, also auch stetig bzgl. dieser! Nach 2.3.4
ist S(R™) dicht im Hilbertraum L. Nach Fortsetzungssatz A.0.10 kann F auf Lo (R™) stetig, unitér, eindeutig
fortgesetzt werden.

O

Bemerkung: Klassisch ist die Fouriertransformierte von Lo-Funktionen nicht definiert. F : Lo (R™) — Lo(R™)
ist lediglich eine stetige Fortsetzung von S(R™) auf Ly. Im Falle f € S(R™) N Ly(R™), ist diese jedoch konsistent
mit der klassischen Definition von F(f). 1°

4.5.6 Faltungssatz
Fiir p, 9 € S(R™) gilt

Flox) = (2m)% - F(p) - F(¢)

Flo)x F(y) = (2m)% - Fp - ¥)

ORir (f,) € S(R™), f € S(R™) N La(R™) mit fr, "=>° f gehen auch F(fn) "=  F(f) .
Lo Lo ——

klassische

Definition
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Beweis:
(2m) EO)P(E) = (2m) / e (y) dy [ e Ep(x) de TE (2m) B / e (y) / e iCVEY(; —y) dz dy
R R R Rn
Fubin ()~ / e / Pz — y)dy dz = Flp = 0)(€)
R» R~
O

4.6 Fouriertransformation fiir Distributionen
4.6.1 Definition: Fouriertransformation

Zu Distribution u € S’(R™) definiert man die Fouriertransformierte F(u) geméaf:

(F(u),¢) == (u, Fp)) , ¢€SR")

Bemerkungen:

(i) F(u): S(R™) — C ist tatsichlich eine Distribution in S’(R™).
Beweis: Linearitét ist klar, Stetigkeit folgt aus Stetigkeit von F : S(R™) — S(R™).

(ii) Die Fouriertransformation F : S'(R") — S’'(R"™) ist linear, stetig (bzgl. der schwachen Konvergenz von
Distributionen).
Beweis: Klar!

4.6.2 Satz: Bijektivitdt der Fouriertransformation

Die Fouriertransformation F : S’(R™) — S’(R™) ist bijektiv, mit Umkehrabbildung

vis FHv) , (FHw),0) = (0, FH(p)) , ¢ €SRY
Beweis: Injektivitdt: Fiir u,v € S’ (R™) gilt:

Flu)=F() & (Fu),p) = (Fv),9) VSR
——
(u,F(¢)) (v, F(¥))
F:S(R™)—S(R™)
surjektiv n
== (u,9) = (v,9) V€ SR
= U=

Surjektivitdt: Zu v € S’(R™) betrachten die Distribution

(u,0) := (v, F () , v SR
Dann gilt
(Flu),p) = (u,F(p)) =(v,9) , ¢€SR")
N——
(0. F1(F(9)))

das heifit F(u) = v.
O
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4.6.3 Satz: Konsistenz der Fouriertransformation fiir regulire Distributionen

Die Fouriertransformation F : S'(R") — S’(R") ist eine natiirliche Erweiterung: Fiir f € Li(R") bzw. f €
L2 (Rn) ist

uz(p) = Fluf)
Beachte dass tatsichlich uy, uz(s) € S’(R") sind (vgl. Bemerkung 3.1.8 und Abschétzung (4.5.1.1)).

Beweis: Sei zunichst f € Ly (R™). Fiir ¢ € S(R") ist

(Flug), o) & (uy, F0) = / f(@)3(x) dr = (2n)" / f(@) / e (E) de da
R R

Rn

Fubini

g€l / FO@(€) de = (up (), )
J

n—oo n—oo

Sei nun f € Ly, dann existieren (f,,) € S(R™) mit f, . f bzw. F(fn) - F(f). Nach (3.1.8.1) also

n—oo

UF(f) L UE(D)

Aus dem gleichen Grund gehen auch uy, jm ¢ das heifst nach Bemerkung 4.6.1(ii):

schwach*
Flug,) = Flug)
schwach*

Da F(uy,) fnEl uF(s,) ist wegen der Eindeutigkeit des schwachen Grenzwertes

ugp(p) = Fluy)

4.6.4 Rechenregeln fiir Fouriertransformation von Distributionen
Fiir Distribution u € S’(R") gilt

1. 0°F(u) = F ((—iz)*u) fir Multiindex o € Nj.

2. (ix)*F(u) = F (0%p).

Beweis: Analog zu 4.5.3.

4.6.5 Beispiel: Fouriertransformation der j-Distribution

Betrachtet sei die Dirac-Distribution dg € S’(R™). Dann ist

(Fo0).0) " (30, 7)) = 3(0) = (2m)# [ 0p(a) do = [ (2m) Fola) do = (uyy.0)

R™ R™

das heifst

Beachte: Als Fouriertransformierte von dg € S'(R™) ist o € S'(R™) € ©'(R™). Doch obwohl &, € €' (R™), ist
8o ¢ €' (R™).
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Interpretation: Mit F~! (u(%)_%) = §o erhélt man formal F~! ((2m)~2) = . Hinsichtlich dieses Zusam-

menhangs, wird oft geschrieben

formale
(2m)~ % //ei(”_y)E (y) dy d¢ Umrechnung /(p(m —z)(2m)" % /6”5(2%)_% d¢ dz ‘ zi=x—y

R” Rn R Rn

Fi(em )@

formale
— [elo-Dpcads B Gopla - N =pla-0) = pl@) | (vl 432)
R7L
Spezialfall: Hatten gesehen dass
~ 2 sin(N
Ly N () = — (5 3 , NeN

(vgl. (4.5.2.1)) wobei UT,_ o € S’(R) ist. Nach Beispiel 3.2.1(2) gehen einerseits

N /*
UT[ _MX) 50

N,N] bchwach*

Anderseits: Wegen

N—o00 . L
Ul[_N N SC};agh* (5% (ln S/(Rh))

(vgl. Lemma 3.1.10) geht aufgrund der Stetigkeit von F : §'(R™) — S’(R™) auch

‘F(ul[fzv,zv]) —  F(w)
—_—

schwach*

Aufgrund der Eindeutigkeit des schwachen Grenzwertes also
f(\/ 2T - 60) = f(lh)

was genau dem Ergebnis (4.6.5.1) entspricht!

4.6.6 Lemma iiber Distributionen mit Punkttriger
Sei u € §'(R™) mit supp(u) = {0}. Dann ist @ eine reguldre Distribution, erzeugt durch ein Polynom endlicher

Ordnung.

Beweis: Nach Satz 4.3.3 existiert ein N € N und Konstanten a, € C mit

u = Z aq - 0%

la|<N
Daher kann man fiir ¢ € S(R™) schreiben:

({@0) < w,3) “E ST a0 (060,8) L Y aa(-1)" (50,0°F)

|| <N la|<N

(453) Z | | (50, F ((—iz)¥p())) = Z aoF ((iz)*¢(x)) (0)

la|<N lal<N

= Y an20)t [ore@) do= (o) Y aulin)® <pla) do = (ur. )

‘()/|§N Rn R |O“SN

=:P(x)

53



4.6 Fouriertransformation fiir Distributionen 4 RECHNEN MIT DISTRIBUTIONEN

4.6.7 Laplace-Transformation von Funktionen
Zu ¢ € S(R™) definiert man die Laplace- Transformierte L(p) : C* — C gemé&f

L(p)(z) = (2m)" 2 /eii“@(as) dr , zeC"

R”

4.6.8 Definition: Laplace-Transformation von Distributionen

Zu Distribution u € ¢’ (R™) definiert man die Laplace-Transformierte L(u) : C* — C geméf

L(u)(2) = (2m) % (u, exp [iz()])

4.6.9 Satz von Paley-Wiener

Sei f: C™ — C. Dann existiert ein ¢ € C§°(R™) (mit supp(yp) C Br(0)) so dass f = L(p) genau dann wenn f
ganz-analytisch ist und zu jedem N € Ny ein C'y € R existiert mit

2

2

HISEN v, e

) < On (1+11207)

Beweis: Richtung "=". Ahnlich zur Fourier-Transformation (4.5.3), ldsst sich leicht zeigen:

(iz)*L(p)(z) = L(9%) () , » € SR")
Somit

supp(¢)CBRr(0)

2o L@ )T (2m)R / %] | (0°) (z)| da

Br(0)

< (2m)7F sup [9%p(z)] - / |exp [—iR(2)z]| - |exp [S(2)z]| d

laii<r 1

<Cor-explISGE)-R V]o/<N, zeC"

= (1+12°) 7 1£(0)(2)] < Cr -exp [ISE) - B ¥ zeC”
~——

const

Ganz-Analyzitéit folgt aus
9°L(p) = L (z — (—iz)"p(x))
existiert stets

da supp(¢p)
kompakt

Richtung ”<=". Sei nun f ganz-analytisch mit der Abschétzung

&

@< O (L1I7) 7 e™Ol vz, NeNy ()

const
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Dann erfiillt
oo)i=m)t [ewepas , wern
B
zunédchst die Bedingung L = f. Tatséchlich ist sogar ¢ € C*°, denn

2 p(x) = (2m)~% / €78 (i6) 1 (€) de

R

eR
wegen (&)

Zu zeigen bleibt: supp(¢) C Bgr(0). Dazu sei 0.B.d.A. n = 1. Zu n,r > 0 sei betrachtet der Weg v1 B v2 B3 D4
(siehe Abbildung 4).

V3

V4 72

Abbildung 4: Zum Beweis des Satzes von Paley-Wiener.
Nach Cauchy ist das Integral iiber den gesamten geschlosse-
nen Weg gleich 0.

Dann gilt fiir 72 (und analog auch ~3) die Abschitzung

[eroa< [

V2

n
) ] (&)
em(r+1t)if(r+l-t)‘ dt < /et(R—x)CN (1+ |’r‘2) dt
0

v[Z

et | f(rtit)]

—N r—oo

< Cnparlr — 0

Dabher folgt nach Cauchyschem Integralsatz:

p(x) =(2m) "% /ei’”ff(f) d¢ = (2m)" 2 /f(g + in)eiwE+im ge

R R

) N F | el —onR s
= \go(x)|§CN/<l+\§+m|> e emmellnlae < Cy efM= | N eNg, >0, z€R
~—— ~~

R 1 const
Wiéhlen nun 7 := « - z fiir irgendein a > 0, dann

-~ 2 a—oo
o(z)] < CNeRa\:t|—a\m| '~
o ()] o)

das heifit supp(y) C Br(0).
O

Folgerung: Die Laplace-Transformierte einer C*°-Funktion ¢ mit kompakten Triger kann nur im Trivialfall

¢ = 0 einen kompakten Triiger besitzen'!.

11Sind f, g analytisch auf dem Gebiet Q C C™ und f(zn) = g(2zn) fiir eine Folge (z) C Q, 2zn "Z e, zn#z,s0sind f=g
auf ganz Q.
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4.6.10 Satz von Paley-Wiener-Schwartz

Sei f : C" — C. Dann existiert ein v € €’(R™) (mit supp(u) C Bgr(0)) so dass f(z) = L(u)(z) genau dann wenn

f ganz-analytisch ist und
N
>

FIS@N v, e

el (1+107)
fiir geeignete N € N, C' € R. (Ohne Beweis)
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5 Verallgemeinerte Differentialgleichungen

5.0.11 Definition: Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten

Zu Konstanten a, € C, a € Nj heifst der Operator

P):= > an-0" (5.0.11.1)

la|<N

Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten.

Bemerkung: Formal kann P € C"[X] als Polynom N-ten Grades auf C™ mit dem Differentialoperator 0 als
Argument aufgefasst werden.

5.0.12 Verallgemeinerte Differentialgleichungen

Gegeben sei die Distribution p € S’(R™) und der Differentialoperator

P):= > an-0"

la|<N
Gesucht ist nun eine Distribution u € S’(R™) die die Differentialgleichung
PO)u=p

erfiillt. Aquivalent dazu ist

F (P(9)u) = F(p)

Dabei existiert nach Rechenregeln 4.6.4 ein, nur von P abhéngiges, Polynom Sp € C"[X] mit F(P(d)u) =
SpF(u), das heifst die Differentialgleichung nimmt die Form

Sp - F(u) = F(p)

an. Man nennt das fiir den Differentialoperator charakteristische Polynom Sp Symbol von P(0). Formal erhélt
man also die Lésung durch

Sp
(falls Sinnvoll).

Beispiel: Der Laplace-Operator
n
A= Z aﬁj I
j=1

besitzt das Symbol ,
Sa(§) = -l

Tabelle (1) zeigt weitere Symbole wichtiger Differentialoperatoren.

Operator  Symbol

A=A S =1+l
Oh—A  S(r8) =it + ]
Z-A  S(rE) =7+

Tabelle 1: Symbole wichtiger Differentialoperatoren.
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5.0.13 Eigenschaften verallgemeinerter Differentialgleichungen

Sei P[0] ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten und Symbol Sp.

1. Ist |Sp| > C > 0 fiir irgendeine Konstante C' € R so besitzt die Differentialgleichung P(9)u S u, fiir jedes
p € Ly eine eindeutig bestimmte Losung in Lo.'?

2. Ist sogar

m

Se(@) = C- (1+]¢l*) " >0 veeC

fiir irgendwelche Konstanten C' > 0, m € N, so ist die Losung sogar aus WJ*(R").

Beweis:

1. Nach Voraussetzung ist die Differentialgleichung P(9)u < u, dquivalent zu

qu@%

1
u=F [ Sp

_1 | UF(p) _
& [ 5o ] = 77" [uryse]

Dabei ist %}f) € Ly, denn

F(0)(©) )

d d
Ll €5 g [ 1F0NOF de< o0

R™ R™ ELo
das heifst © = u ¥ ist fur
—1 f(l))
=7 [sp]
€Lo

eine Losung.

Eindeutigkeit: Es geniigt zu zeigen: Aus P(9)v 20 folgt v = 0. Tatséchlich folgt aus
SP . .7:(1)) = 0
dass F(v) = 0 ist (vgl. 4.1.2 Bemerkung (iii)), also v = 0.

2. Nach Voraussetzung gilt sogar

%}f) € L2,(1+\1|2)’" (R™)
CL(R™)
Dabei gilt stets:
F L2,(1+\z\2)’" (R") — W3"(R™)
(ohne Beweis).

O

Beispiel: Betrachtet sei die verallgemeinerte DGL
AEL5, , §eS'(RY)

Diese ist aquivalent zu
Sa(z)
~ Jlall® -F(E) = F(5) “EV

(2m)” 3

Machen den Ansatz F(E) = uzg) mit £ € Ly 1o und erhalten formal:

e=rH{~[ent ]}

12Dje Aussage ist wie folgt zu interpretieren: Ist p € L2, so wird die verallgemeinerte DGL P(9)u < up geldst durch u := uy fiir
irgendein f € Lo.
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Wir berechnen:

E(x) = (2m)~

= (2m)"

— (2m)"

_ -2
T 4q2

ixg (573
%(277)—%(_1)/ € d¢ =—(2r)" lim / £ de
gl fimoo €
R3 llE<r
R m 27 9
3 Jim / / / ei”m”f’mﬁ%smﬂ de dv dp ’ Kugelkoordinaten mit z als £.-Achse
0 0 0 P
R 1
QRlim //ei“””“ptdt dp ’ t := cos?
0 —1
R R
2 Jim /L [einxnp _efiHa:Hp:| dp =~ tim L/ sinllzll o)
e | Tallp 2 AT p
0 27 sin 9 0—,_/
3
m
2|z

(vgl. umgekehrtes Ergebnis in (4.2.5.1)). Bemerke dass nach 3.1.9 tatsiichlich ug € S’(R?) ist.
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6 Faltung und Tensorprodukt

6.1 Faltung zwischen Distributionen & Funktionen
6.1.1 Definition: Faltung von Distributionen

Sei X :=D(R") bzw. X := S(R"). Zu u € X', ¢ € X definiert man die Faltung
(us @) (x) := (u, p(z —))

Beachte: Wegen ¢(x — -) € X ist die Definition tatséichlich sinnvoll.

Eigenschaften:
(i) Es gilt (u* ¢) € C*. Dabei ist fiir Multiindex o € N§:
O%(ux ) = (0%u) x o = ux (0%p)

(il) Zu ¢ € X gilt stets (dp * ) = .
(ii) Es gilt
supp(u * ) C supp(u) + supp(yp)

6.1.2 Faltung und Differentialgleichungen

Betrachtet sei die DGL '
PO)f=p , peSR"), PeC"[X]

wobei gegeben sei die sogenannte Fundamentallésung K € S'(R™) der verallgemeinerten DGL:
PO)K =4
Dann ist f := K * p eine Losung der DGL, denn

P(9)f = P)(K * p) = (PO)K)) #p = p
)

6.2 Faltung von Distributionen untereinander
6.2.1 Vorbetrachtung

Gegeben seien die Funktionen f, g € L 1oc(R™) so dass auch die Faltung fx*g lokal integrierbar ist. Zu ¢ € ®(R"™)

gilt dann
<uf*g,</>>:/(f dw*// y)dy o(x) dr

R" R7
= //g(y)f(x —y)o(x) dx dy ‘ Annahme: Fubini anwendbar
Rn R'Vl
z_xy// oy +2) dzdy—//f (y) p(x+y) do dy
A,_/

(f®9)(z,y)

Ersichtlich wird: Die allgemeinere Faltung zwischen Distributionen erfordert ein direkten Produktes
®: 9'(R") x O (R") — D' (R*")

Ein weiteres Problem ist die Tatsache dass supp ((x,y) — ¢(z +y)) in R?>" im allgemeinen nicht kompakt ist!
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6.2.2 Definition: Direktes Produkt zwischen Funktionen
Zu f:R" — C, g:R™ — C ist das direkte Produkt f ® g : R®™™ — C definiert durch

(fo9)(z,y):=f(z)-gly) , z€R", yeR™
Bemerkungen:
(i) Sind f,g € C*, so ist auch f® g € C*.

(ii) Es ist supp(f ® g) € supp(f) x supp(g)-

(iii) Die Menge aller endlichen Linearkombinationen
N
{ Z ©; @Y € DR™), ¢; € DR™), N € NO} C OR™™)

=1

liegt dicht in D(R™+™) [2]

6.2.3 Bemerkung zur teilweise Wirkung von Distributionen

Betrachtet seien die Distribution v, € ®'(R™) und die Funktion p € D(R"™™), p: (z,y) — p(z,y). Definieren
dazu die Funktion ¢ : R™ — C durch

o(x) = (vy, p(z,-)) , = €R"
Dann kann gezeigt werden[2]:
1. Es gilt stets ¢ € D(R™) mit
O%p(x) = (vy, 07p(x,-)) , ae€Ng, zeR”
2. Mit Iz~ als den Projektor auf R", g (z,y) := z, gilt

supp(p) C Ilgn (supp(p))

3. Gehen py e p, dann gehen auch ¢y hoop ¢, das heit die Vorschrift (v, ) : D(R™ ™) — D(R™) ist
Dntm) D(rn)

stetig.

6.2.4 Definition: Direktes Produkt zweier Distributionen

Seien u € ®'(R™) und v € ®'(R™) zwei Distributionen. Dann existiert genau eine Distribution u®@v € ®'(R"*™)
(Definition!) mit

(u@v,e@¢) = (u, @) (v,;¢) VeeDR"), ¢ ecDR™)
bzw.

(w®v,p) = {u, (v, p(z,))) = (v, (u, p(y))) ¥ p € DER™™)

Man nennt u ® v direktes Produkt zwischen v und wv.

Bemerke:
(i) Eindeutigkeit folgt aus Bemerkung 6.2.2(iii).
(i) Das direkte Produkt ® : ®'(R") x ®'(R™) — ' (R"™™) ist assoziativ.
(iii) Ableitungen 9% und 6‘5 wirken jeweils separat auf die entsprechenden Komponenten, z.B.
S (u®v) = (0%)®v

Ahnliches gilt auch bei Multiplikation mit C*°*-Funktionen und Koordinatentransformationen.

61



6.2 Faltung von Distributionen untereinander 6 FALTUNG UND TENSORPRODUKT

Beispiele:
(a) Zu u € ©'(R") und die von 1 erzeugte Distribution v; € ' (R™) gilt:
W vnph = (unlon o) = (. [ oo dy) o peDERM)
R77L
Ist ferner u = uy erzeugt durch f € Ly 1oc(R™) so ist
(uf ®v1, p) / f@)p(z,y) dy dx
Rn+m
(b) Sei u € D'(R") und §p € D'(R™) die Dirac-Distribution. Dann:
<u Y 50ap> = <u7 <50,,0(l‘, )>> = (u,p(x, O)> » PE @(Rn+m)

Ist ferner u = uy erzeugt durch f € L1 1oc(R™) so ldsst sich schreiben:

(s ® b, p) /f

Betrachtet man S := R™ C R"*™ als Hyperfliche in R"*" mit f : S — C, so ist
ur ® oy = s
(vgl. 3.1.12(1)).

(c¢) Direkte Produkte von Distributionen spielen eine wichtige Rolle in der Formulierung von Anfangswertproble-
men bei verallgemeinerten Differentialgleichungen. Als Beispiel sei betrachtet die klassische Wellengleichung

2 2
%—az%:f(x,t) , t>0, z€R

als Anfangswertproblem
ou
U(z,0) = Uy(x) E(Z’,O) = Uy (z)
In der Sprache der Distributionen erhélt diese folgende Form:

92U 02U
S GQW =F+ U ®6—0Uo ® b

bei gegebener Distribution F' mit supp(F) C R x [0, 00). Gesucht ist dabei Distribution U mit supp(U) C
R x [0, 00).

6.2.5 Lemma iiber den Triger von direkten Produkten

Seien u,v € ®'(R") und ¢ € D(R™). Dann gilt:

supp [((z,y) = w(z +y)) - (u®@v)] C {(x,y) : = € supp(u), y € supp(v), = +y € supp(p)}

6.2.6 Hilfsdefinition zur Faltung
Sei n € C§°(R?"), so dass 77|Bl(0) =1 und n(z,y) = n(y,x), dazu
x
(@) =n(72) . ayeR’ keN

Dann ist insbesondere nk‘Bk(o) =1.
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6.2.7 Definition: Faltung zweier Distributionen
Seien u,v € D' (R™) so dass fiir jedes p € D(R™) die Menge
Qp :={(z,y) : @ € supp(u), y € supp(v), = +y € supp(p)} (%)

beschrankt ist (Faltbarkeitsbedingung). Dann existiert der Grenzwert

(), ¢) = lim (w@ v, (2,9) = m(@,y) - 9@ +)) )

k—oo

eD(r2n)

fiir alle € D(R") und gehort zu D' (R™). Die so definierte Distribution u * v heift Faltung von u und v.

Bemerkungen:
(i) Im Allgemeinen ist o1 == ((z,y) — p(z +y)) ¢ D(R™).

(ii) Da Q, beschriinkt ist, besitzt ¢ - (u®@v) € ®'(R") einen kompakten Tréiger, kann also fortgesetzt werden
auf ganz € (R™). Daher ist im Prinzip

(uxv,0) = (¢4 - (u©0), 1) (®)

Alternativ: Aufgrund der Beschranktheit von €2, existiert stets ein £y € N so dass le‘g =1 Vk>k.
@

Dabher ist
4.1.4

( )
<’LL*’U,<)0> = <U®IU’771€0 g0+>
N—_— ———
(o4 (u@v), Mg )

was genau Darstellung (#) entspricht.
(iii) Bedingung (&) gilt z.B. in den Féllen:

e ued(R"), veE(R") bzw. u € €' (R"), v e D(R")
e u,v € D'(R") mit supp(u),supp(v) C {z: 2/ >0, j=1,.,n}

y

{z,y >0}

N
A
Q‘P N

supp ((2,y) — ¢(z +y))
supp(y)

Abbildung 5: Hinreichende Bedingung zur Existenz der
Faltung fiir u,v € ®'(R): Beide Triger liegen in der positiven
Halbachse.

6.2.8 Eigenschaften der Faltung

Seien u,v € ®'(R™) mit der Faltbarkeitsbedingung in 6.2.7 erfiillt. Dann gilt:
1. uxv=vx*xu

2. 0%(uxv) = (0%u) * v = u* (0%v) fiir Multiindex o € Nj}

3. uxdgp=u
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6.2.9 Bemerkung zur Kompatibilitit der Faltung

Sind f, g € O(R"), dazu die erzeugten Distributionen uy,u, € €’'(R™), so entspricht die Faltung us * u, genau

der Faltung f * g, das heifst
Ufeg = Uf * Ug

Erlduterung: Fiir Testfunktion ¢ € D(R"™) ist

ko
grofs

(ug = ug, ) =% ((up @ ug), Mo +) = (ug, (g, My (, Jp( +-)))

- /f(x)/g(y)w(wy)nko(x,y) dy dx = //f(x)g(y)go(x—&-y) dz dy

R™ R™

vgl. Ausdruck in 6.2.1

= <uf*g7 §0>
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A Anhang

A.0.10 Hilfssatz zur Fortsetzungen von Operatoren

Sei E ein Banachraum und U C E dicht in E. Sei T': U — U ein stetiger, linearer Operator. Dann gilt:
1. T kann eindeutig zum einem stetigen, linearen Operator T : E — E fortgesetzt werden.

2. Ist T : U — U bijektiv, so ist es auch die Fortsetzung.

3. Ist T : U — U isometrisch, so ist es auch die Fortsetzung.

Beweis:

1. Zu vorgegebenem Element x € E existieren uy,us, .. € U so dass u, — x. Wegen

T (un) = T(um)l| = 1T (= i) || < |71+ [Jtn = ]| =570
—_———
nﬂOCO

ist T'(uy,) eine Cauchyfolge, die wegen der Vollstindigkeit von FE einen Grenzwert y € F besitzt. Setzen nun

T(x):=y= lim T(u,)

Diese Zuordnung ist tatsichlich wohldefiniert und stetig, denn fiir v, "—> 2 geht

n—oo

1T (vn) = T(un) || = 1T (v = un) | < [IT - [[on = unl] —"0
—_———

n— o0
—

0
das heifst hm T(vn) = hm T(un) = T(z). Die Eindeutigkeit der Fortsetzung folgt aus der Dichtheit von
UCE und der Stetlgkelt von T'. Linearitét ist klar.

2. Zu vorgegebenem y € E existiert eine Folge (u,) € U mit T'(u,) "—> y. Da auch T~! beschrinkt ist (da

E Banach) ist (u,,) = (T71(T(u,)) Cauchy und besitzt somit einen Grenzwert x € E. Per Konstruktion der
Fortsetzung ist dann
T(z) 4 im T(up) =y

3. Isometrie folgt aus Stetigkeit der Norm.
O

A.0.11 Definition: Sobolev-Raum

Sei Q C R”™ offen, k € Nund 1 < p < co. Dann heifst der Raum aller Funktionen f : 2 — C, deren Ableitungen
9°f, la| <k sowohl in Ly () als auch in Ly () liegen, Sobolev Raum W} (). Dabei ist W} () ausgestattet

mit der Norm

”fHWIE = Z Haaf||Lp(Q) , f€ Wf

la| <k

ein Banachraum. Fiir p < oo ist Wzﬂc(Q) sogar separabel.

A.0.12 Definition: Gewichteter L,-Raum

Sei (22,8, 1) ein Mafraum und g : @ — [0, c0) messbar. Dann definiert man den gewichteten L,-Raum

dv
LP,Q(97®7N’) = LP (976, l/) 9 @ =g

als den Raum aller p-integrablen Funktionen bzgl. des Maftes v < p. Das heifst:
L,,(Q,8,pn):= {f : 0 — C messbar | /|f|p cgdu < oo}/ker (””LM)
Q

1717,
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Bemerke:

(i) Ist g > 0 p-fast iiberall, so stimmen die Aquivalenzklassen in L, , mit denen in L,, iiberein, sind andernfalls
jedoch grofser.

(ii) Ist g > C > 0 p-fast {iberall fiir irgendeine Konstante C, so gilt ||fHLp < const - ||fHLp .o f € Lpyg, das
heifst insbesondere Y
Lpg— Ly
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B SYMBOL-REFERENZ

B Symbol-Referenz

R} :=1[0,00) CR.

Q+ =Ry NnQ.

R* := RU{£o0}

C* :=R* +iR*

z*: Komplex-Konjugierte von z € C.

K" [X]: Fiir Korper K, der Raum aller Polynome auf K".

14: Indikatorfunktion fiir Menge A.

P (M): Potenzmenge von M.

(T, 0(T)): Topologischer Raum mit Topologie & (T).

PB(T): Borel-o-Algebra von T.

(M, M, p): Makraum iiber Grundmenge M, mit o-Algebra M und Maf§ p.

(mod0): Bis auf Nullmengen, f = g(mod0) :& u({f # g}) =0.

X': Fiir linearen Raum X mit Konvergenzbegriff: Raum aller stetigen, linearen Funktionale auf X.
L,(M): Funktionenraum der p-integrierbaren, komplexwertigen Funktionen im Mafraum (M, M, u).
L, 10c(2): Raum lokal-p-integrierbarer Funktionen auf 2, siche Def. 3.1.6.

L, com(2): Raum p-integrierbarer Funktionen mit kompaktem Tréger auf 2, siche Def. 3.3.2.

L, 4(2): Mit Gewichtsfunktion g gewichteter L, Raum. Siehe A.0.12.

W} (9): Sobolev-Raum iiber €2 C R™. Siche A.0.11.

A: Fiir Untermenge A C X eines topologischen Raumes X: Abschluss cl(4) = A von A.
B,.(z): Abgeschlossene Kugel um = mit Radius r.

B?(z): Offene Kugel um x mit Radius r.

B?': Abgeschlossene n-dimensionale Einheitskugel: B} := B;(0).

Ag: Fiir Untermenge A C X eines metrischen Raumes X und € > 0: Ay, := (J,c 4 Be(%).
Q¢ Komplement der Untermenge Q C X, Q¢ := X \ Q.

Q, cl(Q): Abschluss von  C T im topologischen Raum 7.

cly (2): Abschluss von Q@ C Y in Untermenge Y C T des topologischen Raumes T, cly () := ﬂ A.

A abgeschl. in Y
QCA

d(A, B): Fiir Untermengen A, B C X eines metrischen Raumes: d(4, B) := inf {d(a,b) : a € A, b € B}.
d(xz,A): Fir Untermenge A C X eines metrischen Raumes und z € X : d(z, 4) := d({z}, A).

S™: n-dimensionaler Einheits-Kugelrand in R**1: §" = 9B},

S(R™): Schwartz-Raum, siehe Def. 2.3.2.

||l ;2 Siehe Def. 2.3.2.

(x): Siehe Notationen 2.3.1.

D*p: Fiir reelle Funktion ¢, siche Notationen 2.3.1.
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D%u: Fiir Distribution u, siehe Def. 4.2.2.

us: Reguldre Distribution erzeugt durch Funktion f € L1 1oc bzw. f € Li com.
F: Fouriertransformation.

supp(f) =cl{z € X : f(x) # 0} : Triger von f: X — C.

CP(€2): Raum aller komplexen, auf Q2 p-mal stetig differenzierbaren Funktionen.
C>°(Q): Raum aller komplexen, auf Q glatten Funktionen.

() 2 C(Q) ausgestattet mit Konvergenzbegriff (2.3.6).

C5o(2) = {f € C>(Q) : supp(f) C 2 A supp(f) kompakt}.

D(N): C° ausgestattet mit Konvergenzbegriff 2.3.7.

|[lg,x¢ Siehe 2.3.6.

wp: Siehe 2.4.1.1.

f xg: Faltung von f,g:Q — C: (f % g)(x) ::Sj;f(y)g(x —y) dy.

0z0: 0-Distribution auf ©(Q) (3.1.12).
P1: Cauchyscher-Hauptwert (3.1.14).

e;: Standard-Einheitsvektor in R™, e; = (0, ..,0,1,0,..,0).

O: Heavisidesche Sprungfunktion, siehe 4.2.4.1.

f1: Fiir Funktion f: Q — R der positive Anteil: f* := max {f,0}.

f7: Fiir Funktion f: Q — R der negative Anteil: f~ := max {—f,0}.

P(9): Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten. Siehe 5.0.11.

Sp: Symbol des Differentialoperators P[0]. Siche 5.0.12.

f ® g: Direktes Produkt zwischen den Funktionen f,g. Siehe 6.2.2.

u ® v: Direktes Produkt zwischen den Distributionen u,v € ®'(R"). Siehe 6.2.4.

u * v: Faltung der Distributionen u,v € ©'(R"). Siehe 6.2.7.
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