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Aufgabe 1: Induzierte/zuriickgezogene Metriken

Definition: Sei f: M™ — M)" eine glatte Abbildung so dass fiir jedes x € M df, : T, M — Ty, M injektiv ist. Fiir jede
Metrik ¢g; auf M; definiert man eine Metrik (heifit zuriickgezogene Metrik oder Pullback Metrik) g : f*g; auf M wie
folgt:

91, y2) = 91(dfe(y1), dfz(y2))

wobei y1,y2 € T, M beliebige Tangentialvektoren sind.
a) Zeigen Sie: f*g; ist eine Metrik
b) Berechnen Sie diese Metrik fiir die Abbildung
f:(0,2m) x (0,7) — R3, f(p,9) = (cos psind, sin psind, cos )
wobei g; die Euklidische Metrik (der Signatur (+,+,+)) auf R? ist.
¢) Zeichnen Sie das Bild der Abbildung, und interpretieren Sie die Funktionen ¢ und 9 als sphiirische Koordinaten.

Aufgabe 02: Geodéten der Sphire

a) Berechnen Sie die Kristoffel-Symbole fiir die Metrik g aus Aufgabe 1b, und schreiben Sie die geodétische Gleichung
auf.

b) Lésen Sie die Gleichung, und interpretieren Sie die Geodéten geometrisch als Grosskreisen.

Aufgabe 03

Sei 3 : [a,b] — M eine umparametrisierte Weltlinie. Angenommen, Vg )3 (t) = f(t)5'(t) fiir alle ¢ € [a, b] (fiir irgendwelche
Funktion f(t)). Zeigen Sie: nach geeigneter Umparametrisierung ist sie eine Geodéte.

Aufgabe 04: Rotationsflichen

Man betrachte R x S mit der Rotationsmetrik dt? + f(t)dp?. Die Funktion f sei C*, sei nie 0, und hiinge nur von der t
Koordinate ab.

a) Zeigen Sie, dass die Kurven ~(t) = (¢, Konstant) (umparametrisierte) Geodéten sind.
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Falls f > 0, interpretieren Sie diese Kurven global als die kiirzesten Verbindungskurven.

o,

)
¢) Sei tg ein Extrempunkt der Funktion f. Man zeige: die Kurve v(¢) = (%o, ¢) ist auch eine Geodéte.
)

Finden Sie ein qualitatives (= mit Bild, ohne Rechnerei) Beispiel, so dass f > 2 und die Kurve (global) nicht die
kiirzeste Verbindungskurve ist.



