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Bemerkung: Da g antisymmetrisch ist, gilt gii = 0.
Wir wählen die kanonische Basis e1, e2, e3 ∈ R3 und suchen ein z = ziei so dass g(x, y) = (x × y) · z für alle x = xiei, y =
yiei ∈ R3 gilt. Wir wollen erstmal zeigen, dass wenn es so eins gibt, dies eindeutig bestimmt ist. Wir beginnen mit

g(x, y) = xiyjg(ei, ej) = xiyjgij
!= (x× y) · z ∀ x, y

wobei klar ist dass f(x, y) := (x× y) · z eine antisymmetrische Bilinearform ist. Wir wählen jetzt x := el, y := em. Somit ist
z eindeutig bestimmt, denn

g(el, em) = δi
lδ

j
mgij = glm

!= f(el, em) = (el × em) · zkek = zkεlmk

g23 = zkε23k = z1, g31 = zkε31k = z2, g12 = zkε12k = z3 ↔ z =

 g23
g31
g12


Mit dem Ansatz gehen wir jetzt an die Sache ran, und zeigen dass dies tatsächlich auch alle Erwartungen erfüllt. Wir haben
gezeigt dass

g(e1, e2) = (e1 × e2) · z = f12, g(e2, e3) = (e2 × e3) · z = f23, g(e3, e1) = (e3 × e1) · z = f31

Ferner gilt fik = −fki, fii = 0 aufgrund der Antisymmetrie von x× y.
Somit ist gik = fik ∀ i, k und demnach auch f = g.
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Wir wählen eine Lorenzbasis x und e1, e2, e3 ∈ x⊥ und schreiben

i 6= 0 : −F0i = Fi0 = F (ei, x) = g(ei, E) = Ejg(ei, ej) = Ej · gij = −Ei

i, j 6= 0 : Fij = F (ei, ej) = g(ei × ej , B) = g
(
εijk~e

k, Blel

)
= Blεijkg

k
l

Ferner gilt wegen der Antisymmetrie von F : Fii = 0 ∀ i. Somit folgt:

F =


0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0
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Seien Fij bzw. F ′ij die Komponenten von F bzgl. der alten bzw. neuen Basis. Wir beginnen mit

Fij = F (ei, ej), F ′ij = F (e′i, e
′
j)

wobei e0 := x, e′0 := x′, und bekommen

F ′ii = 0, i, j ∈ {2, 3} → F ′ij = F (e′i, e
′
j) = F (ei, ej) = Fij

F ′01 = −F ′10 = F (e′0, e
′
1) = F

(
x+ βe1√

1− β2
,
βx+ e1√

1− β2

)
=

1
1− β2

·

β F (x, x)︸ ︷︷ ︸
0

+F (x, e1)︸ ︷︷ ︸
F01

+β2 F (e1, x)︸ ︷︷ ︸
F10

+β F (e1, e1)︸ ︷︷ ︸
0



=
1

1− β2
· F01 ·

(
1− β2

)
= F01

F ′02 = −F ′20 = F (x′, e′2) = F

(
x+ βe1√

1− β2
, e2

)
=

1√
1− β2

· [F (x, e2) + βF (e1, e2)] =
F02 + βF12√

1− β2

F ′03 = −F ′30 = F (x, e3) =
F03 + βF13√

1− β2

F ′12 = −F ′21 = F (e′1, e
′
2) = F

(
βx+ e1√

1− β2
, e2

)
=
βF02 + F12√

1− β2

F ′13 = −F ′31 = F (e′1, e
′
3) = F

(
βx+ e1√

1− β2
, e3

)
=
βF03 + F13√

1− β2
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Die Kugeloberfläche O sei parametrisiert durch

~r =

 r cosϕ sinϑ
r sinϕ sinϑ
r cosϑ

 : ϑ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π), r : const

Dann sind die Koordinatenvektorfelder gegeben durch

∂ϑ =
∂~r

∂ϑ
= r

 cosϕ cosϑ
sinϕ cosϑ
− sinϑ



∂ϕ =
∂~r

∂ϕ
= r

 − sinϕ sinϑ
cosϕ sinϑ

0


Der metrische Tensor g ist bzgl. dieser Basis gegeben durch

(gik) =
(
r2 0
0 r2 sin2 ϑ

)
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und ist somit diagonal. Somit ist die inverse gik einfach

(
gik
)

=

 1
r2

0

0
1

r2 sin2 ϑ


Dann ergeben sich die Christopher-Symbole als:

Γi
ii =

1
2
· gii∂igii → Γϑ

ϑϑ =
gϑϑ

2
∂

∂ϑ
gϑϑ = 0, Γϕ

ϕϕ = 0

i 6= k : Γk
ii = −1

2
gkk∂kgii → Γϕ

ϑϑ = − 1
2r2 sin2 ϑ

∂

∂ϕ
r2 = 0, Γϑ

ϕϕ = − sinϑ cosϑ

j 6= i : Γj
ij =

1
2
gjj∂igjj → Γϕ

ϕϑ = Γϕ
ϑϕ =

1
2
· 1
r2 sin2 ϑ

· ∂
∂ϑ

(
r2 sin2 ϑ

)
=

cosϑ
sinϑ

, Γϑ
ϑϕ = Γϑ

ϕϑ = 0

Γk
ij = 0 : sonst

und dementsprechend die kovarianten Ableitungen

∇∂i∂j = Γl
ij∂l → ∇∂ϑ

∂ϑ = Γϑ
ϑϑ∂ϑ + Γϕ

ϑϑ∂ϕ = 0

∇∂ϑ
∂ϕ = Γϑ

ϑϕ∂ϑ + Γϕ
ϑϕ∂ϕ =

cosϑ
sinϑ

· ∂ϕ

∇∂ϕ∂ϕ = Γϑ
ϕϕ∂ϑ + Γϕ

ϕϕ∂ϕ = − cosϑ sinϑ · ∂ϑ

Andernfalls ergeben sich die Richtungsableitungen als

D∂ϑ
∂ϑ =

∂

∂ϑ
∂ϑ = −r

 cosϕ sinϑ
sinϕ sinϑ

cosϑ

 = −~r

D∂ϕ
∂ϕ =

∂

∂ϕ
∂ϕ = −r

 cosϕ sinϑ
sinϕ sinϑ

0



D∂ϑ
∂ϕ =

∂

∂ϑ
∂ϕ = r

 − sinϕ cosϑ
cosϕ cosϑ

0


Die kovarianten Ableitungen ergeben sich aus den Projektionen der Richtungsableitungen auf die Fläche:

∇∂ϑ
∂ϑ = 0 da ~r ⊥ O

∇∂ϑ
∂ϕ =

1
‖∂ϑ‖2

(D∂ϑ
∂ϕ · ∂ϑ)︸ ︷︷ ︸
0

·∂ϑ +
1

‖∂ϕ‖2
(D∂ϑ

∂ϕ · ∂ϕ) · ∂ϕ =
cosϑ
sinϑ

· ∂ϕ

∇∂ϕ
∂ϕ =

1
‖∂ϑ‖2

(
D∂ϕ

∂ϕ · ∂ϑ

)
· ∂ϑ +

1
‖∂ϕ‖2

(
D∂ϕ

∂ϕ · ∂ϕ

)︸ ︷︷ ︸
0

·∂ϕ = − cosϑ sinϑ · ∂ϑ

wobei ”·” das Standardskalarprodukt sei.
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Der Riemansche Krümmungstensor R : X × X × X → X ist gegeben durch

Rs
ijk = ∂jΓs

ki − ∂kΓs
ji + Γs

jrΓr
ki − Γs

krΓr
ji

Rϑ
ϑϑϑ = ∂ϑΓϑ

ϑϑ − ∂ϑΓϑ
ϑϑ + Γϑ

ϑrΓr
ϑϑ − Γϑ

ϑrΓr
ϑϑ = 0

Rϕ
ϑϑϑ = ∂ϑΓϕ

ϑϑ − ∂ϑΓϕ
ϑϑ + Γϕ

ϑrΓr
ϑϑ − Γϕ

ϑrΓr
ϑϑ = 0

Rϑ
ϑϑϕ = ∂ϑΓϑ

ϕϑ − ∂ϕΓϑ
ϑϑ + Γϑ

ϑrΓr
ϕϑ − Γϑ

ϕrΓr
ϑϑ = 0

Rϕ
ϑϑϕ = ∂ϑΓϕ

ϕϑ − ∂ϕΓϕ
ϑϑ + Γϕ

ϑrΓr
ϕϑ − Γϕ

ϕrΓr
ϑϑ =

1
sin2 ϑ

+
cos2 ϑ
sin2 ϑ

= −1

Rϑ
ϑϕϑ = −Rϑ

ϑϑϕ = 0

Rϕ
ϑϕϑ = −Rϕ

ϑϑϕ = 1

Rϑ
ϑϕϕ = −Rϑ

ϑϕϕ → Rϑ
ϑϕϕ = 0

Rϕ
ϑϕϕ = −Rϕ

ϑϕϕ → Rϕ
ϑϕϕ = 0

Rϑ
ϕϑϑ = −Rϑ

ϕϑϑ → Rϑ
ϕϑϑ = 0

Rϕ
ϕϑϑ = −Rϕ

ϕϑϑ → Rϕ
ϕϑϑ = 0

Rϑ
ϕϑϕ = ∂ϑΓϑ

ϕϕ − ∂ϕΓϑ
ϑϕ + Γϑ

ϑrΓr
ϕϕ − Γϑ

ϕrΓr
ϑϕ = sin2 ϑ

Rϕ
ϕϑϕ = ∂ϑΓϕ

ϕϕ − ∂ϕΓϕ
ϑϕ + Γϕ

ϑrΓr
ϕϕ − Γϕ

ϕrΓr
ϑϕ = 0

Rϑ
ϕϕϑ = −Rϑ

ϕϑϕ = − sin2 ϑ

Rϕ
ϕϕϑ = −Rϕ

ϕϑϕ = 0

Rϑ
ϕϕϕ = −Rϑ

ϕϕϕ → Rϑ
ϕϕϕ = 0

Rϕ
ϕϕϕ = −Rϕ

ϕϕϕ → Rϕ
ϕϕϕ = 0
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Der Kovariante Krümmungsoperator R ist gegeben durch

Rijkr = Rs
jkrgis

Rϑϑϑϑ = −Rϑϑϑϑ → Rϑϑϑϑ = 0

Rϑϑϑϕ = −Rϑϑϑϕ → Rϑϑϑϕ = 0

Rϑϑϕϑ = −Rϑϑϕϑ → Rϑϑϕϑ = 0

Rϑϑϕϕ = −Rϑϑϕϕ → Rϑϑϕϕ = 0

Rϑϕϑϑ = −Rϑϕϑϑ → Rϑϕϑϑ = 0

Rϑϕϑϕ = Rϑ
ϕϑϕgϑϑ = r2 sin2 ϑ

Rϑϕϕϑ = −Rϑϕϑϕ = −r2 sin2 ϑ

Rϑϕϕϕ = −Rϑϕϕϕ → Rϑϕϕϕ = 0

Rϕϑϑϑ = −Rϕϑϑϑ → Rϕϑϑϑ = 0

Rϕϑϑϕ = −Rϑϕϑϕ = −r2 sin2 ϑ

Rϕϑϕϑ = −Rϕϑϑϕ = r2 sin2 ϑ

Rϕϑϕϕ = −Rϕϑϕϕ → Rϕϑϕϕ = 0

Rϕϕϑϑ = −Rϕϕϑϑ → Rϕϕϑϑ = 0

Rϕϕϑϕ = −Rϕϕϑϕ → Rϕϕϑϕ = 0

Rϕϕϕϑ = −Rϕϕϕϑ → Rϕϕϕϑ = 0

Rϕϕϕϕ = −Rϕϕϕϕ → Rϕϕϕϕ = 0

Der Ricci-Tensor ist demnach gegeben durch

Ricik := Rj
ijk

Ricϑϑ = Rr
ϑrϑ = Rϑ

ϑϑϑ +Rϕ
ϑϕϑ = 1

Ricϑϕ = Rr
ϑrϕ = Rϑ

ϑϑϕ +Rϕ
ϑϕϕ = 0

Ricϕϑ = Rϑ
ϕϑϑ +Rϕ

ϕϕϑ = 0

Ricϕϕ = Rϑ
ϕϑϕ +Rϕ

ϕϕϕ = sin2 ϑ
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Daraus ergibt sich der gemischte Ricci Tensor als

Ricj
i := gjk Ricik

Ricϑ
ϑ = gϑϑ Ricϑϑ +gϑϕ Ricϑϕ =

1
r2

Ricϕ
ϑ = gϕϑ Ricϑϑ +gϕϕ Ricϑϕ = 0

Ricϑ
ϕ = gϑϑ Ricϕϑ +gϑϕ Ricϕϕ = 0

Ricϕ
ϕ = gϕϑ Ricϕϑ +gϕϕ Ricϕϕ =

1
r2

und ferner der Krümmungsskalar als

S := Rici
i = Ricϑ

ϑ + Ricϕ
ϕ =

2
r2
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