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Aufgabe 15

Bemerkung: Da g antisymmetrisch ist, gilt g;; = 0.
Wir wihlen die kanonische Basis e, e2,e3 € R3 und suchen ein z = z'e; so dass g(z,y) = (z x y) - z fiir alle z = z'e;, y =
y'e; € R? gilt. Wir wollen erstmal zeigen, dass wenn es so eins gibt, dies eindeutig bestimmt ist. Wir beginnen mit

gla,y) = 2’y g(ei,e;) = 'y’ gi; = (x x y) - 2V 2,y
wobei klar ist dass f(x,y) := (z X y) - z eine antisymmetrische Bilinearform ist. Wir wihlen jetzt x := e;, y := €,,. Somit ist

z eindeutig bestimmt, denn

g(€l7€m) = 5f5fn9ij = Jim = f(ez,em) = (61 X em) : zke;€ = zkslmk

g23

k 1 k 2 k 3
923 = 2 €23k =2, §31 = 2 €31k = 2, J12 =2 €12k = 2 < 2= g31
912

Mit dem Ansatz gehen wir jetzt an die Sache ran, und zeigen dass dies tatséchlich auch alle Erwartungen erfiillt. Wir haben
gezeigt dass
gler,e2) = (e1 X e2) - 2 = fi2, glea,e3) = (e2 X €3) - 2 = faz, gles,e1) = (e3 X e1) - 2 = fa

Ferner gilt fix = —frs, fii = 0 aufgrund der Antisymmetrie von = X y.
Somit ist g;x = fir V ¢,k und demnach auch f=g¢g. O
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Wir wihlen eine Lorenzbasis z und eq, ea, es € - und schreiben

i#0: —Fy = Fjo=Fle;,x) = g(e;, E) = Eg(ei, e5) = E? - gij = —E;

i,j #0: Fyj = Flei,e5) = glei x ej,B) =g <5ijk€kaBlel> = Blejjrgr
Ferner gilt wegen der Antisymmetrie von F' : F;; = 0 V 4. Somit folgt:
0 E! E? E3
~E' 0 -B® B?

~E, B3 0 -B!
~E; -B> B' 0

F =
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Seien Fj; bzw. FZ-’j die Komponenten von F' bzgl. der alten bzw. neuen Basis. Wir beginnen mit

Fisz(ei,ej) F/ —F(e 6)

¥} 7 J

wobei eg := z, €}, := 2’, und bekommen

Fz/z:07 7’7]6{2?3} - F/ *F(ewej) F(el7€]):F’LJ

T+ PBer  Px+e

Vi-52 J1-p32

Fél = —Fllo = F(eé,e’l) =F (

0 For Fio
-1 g (1-p%)=F
“ 1 o = ro
Fly=—Fly=F(a,e)) = F (%,@) — \/11—762 [F(z,e2) + BF(e1, e2)] = Fb;%ﬁ;z

Foz + BF13

Vi-

F63:*Fé0:F( ,e3) =

Br 4+ e1 BFo2 + Fi2
F1/2:_F2/1:F(e/176/2):F<m ﬁ

F{ F;
F{3=—Fg1=F<ea,eg>=F<ﬁ““ )J b+ Tie

Viee® I
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Die Kugeloberfliche O sei parametrisiert durch

r cos @ sin ¥
rsinpsindg | 19 € [0,7], ¢ €[0,27), 7 : const
rcos ¥

!
Il

Dann sind die Koordinatenvektorfelder gegeben durch

—sin?d

—sin @ sind

. 9

9 COS (P COS
Oy = i ( sin ¢ cos ¥
( costpsmﬁ

Der metrische Tensor g ist bzgl. dieser Basis gegeben durch

N r2 0
(gik) = 0 7r2sin%0

-1 5 BF(z,z)+ F(x,e1)+8° F(ey,x) +6 F(e1,e1)
1-0 —_—— —— ——— ————

0



und ist somit diagonal. Somit ist die inverse ¢g** einfach

1
ik 2 0
) =1" 1
r2sin? 9
Dann ergeben sich die Christopher-Symbole als:
R 9 _91919 _ ¢ _
= ) 29" 095 — Lyy = 7%91919 =0, FW =0
ko T = —2ghkg IV L D2 0 19, = —sindcosv
i #k iw="59 Okgii — M_—m%r =0, I'Y, = —sind cos

| - 1 1 9 cos
VAT B oo=T0 = — = i ~ sind
J#Z.Pij—gg”azgjj - FW9—F19‘P_2 r2sin?g 0V -
]_"Z.:O 1 sonst

und dementsprechend die kovarianten Ableitungen

Vo,0; =T5,0, — Va,09 =309 + 15,0, =0

cos ¥
Vo,0p =Th,00 + 15,0, = D

sin

Vo, 0, = sz&g + Fi«:@w = —cos?Ysind - Oy

Andernfalls ergeben sich die Richtungsableitungen als

9 cos @ sin ¥
Dp,09 = —0yp = —r | sinpsind = -7
1 o9 cos ¢
9 cos psin
Dy, 0, = %ap =—r| singsind
0
9 —sin g cos ¥
Dy, 0, = 6—19(')@ =r cos cpocosﬁ

Die kovarianten Ableitungen ergeben sich aus den Projektionen der Richtungsableitungen auf die Fliche:

Vo,09 =0da 7Ll O

1 1 cos ¥
Vo,0p = —= (Dp, 0y - Og) 09 + —5 (Do, 0p - 0p) - Op = —— -
099 Y ”&9”2( 09 Y 19) Y ”&pHQ( 09 Y w) » sing ¥
0

1
0,0p = — (Dawaw ) 319) “ Oy +
([0l

||312 (Do, 0y - Dy) -0, = —cosIsind - Dy
ol S——————
0

wobei 77 das Standardskalarprodukt sei.
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Der Riemansche Kriimmungstensor R: X x X x X — & ist gegeben durch
sk = 0% — OkL5; + 15, — T, TG,

Rjgg = 09Ty — 09Ty + T, Ty — T, Ty = 0

Rfyg = 0oLy — 09T 5y + T4, Iy =5 Ty =0

9 9 9 9 r 9 r
Ry, = 0oLy — 0,199 + L, L'y — T4, Iy =0

1 cos? ¥ B

—_—t——=-1
sin?9  sin?9

Rig, =0Ty — 0,05, + T3 T0, —TE. 5, =

9 9 _
Rl?gpﬁ - 7R191990 =0
v _ v _
Rwﬂ = _me =1
9 _ 9 9 _
Rypp = —Rypy — Ry,p =0
©  _ _py 0o
Rﬂw’ - Rﬂsw - RWW =0
9 . 9 J _
Rwﬂ = _chﬁﬁ - Rwﬂ =0
v _ ® ©
Rwﬂ = *Rwﬁ - wa =0

9 _ 9 9 9 1 9 ro_ 2
R = 8191—‘@80 - asarﬂ(p + F’l9’r‘ op FSOT Yo — sin® 9

R?y, = 0418, — 9,0 + T4 T, —T% 5, =0
RZW = _RZW = —sin?9

R:W = _Rgﬂw =0

szw = _RZw’ - ng: =0

Ripp = —Ripy = Ripp =0



Der Kovariante Kriimmungsoperator R ist gegeben durch

Rijkr = ;krgis

Rogoy = —Ryogs — Rogoy =0
Rovope = —Rovop — Rovoe =0
Ry = —Rovgs — Rovps =0
Rovop = —Rovpe — Rovpe =0
Ropvs = —Ropss — Ropgs =0

_ 1 2 2
Ropvp = Ryppgoo = 1" sin” v

Ropes = —Ropope = —r?sin? ¥
Ropop = ~Roppe — Roppe =0
Repo99 = —Rpvvs — Repves =0
Reovve = —Ropoe = —rZsin? ¥
Revps = —Reove = 2 sin? 9
Rt = =Rpvpe = Repvppe =0
Reppos = —Rppos — Repos =0
Reppvp = —Repve = Rppope =0
Reppn = =Rppep = Repppn =0
Reppe = ~Roppp = Reppp =0

Der Ricci-Tensor ist demnach gegeben durch

Riciy, := R,

Ricgy = Rj,g = Rygg + R =1
Ricgy = Ry, = Ry, + RS, =0
Ricgg = Rlgy + R,y =0

. _ 9 © o 2
Ricpy = Ryy, + RS, =sin” v



Daraus ergibt sich der gemischte Ricci Tensor als

Ric{ = gjk Ric;y,

Ric}) = ¢”? Ricgy +¢”% Ricy, =
Ricj = g%? Ricyy +g%% Ricy, =
Ric) = " Ricyy +9”% Ricyy, =

1
Ricf = g%” Ricyg +9#% Ricy, = .

und ferner der Kriimmungsskalar als

j 2
CN 3 -9 .
S = Ric; = Ricy + Ricf = =



