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Aufgabe 09

Sei E ein endlich dimensionaler linearer Raum mit der Basis z1,...,2, und der entsprechenden Dualbasis b, ..., b". Sei
R:={f:E* x B! — E} und ® : R — EP! definiert durch

Y ER:P(p)=1, ¥ (al, Pt ...,xq) =aPtlyp (al, N L S xq)
Wir wollen zeigen dass ® ein Isomorphismus ist! Linearitét ist wegen der Linearitit von aP*! gesichert!
Zeigen: ® injektiv also Kern(®) =0 € R. Sei g € R so dass ®(p9) =0 € EFT!, also
(o) (al, e aPt ...,xq) = aPtly (al, eGPy, ...,xq) =0 Va',..,a"" xy, .2y,

Es muss also gelten
Bild(po) C Kern (a?*') V aP™

Annahme: g ist nicht die Nullabbildung, dann gibt es einen Vektor x € F so dass x # 0, = € Bild(¢p). Dann gibt es eine
Linearform a?™' : E — R mit a?*!(z) # 0 also « ¢ Kern (a?™!). Zum Beispiel die Linearform definiert durch

a"\2) =AVAER A o (y) =0V y ¢ span{z}
Doch dann wiire ®(pg) auch nicht die Nullabbildung. Dies ist ein Widerspruch, also muss ¢ = 0 sein. @ ist somit injektiv.

Zeigen: ¢ surjektiv. Sei 9 € Eé’“. Sei ¢ € R definiert als:

1

© (a s, @GP, ...,xq) =1 (al, wal bl x, ...,xq) - X

Offensichtlich ist ¢ linear. Zeigen jetzt: ®(¢) = 9. Sei aP*! beliebig und \; so dass a?*! = \;b'.

D(p) (al, cnaPt ...,xq) =aPTlyp (al, vy P 1, ...,:cq)

= qPT! [19 (al, o, aP bz, ...,ozq) . xl} =9 (al, AP b x, ...,xq) caPt ()
=9 (al, o aP b, ...,a:q) RbF () =0 (al, ., aP bz, ...,xq) - A0k
=9 (al, o aP b, ...,a:q) N =0 (al, e @ NDE ...,xq)

=1 (al, o aP aPt g, ...,:cq)

Somit ist @, surjektiv und ferner bijektiv. R ist also Isomorph zu Eg“.
Variante: Die Rdume R und El haben gleiche Dimensionen:

dim R = dim E} = nPtot?



Da gezeigt wurde dass ¢ : R — Eé’H injektiv ist, ist
dim Kern(®) =0
und somit nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen
dim Bild(®) = dim Urbild(®) = P9 = dim EP*!

Somit ist das Bild von ® identisch Eg“ weshalb ® surjektiv ist. Injektivitdt und Surjektivitét implizieren jedoch Bijektivitét.
Somit ist ® ein Isomorphismus. [

Aufgabe 10

Sei T' € EY ein Tensor, CY f eine Kontraktion und 0.B.d.A r =p, s = q. Seien z1,...,z, € E und y1, ..., y, € E zwei Basen.
Seien a',...,a™ und b',...,b" die entsprechenden dual-Basen und a?,..,a?~! € E*, i, ..y Xg—1 € E beliebig. Seien

T = piyk, o = AbF

Demzufolge gilt allgemein 4 , 4 4 4
05 = a'(z;) = a* (ufyk) = uA (ye) = Nt

Fassen wir A und p als n x n Matrizen auf, also (/\);C =" (/JL);C = u;‘f so ist nach obiger Rechnung

6 =Nt = (A p)y — =271 = (V)] = plAF =]
Eingesetzt ergibt

(C;T)x (CY, X) =T (Oél, cey ap_17ak7X17 "'7qulaxk) =T (Oé17 ) ap—l’ )\;ﬂle{h "'7Xq717,u?ym)
= )\;{:/J‘ZL -T (a17 L) ap—17 bla X1y e qulaym) = 571 T (alv LEXX} ap—l’ blelv "’7Xq717ym)

=T (Oél, st ap—17 bm)Xla '-'7Xq—17y’m) = (CQT)y (Oé, X) O

Aufgabe 11
Sei T € L(E, E) eine lineare Abbildung. Dann ist durch
T(a,xz):=aTz, T: E*x EF—R

ein (1,1) Tensor definiert. Seien (7}) die Eintréige der entsprechenden Matrix bzgl. der Basis 21, ...,x, € E und (t}) die

Komponenten des Tensors bzgl. 1, ..., z,, und der Dualen Basis a'

Es gilt:

, ., a™ € B Wir wollen zeigen dass t;- = T;

t;’ =T (ai,:cj) =a Tx;
Die Multiplikation

ergibt die j-Spalte der Matrix T'. Das heifit also

Ferner _ _ _ _
a'Tz; =a' (TJZC :ck) = Tfal(xk) = Tf i =T}
Also ist ‘ ‘
t;- = T}

Fiir die Kontraktion C}7T gilt demnach

(CiT) =T (a*, z) = tf = Tff = spur(T) O



Aufgabe 12
Sei T € L(E, E) und z € E. Die Tensoren sind definiert als

T € B, T(a,x) :=aTx

r € B}, x(a) := ax
Wir wollen zeigen dass Tz die Uberschiebung von 7' und z ist, wobei
Tz(a) := a(Tx)

Sei z1,...,x, € E die entsprechende Basis und dazu a', ...,a" € E* die Dualbasis. Sei a € E* beliebig. Seien ", 19, so dass
x = *xy, a =94 Es gilt

LHS: (C3(T®x))(x)=(T®z) (a,mk,ak) =T (a,zg) = (ak) = (aTwy) - (a*x)
=a (Tiw;) - a* (a;) = Tig' (0ia") (2;) - aFay = Tip 0,605 = T,

RHS : aTx = a (T¢*x,) = o*a (Tiz:) = " T} (9;07) (z;) = OF ;67 = *Ti0; O

Aufgabe 13

Da ¢ symmetrisch ist, gibt es eine Basis x1, ...,z € E so dass g;, = €x0;; wobei €1,...,e, die Spur von ¢ ist. Ferner gilt
g; € {1} da g nicht ausgeartet ist. Betrachten die Abbildung J : E — E*, Jz := g(x,-).
Zeigen: J ist injektiv. Sei v = vz, € E beliebig, mit Jv = 0, das heift g(v,u) = 0 V u = ulz; € E. Dann gilt fiir
jed{l,..,n}

0=lg(v,2;)| = |[u*g(zr, z;)| = [uFgr;| = [uPerdjn| = [uie;] = [v/| - v"=0 - v=0
Zeigen: J ist surjektiv. Aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt

dim E* = dim E = dim Bild(J) + dim Kern(J) = dim Bild(J)

Somit ist J surjektiv und ferner eine Bijektion bzw. ein Isomorphismus. [

Aufgabe 14

Aufgrund der definition von x; und J gilt fiir jede Linearform ¢;Jx; € E* :
(eid@i) (x5) = eig(wi, 25) = €65 = 0y

Doch dies ist genau die Definition der Dualbasis von z1, ..., x,. O



