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Aufgabe 09
Sei E ein endlich dimensionaler linearer Raum mit der Basis x1, ..., xn und der entsprechenden Dualbasis b1, ..., bn. Sei
R := {f : E∗p × Eq → E} und Φ : R→ Ep+1

q definiert durch

ϕ ∈ R : Φ(ϕ) = ϑ, ϑ
(
a1, ..., ap+1, x1, ..., xq

)
:= ap+1ϕ

(
a1, ..., ap, x1, ..., xq

)
Wir wollen zeigen dass Φ ein Isomorphismus ist! Linearität ist wegen der Linearität von ap+1 gesichert!

Zeigen: Φ injektiv also Kern(Φ) = 0 ∈ R. Sei ϕ0 ∈ R so dass Φ(ϕ0) = 0 ∈ Ep+1
q , also

Φ(ϕ0)
(
a1, ..., ap+1, x1, ..., xq

)
= ap+1ϕ0

(
a1, ..., ap, x1, ..., xq

)
= 0 ∀ a1, ..., ap+1, x1, ..., xq

Es muss also gelten
Bild(ϕ0) ⊂ Kern

(
ap+1

)
∀ ap+1

Annahme: ϕ0 ist nicht die Nullabbildung, dann gibt es einen Vektor x ∈ E so dass x 6= 0, x ∈ Bild(ϕ0). Dann gibt es eine
Linearform ap+1 : E → R mit ap+1(x) 6= 0 also x /∈ Kern

(
ap+1

)
. Zum Beispiel die Linearform definiert durch

ap+1(λx) = λ ∀ λ ∈ R ∧ ap+1(y) = 0 ∀ y /∈ span{x}

Doch dann wäre Φ(ϕ0) auch nicht die Nullabbildung. Dies ist ein Widerspruch, also muss ϕ0 ≡ 0 sein. Φ ist somit injektiv.

Zeigen: Φ surjektiv. Sei ϑ ∈ Ep+1
q . Sei ϕ ∈ R definiert als:

ϕ
(
a1, ..., ap, x1, ..., xq

)
:= ϑ

(
a1, ..., ap, bi, x1, ..., xq

)
· xi

Offensichtlich ist ϕ linear. Zeigen jetzt: Φ(ϕ) = ϑ. Sei ap+1 beliebig und λi so dass ap+1 = λib
i.

Φ(ϕ)
(
a1, ..., ap+1, x1, ..., xq

)
= ap+1ϕ

(
a1, ..., ap, x1, ..., xq

)
= ap+1

[
ϑ

(
a1, ..., ap, bi, x1, ..., xq

)
· xi

]
= ϑ

(
a1, ..., ap, bi, x1, ..., xq

)
· ap+1(xi)

= ϑ
(
a1, ..., ap, bi, x1, ..., xq

)
· λkb

k(xi) = ϑ
(
a1, ..., ap, bi, x1, ..., xq

)
· λkδik

= ϑ
(
a1, ..., ap, bi, x1, ..., xq

)
· λi = ϑ

(
a1, ..., ap, λib

i, x1, ..., xq

)
= ϑ

(
a1, ..., ap, ap+1, x1, ..., xq

)
Somit ist Φ, surjektiv und ferner bijektiv. R ist also Isomorph zu Ep+1

q .
Variante: Die Räume R und Ep

q haben gleiche Dimensionen:

dimR = dimEp
q = np+q+1
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Da gezeigt wurde dass Φ : R→ Ep+1
q injektiv ist, ist

dimKern(Φ) = 0

und somit nach der Dimensionsformel für lineare Abbildungen

dimBild(Φ) = dimUrbild(Φ) = np+q+1 = dimEp+1
q

Somit ist das Bild von Φ identisch Ep+1
q weshalb Φ surjektiv ist. Injektivität und Surjektivität implizieren jedoch Bijektivität.

Somit ist Φ ein Isomorphismus.

Aufgabe 10
Sei T ∈ Ep

q ein Tensor, Cr
sf eine Kontraktion und o.B.d.A r = p, s = q. Seien x1, ..., xn ∈ E und y1, ..., yn ∈ E zwei Basen.

Seien a1, ..., an und b1, ..., bn die entsprechenden dual-Basen und α1, .., αp−1 ∈ E∗, χ1, ..., χq−1 ∈ E beliebig. Seien

xi = µk
i yk, a

i = λi
kb

k

Demzufolge gilt allgemein
δi
j = ai(xj) = ai

(
µk

j yk

)
= µk

jλ
i
lb

l(yk) = λi
kµ

k
j

Fassen wir λ und µ als n× n Matrizen auf, also (λ)i
k := λi

k, (µ)k
j := µk

j so ist nach obiger Rechnung

δj
i = λi

kµ
k
j = (λ · µ)i

j → µ = λ−1 → (µ · λ)j
i = µj

kλ
k
i = δj

i

Eingesetzt ergibt

(Cr
sT )x (α, χ) := T

(
α1, ..., αp−1, ak, χ1, ..., χq−1, xk

)
= T

(
α1, ..., αp−1, λk

l b
l, χ1, ..., χq−1, µ

m
k ym

)
= λk

l µ
m
k · T

(
α1, ..., αp−1, bl, χ1, ..., χq−1, ym

)
= δm

l · T
(
α1, ..., αp−1, bl, χ1, ..., χq−1, ym

)
= T

(
α1, ..., αp−1, bm, χ1, ..., χq−1, ym

)
=: (Cr

sT )y (α, χ)

Aufgabe 11
Sei T ∈ L(E,E) eine lineare Abbildung. Dann ist durch

T (a, x) := aTx, T : E∗ × E → R

ein (1, 1) Tensor definiert. Seien (T i
j ) die Einträge der entsprechenden Matrix bzgl. der Basis x1, ..., xn ∈ E und (tij) die

Komponenten des Tensors bzgl. x1, ..., xn und der Dualen Basis a1, ..., an ∈ E∗. Wir wollen zeigen dass tij = T i
j .

Es gilt:
tij = T

(
ai, xj

)
= ai Txj

Die Multiplikation
T · ~ej

ergibt die j-Spalte der Matrix T . Das heißt also
Txj = T k

j · xk

Ferner
aiTxj = ai

(
T k

j · xk

)
= T k

j a
i(xk) = T k

j · δik = T i
j

Also ist
tij = T i

j

Für die Kontraktion C1
1T gilt demnach(

C1
1T

)
= T

(
ak, xk

)
= tkk = T k

k = spur(T )
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Aufgabe 12
Sei T ∈ L(E,E) und x ∈ E. Die Tensoren sind definiert als

T ∈ E1
1 , T (a, χ) := aTχ

x ∈ E1
0 , x(a) := ax

Wir wollen zeigen dass Tx die Überschiebung von T und x ist, wobei

Tx(a) := a(Tx)

Sei x1, ..., xn ∈ E die entsprechende Basis und dazu a1, ..., an ∈ E∗ die Dualbasis. Sei a ∈ E∗ beliebig. Seien ϕk, ϑk so dass
x = ϕkxk, a = ϑka

k. Es gilt

LHS :
(
C3

2 (T ⊗ x)
)

(χ) = (T ⊗ x)
(
a, xk, a

k
)

= T (a, xk) · x
(
ak

)
= (aTxk) ·

(
akx

)
= a

(
T i

kxi

)
· ak

(
ϕjxj

)
= T i

kϕ
j
(
ϑla

l
)

(xi) · akxj = T i
kϕ

jϑlδ
l
iδ

k
j = T i

kϕ
kϑi

RHS : aTx = a
(
Tϕkxk

)
= ϕka

(
T i

kxi

)
= ϕkT i

k

(
ϑja

j
)

(xi) = ϕkT i
kϑjδ

j
i = ϕkT i

kϑi

Aufgabe 13
Da g symmetrisch ist, gibt es eine Basis x1, ..., xk ∈ E so dass gik = εkδik wobei ε1, ..., εn die Spur von g ist. Ferner gilt
εi ∈ {±1} da g nicht ausgeartet ist. Betrachten die Abbildung J : E → E∗, Jx := g(x, ·).
Zeigen: J ist injektiv. Sei v = vkxk ∈ E beliebig, mit Jv ≡ 0, das heißt g(v, u) = 0 ∀ u = ulxl ∈ E. Dann gilt für
j ∈ {1, ..., n}

0 = |g(v, xj)| =
∣∣ukg(xk, xj)

∣∣ =
∣∣ukgkj

∣∣ =
∣∣ukεkδjk

∣∣ =
∣∣ujεj

∣∣ =
∣∣vj

∣∣ → vk = 0 → v = 0

Zeigen: J ist surjektiv. Aus der Dimensionsformel für lineare Abbildungen folgt

dimE∗ = dimE = dimBild(J) + dimKern(J) = dimBild(J)

Somit ist J surjektiv und ferner eine Bijektion bzw. ein Isomorphismus.

Aufgabe 14
Aufgrund der definition von xi und J gilt für jede Linearform εiJxi ∈ E∗ :

(εiJxi) (xj) = εig(xi, xj) = ε2i δij = δij

Doch dies ist genau die Definition der Dualbasis von x1, ..., xn.
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