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Aufgabe 04

Sei M eine C∞ Mannigfaltigkeit und P ∈ M . Seien in MP die Skalarmultiplikation und Vektor-Addition als punktweise
Addition erklärt.
Um zu zeigen dass MP ein linearer Raum ist, bestätigen wir folgende erforderten Eigenschaften:
Für λ, µ, κ ∈ R, x, y ∈MP und f, g ∈ F(P ) gilt

a) Assoziativität:
λ · (µ · x) = (λ · µ) · x

b) Distributivität:

λ · (x+ y)f = λ · (xf + yf) = λ · xf + λyf = (λx+ λy)f ⇒ λ · (x+ y) = λx+ λy

(λ+ µ)(xf) = λxf + λxf = (λx+ λµ)f ⇒ (λ+ µ)x = λx+ λµ

c) Neutralität:
1 · x = x

d) Abgeschlossenheit bzgl. der Vektoraddition bzw. Skalarmultiplikation:
Betrachten z := κx+ y im Sinne von zf := κ · xf + yf . Wir wollen zeigen dass z ∈MP .

z(λf + µg) = κ · x(λf + µg) + y(λf + µg) = λ(κ · xf + yf) + µ(κ · xg + yg) = λzf + µzg

z(f · g) = (κx+ y)(fg) = κ · x(fg) + y(fg) = (κ · xf) · g(P ) + f(P ) · (κ · xg) + (yf)g(P ) + f(P )(yg)

= (κ · xf + yf)g(P ) + (κ · xg + yg)f(P ) = (zf)(P ) + f(P )(zg)

e) Als Nullelement von MP wird die konstante Funktion 0 gewählt.
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Aufgabe 05

Definieren: XP := X(P ), YP := Y (P ), fP := f(P )
Bemerkung: Es gilt

X(λf + µg) = λXf + µXg ∧ X(fg) = (Xf)g + f(Xg)

da
XP (λf + µg) = λXP f + µXP g ∧ XP (fg) = (Xpf)g(P ) + f(P )(Xpg)

gilt. Sei Z : F(P )→ R definiert durch

Zf := XY f(P )− Y Xf(P ) ≡ XPY f − YPXf

Wir wollen zeigen dass Z ∈MP .
Linearität: Seien λ, µ ∈ R, f, g ∈ F(M). Dann gilt

z(λf + µg) = XY (λf + µg)− Y X(λf + µg) = X (λY f + µY g)− Y (λXf + µXg)

= λXY f + µXY g − λY Xf − µY Xg

= λ · (XY f − Y Xf) + µ · (XY g − Y Xg) = λZf + µZg

Produktregel:

Z(fg) = XY (fg)− Y X(fg) = X [(Y f)g + f(Y g)]− Y [(Xf)g + f(Xg)]

= (XY f)g + (Xg)(Y f) + (Xf)(Y g) + (XY g)f − (Y Xf)g − (Y g)(Xf)− (Y f)(Xg)− (Y Xg)f

= (XY f)g + (XY g)f − (Y Xf)g − (Y Xg)f = [(XY − Y X)f ] g + [(XY − Y X)g] f = (Zf) · g + f · (Zg)

Somit ist Z ∈MP .

Aufgabe 06

Seien f, g, h ∈ F(M) und X,Y ∈ X (M).

[fX, gY ](P )h = (fX)P (gY )h− (gY )P (fX)h = fPXP (g(Y h))− gPYP (f(Xh))

= fP · ((XpY h)gP + (Y h)P (Xpg))− gP · ((YPXh)fP + (Xh)P (YP f))

= fP · gP · (XPY h− YPXh) + fP (XP g)︸ ︷︷ ︸
fP (Xg)P

·(Y h)P − gP (YP f)︸ ︷︷ ︸
gP (Y f)P

·(Xh)P

⇒ [fX, gY ] = fg[X,Y ] + f(Xg) · Y − g(Y f) ·X
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Aufgabe 07
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(a) : Produktregel bei Tangentenvektoren.
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Aufgabe 08

{[[X,Y ], Z] + [[Y,Z], X] + [[Z,X], Y ]} (P )f

= [X,Y ]P (Zf)− ZP ([X,Y ] f) + [Y,Z]P (Xf)−XP ([Y, Z] f) + [Z,X]P (Y f)− YP ([Z,X] f)

= [XP (Y (Zf))− YP (X(Zf))]− [ZP (X(Y f))− ZP (Y (Xf))]

+ [YP (Z(Xf))− ZP (Y (Xf))]− [XP (Y (Zf))−XP (Z(Y f))]

+ [(ZP (X(Y f))−XP (Z(Y f))]− [YP (Z(Xf))− YP (X(Zf))]

= 0
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