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1 Elemente der klassischen Differentialgeometrie

1.1 Gekriimmte Kurven
1.1.1 Definition: Kriimmung einer Kurve

Es sei (z1,22) : s — (21(s),..,2"(s)) € R™ eine 2-mal differenzierbare Kurve, parametrisiert durch ihre Bogenlinge s. Dabei
sei

x'(s) = %(s) =: i(s)

der Tangentenvektor an der Stelle s. Dabei gilt per Konstruktion

l&(s)]] =1
Dann definiert man die Krimmung k;(s) von x an der Stelle s als die Linge des Vektors Z(s).
Bemerke:

e Der Vektor Z(s) steht senkrecht auf &, denn aus
N2
L= a(s)ll

folgt durch Differenzieren
d

0= g5 1P =23 #'(5)3 (5) = 2i(s) - i(5)

e Die Forderung dass x iiber ihre Bogenldnge parametrisiert ist, stellt keine Beschriankung der Allgemeinheit dar, da
Aufgrund der Monotonie von s bzgl. einer gegebenfalls anderen Parameter, stets nach s umparametrisiert werden

kann.

Beispiel: Der Kreisumfang, parametrisiert durch

1
besitzt die Krimmung i

1.1.2 Definition: Kriimmungsradius einer Kurve

Der Krimmungsradius R.(s) der Kurve x an der Stelle s ist der Radius des Kreises, der die gleiche Kriimmung wie die
Kurve im Punkt z(s) hat, das heifst

1.1.3 Definition: Begleitendes Dreibein einer Kurve im R?

Es sei 7 : s — x(s) eine 2-mal differenzierbare Kurve in R3. Dann besteht das begleitende Dreibein von x aus den 3
Einheitsvektoren:

1. Tangentenvektor z(s)

7

2. Normalvektor n(s) := W
Z

3. Binormalvektor: b:= 1% x n

Die durch #(s) und n(s) aufgespannte Ebene heifst Schmiegebene.



1.2 Gekriimmte Flachen im Raum

Betrachten 2-dimensionale Fliche M C R?, parametrisiert durch « : (u,v) — z(u,v) € M, dazu die Koordinatenvektorfelder

ox ox
Oy = e Oy = 50
und den dariiber definierten Normaleneinheitsvektor
Ou X Oy
" e xal

Die durch die 9,, 3, Aufgespannte Ebene heilst Tangentialebene am jeweiligen Punkt der Fliche. Fiithren folgende standar-
disierte Abkiirzungen ein:

E=0,-0,, F=0,:-0,, G:=0,-0,

0%x
L:nauz :nw :—8u8un
0%x
N:=n~81,2 an = _avavn
Or
M := Sudn "= —0y 0y = —0yOyn

1.2.1 Kriimmung von Normalschnitten

Es soll nun die Kriimmung der Fliche x(u, v) im Punkt Py mit den Parametern wug, vg beschrieben werden. Man betrachte dazu
die Schnittkurve zwischen einer, durch den Punkt Py gehenden, senkrecht zur Tangentialebene stehenden, den Normalenvektor
enthaltenden, Ebene und der Fliche. Diese so entstehende Schnittkurve sei nun iiber ihre Bogenldnge s parametrisiert durch
x(u(s),v(s)), mit u(sg) =: ug, v(sp) =: vo. Zu berechnen wire der Kriimmungsradius R dieser speziellen Kurve. Mit

i(s)-n(s) =0

erhalt man durch Differenzieren nach % und anschliefendem Einsetzen von s = sg die am Punkt P, geltende Beziehung

1 ., vdn
(Rn> n+x(s)% =0

S
R

das heifst es ist

1 .dn du dv du dv du\ 2 du dv dv\?
—L -M —N
also

1 du\? du dv dv\?
—=L(— 2M—— 4+ N | —
R (ds) + ds ds+ (ds)

Die diesem Kriimmungsradius entsprechende Kriimmung heifft Normalkrimmung (in Richtung @(sg).

Bemerke: Ein negativer Radius R bedeutet lediglich dass Flachennormalenvektor und Kurvennormalenvektor entgegen-
gerichtet sind.



1.2.2 Definition: Hauptkriimmungen, Mittelkriimmung und Gaufi-Kriimmung

Minimalwert und Maximalwert der Normalkriimmungen an einem Punkt Py einer 2-dimensionalen Fliche M C R3, bezeichnet
man als Hauptkrimmungen k1, ke bzw. die entsprechenden Radien als Hauptkrimmungsradien. Das arithmetische Mittel

ki + ko
bezeichnet man als Mittelkrimmung und deren Produkt
k1 - ko

als Gauk-Kriimmung.

1.2.3 Berechnung der Hauptkriimmungen

Zu kliaren wéire zum einen, welche Werte die Zahlenpaare

(& m) = (ﬁ,i)

durch die verschiedenen Normalschnitte annehmen konnen. Per Konstruktion ist

N2 o' du  Ox dv\”
1= (#) Z(audﬁavds)

% A

oxt 2 du\ 2 oxt 2 dv\? oz 0zt | du dv
_[;<Bu)1<ds> + ;(811)](&9) 2 - ou v | dsds (1)
— —_——

E G F

Die Berechnung der Hauptkriimmungen (extremale Kriimmungen) entspricht also dem Losen der Extremwertaufgabe mit
der Zielfunktion
f(&m) = L& + 2F¢n + Gy’

unter der Nebenbedingung
g(&,n) = BE +2Fén + G = 1

Wird f fiir (§,7) unter dieser Nebenbedingung extremal, so muss ein Lagrange-Multiplikator A existieren, mit

) )
0= a%(f,n) - /\afg(&n) = 2L¢ + 2Mn — 2ABE — 2\

0 0
0= SE (€)= AGL(Em) = 2ME + 2N — 0P —2AGry

Oberes entspricht einem homogenen, linearen Gleichungssystem in den Unbekannten &, 7. Wegen Gl. 1 ist (§,71) # (0,0), das
heiftt die dem Gleichungssystem entsprechende Koeffizientenmatrix muss singulér sein:

' L—AE M —\F
0 = det = (EG — F*)A\* — (EN — 2FM + GL)A + (LN — M?)
M —\F N -\G

Diese quadratische Gleichung besitzt allgemein 2 Losungen A; 2, mit

LN — M? N _ EN —2FM +GL
EG_—F2 > "t EG — F?2

Behauptung: Die A\ 2 sind genau die gesuchten Hauptkriimmungen. Tatséchlich folgt aus

A Ao =

(L—/\E)fz‘-i-(M—/\iF)m:O"ﬁi

(M_)‘F)fi-F(N—)\iG)m:O"m



die Beziehung
0= (L& +2M&m; + NE) —Ni (EE + 2F&m; + Gny)

f(&imi)=k;

1
nach Nebenbedingung

Die Gaufs-Kriimmung ergibt sich demnach als

1 1 LN-—M?
Ki=kky= —  — = 2
YT R Ry, EG-F? 2)

Die mittlere Kriimmung folgt analog

1 1/1 1 EN —2FM + GL
H:: — = — —_— —_— =
gkt k) =3 <R1 * R2> 2(EG — F?) ®)

Bemerke: Hauptkriimmung, Gaul-Kriimmung und mittlere Kriimmung sind alles parametrisierungsinvariante, die Flache

lokal beschreibende, Grofsen.

1.2.4 Satz: Berechnung von Normalkriimmungen (Satz von Euler)

Es seien ki, ks die Hauptkriimmungen einer Fliche M C R3 am Punkt Py. Dann gilt fiir die Normalkriimmung k in eine
beliebige Tangentialrichtung:
k = ki cos® ¢ + kysin® ¢

wobei ¢ der Winkel zwischen der speziellen Tangentialrichtung und der zu k; gehorigen Tangentialrichtung ist.



2 Differenzierbare Manigfaltigkeiten

2.1 Karten & Atlanten
Gegeben sei eine Menge M.

2.1.1 Definition: Karte
Eine Karte von M ist ein Paar (U, ¢) mit U C M und

p:U—->WCR" W:offen AN ¢ bijektiv

2.1.2 Definition: Atlas

Ein Atlas von M ist ein System von Karten (U;,¢;), ¢ € I mit M = UUi und aus U; NU; # 0, i # j folgt dass
=

@j o <pj_1 : R™ — R™ beliebig oft differenzierbar ist. (Kartenkompatibilitét).

Bemerkung: Man schreibt deshalb auch C'*°-Atlas. Kompatible Karten haben gleiche Dimension.

Beispiele:

e M sei eine Kugeloberfldche.

e Sei >0, M :=R x (2u,00) x Sy wobei Sy die Oberfliche der Einheitskugel sei. Jede Karte (U;, ;) auf Ss erzeugt
eine Karte (V;, ;) auf M:

‘/i =R x (2/1"00) X Uia wi(tara P) = (tarap7 (I) mit (p7 Q) = Sol(P)

2.1.3 Definition: Maximaler Atlas

Zu gegebenen Atlas kann fiir jede Karte entschieden werden, ob sie zu jeder Karte des Atlas kompatibel ist. Ist dies der Fall,
so fiige man diese Karte dem Atlas hinzu.
Deshalb Standpunkt: Jeder Atlas last sich zu einem mazimalen Atlas erweitern, in dem jede Karte enthalten ist.

2.2 Topologische Raume
Auf M sei gekléart ob eine reelle Funktion stetig ist.

2.2.1 Definition: Topologischer Raum

Eine nichtleere Menge M ist ein topologischer Raum wenn von ihren Teilmengen eine Familie O C P(M) ausgezeichnet ist
mit den Eigenschaften

e ), MecO
e U,Us €O = U NU €0
.UiGO:>UUi€0

icl

Diese Ausgezeichneten Teilmengen heiflen offen.
Bemerkung: Ein topologischer Raum wird also beschrieben durch das Paar (M, O).

2.2.2 Definition: Hausdorff
Ein topologischer Raum (M, O) ist Hausdorff <

in%IjGM:HUi,UjGO:IZ'EUi A\ IjGUj A U7ﬂU]:®



2.2.3 Definition: Konvergenz von Folgen
Eine Folge (x,,) C M konvergiert gegen x € M wenn

VUeO, zeU:An,:Vn>ny = x, €U
Folgerungen:

e In einem Hausdorff Raum ist der Grenzwert einer Folge eindeutig bestimmt.

e In einer Menge M, in der man alle moglichen Untermengen als offen definiert, muss jede konvergente Folge ab einem
bestimmten Glied konstant sein, da selbst einzelne Elemente offene Mengen sein wiirden.

e In einer Menge M, in der man nur die leere Menge und M als offen definiert, ist jede mégliche Folge konvergent.

e Betrachten die 2-dimensionale XY Ebene der reellen Zahlen, und definieren als offen jede Menge J die als Kreuzprodukt
von der gesamten Y-Geraden und einer offenen Menge M C R der X-Achse geschrieben werden kann: J = M x R.
Dabei gelte in R die konventionelle Metrik d(a,b) = |a — b|. Dann konvergieren in dem Raum genau die Folgen deren
X-Komponente in R konvergiert.

2.2.4 Definition: Stetigkeit

Eine Abbildung f : M — N zwischen zwei topologischen Riumen ist stetig wenn das vollstindige Urbild f=1(G) jeder
offenen Teilmenge G C N auch offen ist.

2.2.5 Definition: Abzihlbare Basis

Ein topologischer Raum (M, Q) hat eine abzihlbare Basis wenn eine Folge von offenen Mengen U, existiert, so dass jede
offene Menge als Vereinigung von solchen U,, darstellbar ist.

2.2.6 Definition: C*°-Mannigfaltigkeit

Eine C*°-Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorffraum mit abzihlbarer Basis und einem C°°-Atlas mit Karten (U, ) wobei U
offen und ¢ homeomorph! sind.
Beispiele

e Untermanigfaltigkeiten: Gegeben seien f; : R” — R, ¢ = 1...I wobei f; beliebig oft differenzierbar sind. Dabei soll

I <nund
of1 of1
651 . afn
rang e =1 (iberall)
ofi ofi
01 T 9n
of1 of1
061 T 9§
oBdA | .. . . |#£0 (lokal)
ofi of
96 94

sein. Ferner seien
fi€),., ) =0, i=1,.,1

fiir irgendeinen Punkt (£9,..,£%) € R™. Dann gibt es eine (lokale) eindeutige Auflésung

&1y &) = 0(E41, 0 &n) , @RS R
die erfiillt

fi(@(fl+1; ..7§n),£l+1, ,fn) =0 5 L= 17 ..,l
und die Menge

M :={(&,...&) eR™: fi(&,..,&) =0i=1..0}

ist eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit m =n —[.

IEine Funktion f ist homeomorph wenn sie bijektiv ist, und f, f~—! stetig sind.
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3 Tangentenvektoren

3.1 Der Tangentialraum

Sei M eine C*° Mannigfaltigkeit und F (M) die Menge aller reellwertigen C'*° - Funktionen auf M. Analog sei F(P) definiert
als die Menge aller C*° Funktionen die in einer Umgebung von P definiert sind. Ist f € (M) dann ist f o ! beliebig oft
differenzierbar fiir beliebige Karten ¢ von M.

3.1.1 Definition: Tangentenvektor

Es sei P € M. Eine Abbildung x : F(M) — R mit
o (L) x(Af +pg) = A-z(f) +p-x(g)
o (P)a(f-g)=x(f) 9(P)+ f(P)-x(g)

heifst Tangentenvektor in P.

Nennen: Mp die Menge aller Tangentenvektoren in P.

Beispiel: M sei Untermannigfaltigkeit von R™ und v Kurve auf M mit 4(0) = P. Dann ist 4 gegeben durch
oy o V() —~(0)
(0) i= fim ==
Fir f € F(M) (glatt), erfiillt die Zuordnung
) —
£t L0 = F(0)

h—0 h

die Eigenschaften (L) und (P), und ist ferner Tangentenvektor im Sinne obiger Definition.

3.1.2 Satz

Der Raum aller Tangentenvektoren Mp im Punkt P ist ein linearer Raum.

3.1.3 Satz
Ist € Mp und f konstant, so ist z(f) = 0.

3.1.4 Satz

Wenn f, g auf einer Umgebung U um P iibereinstimmen, dann gilt fiir © € Mp : z(f) = z(g).

Bemerkungen: Fiir z € Mp ist f nur lokal bei P von Bedeutung. Statt F(M) gentigt F(P) : 2 Funktionen sind P-
dquivalent, wenn sie auf einer Umgebung von P iibereinstimmen. Das ist eine Aquivalenzrelation, und man kann folgende
Klasseneinteilung machen:

N(P):={f € F(M) : 3 Umgebung U von P : f(q) =0Y qe U}, F(P):= F(M)/N(P)

F(P) ist also die Menge aller zu N (P) affiner Unterriume von F(M) bzw. aller Aquivalenzklassen von F(M) bzgl. deren
Verhalten um P. Das heisst alle Funktionen einer Klasse ® € F(P) sind in einer Umgebung von P identisch.

3.2 Erzeugen von Tangentenvektoren
3.2.1 Definition: Kurve

Eine C*°-Kurve v auf einer C*°-Mannigfaltigkeit M, ist eine Abbildung v : I C R — M, wobei I ein Intervall sei, so dass
o~y glatt ist fiir alle Karten . Fiir f € F(P), P = ~(0) ist (f o7)(0) erklirt, denn foy = (fop~!)o(¢o7). Die Zuordnung
f— (fov)(0) erfiillt (L) und (P), ist also Tangentenvektor, bezeichnet mit = = +/(0).

Berechnen mit einer Karte ¢:

dut

Moo ) uipy - 00) @

2(f) = (for)(0) = ((foe™)olpon) (0=

=1

o ()07
ou’
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3.2.2 Definition: 9;

0
Zu P und Karte ¢ bezeichnet a—(P) oder 0; oder 0,: den Tangentenvektor
ul

fop™!)

fr= out

(e(P))
Nach obiger Rechnung (4) gilt
2(f) =Y 0. - S (0)

i=1

mit
p(r(t) = (u' (1), s u™ (1))

Ergebnis: Jeder durch eine Kurve « erzeugte Tangentenvektor ist eine linear-Kombination von 9y, ..., 0y,.

3.3 Die Tangentenvektoren 0, ..., 0, als Basis
3.3.1 Satz

Die Tangentenvektoren 01, ..., 0, sind linear unabhéngig.

3.3.2 Hilfssatz

Zu jeder glatten, reellwertigen Funktion g auf einer Kugel B um 0 € R" existieren auf B glatte reellwertige Funktionen
g1,--+59n mit

1
i(0) = 500, i) = [ S (o)

so dass auf B gilt

o(u) = 9(0) + 3" gi(w) -

3.3.3 Theorem iiber die Koordinatenvektoren 0;

Die Tangentenvektoren 0 (P),...,0,(P) : F(M) — R bilden ein Erzeugendensystem von Mp, und somit davon eine Basis.
Definiert man nimlich die Funktionen fi, ..., f, in einer Umgebung von P, mit f,(Q) := u* wobei ¢(Q) = (u!,...,u™) so
lasst sich jeder Tangentenvektor x € Mp darstellen als

n

T = Z (zfi) - 0i(P)

i=1
Bemerkung: Die Zahlen x f; sind die Koeffizienten der Linearkombination. Angewandt auf eine beliebige Funktion f ergibt

sich
n n o oL
of = (efi) - oi(P)f =D (af)- % (¢(P))

3.4 Vektorfelder
Durch ein Vektorfeld X wird jedem Punkt P € M ein Tangentenvektor X (P) € Mp zugeordnet.

3.4.1 Definition: Vektorfeld

Ein Vektorfeld ist eine Abbildung X : M — U Mp mit X(P) € Mp.
PeM

Bemerkung: X macht aus einer Funktion f : M — R eine neue Funktion X f : M — R durch folgende Definition:

(Xf)p) = X(p)f

12



Rechenregeln: Es gelten folgende (aus der punktweise Giiltigkeit resultierende) Regeln:

X(Af+ng) =AXf+pXg

X(fg)=(Xf)-g+f(Xg)
fir \,p € R, f,g € F(M).
Zusatzforderung: Fordern dass aus f € F(M) folgt X f € F(M) (aus Glattheit folgt Glattheit), und definieren X' (M)
als die Menge aller Vektorfelder auf M die diese Bedingung erfiillen. Analog definiert man X (P) lokal in einer Umgebung

um P.
Die Vektorfelder 0y, ..., 0, heilen Koordinatenvektorfelder. Sie sind in jedem Punkt linear unabhéngig.

Beachte: Zu Vektorfeldern Xj,..., X,, die iiberall linear unabhéngig sind, gibt es im allgemeinen keine Karte, so dass

3.5 Lie-Klammern

Seien f € F(P), X,Y € X(P). Dann gilt Xf € F(P) (per Definition). Ferner gilt YXf € F(P), und die Zuordnung
f— (X f)(p) ist ein Tangentenvektor.
Beachte: Die Zuordnung f — (Y X f)(p) ist allgemein kein Tangentenvektor!

3.5.1 Satz

Fiir Vektorfelder X,Y ist die Abbildung
f—= XY f(P)-YX[(P)

ein Tangentenvektor im Mp.

3.5.2 Definition: Lie-Klammer
Die Lie-Klammer [-,-] : X(P) x X(P) — X(P) ist die Operation die X,Y € X(P) das Vektorfeld
(X, Y](P)f = XY f(P) = YX[(P)

zuordnet, d.h.
X,Y]f = XYf-YX[f
oder besser

[X,Y]=XY -YX

3.5.3 Satz

Fiir zwei Koordinatenvektorfelder 0;,0; ist [0;,d;] = 0. Dies folgt unmittelbar aus dem Satz von Schwarz
0 0 -
90,1 = gz (g Uo7 ) =030.8

3.5.4 Eigenschaften der Lie-Klammer
o« [X,Y]= [V, X
o« [X+Y.2]=[X,Z] +[V.Z]

o [\X,uY]=Mu[X,Y] wobei A, u € R Konstanten seien.
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3.5.5 Satz
Fiir skalare Felder f,g und Vektorfelder X,Y gilt

[fX,9Y] = fg[X, Y]+ [(Xg)Y —g(Y /)X

Bemerkung: X f definiert durch (X f)(P) := X(P)f ist ein skalares Feld, wobei (fX) definiert durch (fX)(P) :=
f(P) - X(P) ein Vektorfeld ist.

Folgerung: Fiir
X=>X"0, V=) Y*. 0, X',Y': MR
1=1 =1

gilt

X, Y= | (XoyT —y'o.x7) | o;
j=1 Li=1
Bemerke: Jedes Vektorfeld kann an jedem Punkt als Linearkombination der Koordinatenvektorfelder geschrieben werden.
Die Koeffizienten sind dabei abhéngig von P € M und werden in Form der X, Y* als skalare Funktionen betrachtet.

3.5.6 Satz: Die Jakobi Identitéat

Es gilt
[X,Y], Z] +[[Y, 2], X] + [[Z, X], Y] = 0

Bemerkungen: Seien XY, Z € X(M), f,g € F(M) und P € M.

Der Ausdruck (X f) ist eine skalare und der Ausdruck X eine vektorielle Abbildung.

Der Ausdruck X (P) ist ein Tangentenvektor, also eine Funktion von F(M) in R. Somit ist Xpf =: (X f)(P) ein Skalar.
Da Xg eine skalare Funktion ist, ist Y (Xg) auch wieder eine skalare Funktion. Analog ist auch Z(Y(Xg)) eine skalare
Funktion. Doch die Ausdriicke Y X f(P) :=Yp(X f) und ZY X f(P) := ZpY X f sind beide skalare Werte.
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4 Tensoren

4.1 Summenkonvention

Per Konvention, ist iiber Indizes, die in einem Ausdruck zweimal auftreten, einmal als unterer und einmal als oberer,
aufzusummieren. Dabei ist die Konventionelle Positionierung von Indizes wie folgt:

Index unten Index oben
Nummerieren von Vektoren Indizieren der Komponenten eines Vektors
Komponenten von Linearformen Nummerieren von Linearformen
Spaltenindex einer Matrix Zeilenindex einer Matrix

4.2 Multilinearformen

Gegeben sei ein linearer Raum E, dazu der Dualraum E*.2

4.2.1 Definition: Tensor

Sei
fiE"X . . XE*XEx..xE—-R

p—mal q—mal

linear in jeder Komponenten. Dann heift f (p, q)-Tensor. Ein (p, q)-Tensor ist p—fach kontravariant und g—fach kovariant.

Beispiel: Die lineare Abbildung T € L(E, E) erzeugt einen (1,1) Tensor (Tz,a) € R wobei a € E*, x € E.
Bemerkung: Fiir z € E, a € E* definiert man
(,a) = a(a)

Der Ausdruck ist linear in beiden Komponenten.

4.2.2 Satz

Der Raum aller multilinearer Abbildungen von (E*)P x EY nach E, ist Isomorph zu Eg“ mit einem von der Auswahl einer
Basis in F unabhéngigen Isomorphismus.
Bemerkung: Zu p, g € Ny definiert man EY als den Raum aller (p, q) Tensoren iiber E.

4.2.3 Definition: Duale Basis

Sei E ein n-dimensionaler Vektorraum. Zur Basis 21, .., 2, € E ist die duale Basis a',...,a’ € E* definiert durch

aJ (xz) = (Sij
Beispiel: Zu z1,...,z, € E und a',...,a? € E* ist

1@ .. @1, Ra" @...@al(b, .. 0 Y1, ., Yy) = <m1,b1>-...-(xp,bp>~<y1,a1>~...-(yq,aq>

ein (p,q) Tensor.

4.2.4 Satz

1 ...,a" die duale Basis in E*. Dann bilden die Tensoren

Sei z1,...,x, € E eine Basis des linearen Raumes F und dazu a
Ty ®..07T, ®a" ®...0a

eine Basis von E?. Folglich gilt dim E? = nP*9.

2Eine Linearform auf E ist eine Lineare Abbildung L : E — R und der Dualraum E* ist der Raum aller Linearformen auf E. Es gilt
dim(F) = dim(E*).
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Beweis:
a) Lineare Unabhingigkeit: Sei o
My, ©..Qa, ®a ®@..®ad1 =0
wobei nach wie vor die Summenkonvention gelte. Insbesondere

i

-/
i1 ; ; i’ i’ i,
0= 2, ®.0z,0d"®..8a" (a“, ey @7 X1 -~-7xjg) =\, "k

-Ja Jiredg
i at Yy (g de Y (waay - {ag,ade
219 1p) J17 Jg>°

y )
. X (2% I ) Ji\ — ..
Da : <$lk7a > = (5%2;7 <x]i,a > = 5%% O

b) Erzeugende: Jeder (p,q) Tensor ist Linearkombination:

F=A0T @0, @ ©.. 0

J1s+++30q
Insbesondere:

-/ ./
Uy 5eensly

. . . . . . -/ -/
zl ? . . f— 1/17”"21‘7 . . . J1 ]q ’Ll ? . . —
f(a sy @ P,ajji,...,:v];]) _)‘jl,...,jq T ®..Qx, ®a ®@...0ad (a",...,a', xjr, ... x5 | = 3t

Also: Einzige Chance ist ' 4 4 4
f=f (a“7...,azp,xj17...7qu) Ty ®..Qr, ®d ®..Qad"

Gleichheit stimmt fiir Basiselemente. Wegen Multilinearitét stimm jedoch Gleichheit auch allgemein! [

4.2.5 Definition: Tensor-Koeffizienten
Die Koeflizienten S
L1yeenslp il ip . .
fjl,..-,jq = f(a ey ,xh,...,x]q)

sind die Komponenten des (p, q) Tensors f bzgl. der Basis x1, ..., &,

4.2.6 Satz

Seien z1,...,2, € E und y1,...,y, € E Basen des linearen Raumes E, und dazu a',...,a” und b',...,b" die entsprechenden

Dualbasen. Die Matrizen A = (a{) und B = (ﬂlk) seien charakterisiert durch y; = aij und bF = ﬁlkal. Dann sind die

Matrizen invers zu einander!

Beweis:
Sire = (y;, 0F) = (alaj, Bfa") = ol Bl - (zj,a') = a{ﬁ}“ = ﬂj’-“af = (BA); O
4.2.7 Satz
Es seien f;ll;: die Komponenten von f bzgl. der Basis x1, ...,x, € E. Dann sind die Komponenten von f bzgl. der Basis

Y1, -, Y die Zahlen:

Z]‘ . . /Lp . l1-~-lp . kl . . kq
By - . fkl...kq Qo)
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4.3 Operationen

Der Raum E{I’ ist ein linearer Raum. Dabei sei erklart:

o (f+g) (a'..,aP x1,...,zq) == f (a',...,aP, 21, ...,xq) +g(al,..,aP, 21, ..., z4)
Die Koeffizienten sind dann

e, iy
e (Af) (al, ey @P 11, ...,xq) =X f (al, vy @P 1, ...,mq) und entsprechend

()‘f)ﬁ Jq_)\ le e

4.3.1 Definition: Tensor Multiplikation
Fiir f € EP, g € E7 ist f ® g € EXT definiert durch

(f®g) (al, @l ...,xﬁs) = f (al, ey P xy, ...,xq) g (ap“7 ...7ap+T,xq+17 ...7mq+s)

Die Operation ® : E} X Ef — Ef;_tsr bezeichnet die Tensormultiplikation. Die Koeffizienten ergeben sich als

(f® )1 cptr 1 Ipt1-iptr

J1---Jq+s J1-- Jq g]q+1 Ja+s

Bemerkung: ® verallgemeinert die friiher eingefiihrte Bedeutung von ®.
Rechenregeln:

e (f@®g)@h=[f®(g®h)

e (f+9)®h=(f®h)+(g®h)
e f®(g+th) =(f®g)+(f®h)
e M)®g=Af®g) = (\y)

4.3.2 Definition: Kontraktion
Betrachten (p, g)-Tensor f € EF. Sei r € {1,...,p}, s € {1,...,q}. Dann definiert man den Tensor Cj f € Eg:ll durch
crf (al, e d T aT AP X, e T 1, Ty e mq) = f (al, o a" T A AP w1, Yk Tt ...,xq)

wobei: y1, ...,yn € F eine Basis in E und dazu b4, ..., b,, die Dualbasis in E* seien.
Bemerkung: C7 f héngt nicht von der Auswahl der Basis y1, ..., y, ab. Somit ergibt die obere Notation Sinn ohne Angabe
einer Basis.

Beispiel: Die lineare Abbildung T' € L(E, E) ist ein (1,1) Tensor, dessen Komponenten die Matrixelemente sind. Seine
Kontraktion ist die Spur der Matrix.

4.3.3 Definition: Uberschiebung

Die Operation f,g — C¥(f ® g) heifst Uberschiebung von f und g. Dabei wird jeweils ein Argument von f und ¢ entfernt.
Das heift fiir f € E?, g € E7,CY(f ® g) ist

(usp Av>qV(u>p A v<q

Beispiel: Fiir T € (E, F) und z € F ist Tz die Uberschiebung von T und .
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4.4 Bilinearformen

Sei g € E9 mit Komponenten g, bzgl. der Basis 1, ...,2, € E : gix = g(x;, ). Dann ist

g(A,B) =g (Aia:i,Bka:k) = A'B¥g (z;,21) = gikA'B*, A\ B€ E

L= Tl

Basis Transformation: Umrechnung der Matrix (g;x) auf eine andere Basis 21, ..., z;, : 2, = 7;

r_ ) k _ ik _ i k
9,1 =9 (ijh g iUk:) = GikT;T; = T;9ikT]

In Matrizenschreibweise:

/ / 1
911 91n T1 T1 Jg11 Jdin T1 Tn
/ / n n 1 n
9p1 - nn T1 Tn gn1 - - Inn Tn - Tn
B TT A T

4.4.1 Theorem: (Sylvester)

Zu jeder symmetrischen Bilinearform g auf n-dimensionalen reellen Raum E gibt es eine Basis z1,...,x, € E, so dass die
Komponentenmatrix von g bzgl. dieser Basis die Gestalt

1 ... 0 0 ... 0 O ... O
0 1 0
0 -1 0
0 -1 0
0 0 0
o ... oo ... 0 0 ... 0

hat, wobei p ”1”-en und g ”—1"-en illustriert seien.
Bemerkung: Die Werte p, ¢ sind unabhéngig von der Auswahl der Basis.

4.4.2 Definition: Definitionen zu Bilinearformen
Eine Bilinearform g auf F ist:
e Symmetrisch wenn g(z,y) = g(y,z) Vz,y € E

e Nicht ausgeartet wenn rang(g;x) = n
Dann bestehen die Diagonalelemente bzgl. der oben erwahnten Basis nur aus +1

o Positiv definit wenn © # 0 = g(z,z) >0
Dann bestehen die Diagonalelemente nur aus +1

e Positiv semidefinit wenn g(z,z) >0V x
e Negativ semidefinit wenn g(z,z) <0V x
e Negativ definit wenn z £ 0 = g(z,z) <0

Man definiert als die Signatur einer symmetrischen Bilinearform, das System von Zahlen ¢4, ..., &, wobei ¢; das i-te Diago-
nalelement ist (£1 oder 0).
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4.4.3 Satz

Fiir eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform g : £ x E — R ist die lineare Abbildung x J, g(z,-) ein Isomorphismus:
J : E — E*. Zu jeder Linearform f € E* gibt es somit genau ein x € E so dass f = g(z,-) ist: x = J 71 f

4.4.4 Satz
Der n-dimensionale R-lineare Raum F sei ausgestattet mit einer nicht ausgearteten symmetrischen bilinearform g. Fiir die
Basis z1, ..., x, in E gelte:
[0 i#
g(xlaxj)_{ i Z’i:j

Dann ist e1Jx1,...,e,Jx, die zu 1, ..., x, duale Basis.

4.5 Indexziehen
4.5.1 Indexziehen von oben nach unten

Der lineare Raum F sei ausgestattet mit einer nicht ausgearteten Bilinearform g. Sei f € EP ein (p, ¢)-Tensor. Ein Linear-
formeingang o wird ausgewihlt (z.B der letzte) und wird ersetzt durch Jzo. Dadurch entsteht ein (p — 1, ¢ + 1)-Tensor h,
definiert durch:

h (al, a7 20, 21, ...,:rq) =f (al, a7 Jxg, 2, ...,xq)

Nun stellt sich die Frage: Wie berechnen sich die Komponenten von h aus den Komponenten von f?
Sei eq,...,e, eine Basis in E und d',...,d" die entsprechende Dualbasis. Dann hat Jej, = g(ej,,-) die Komponenten
g (ejos ) = Gjok- Also Jej, = gjond.

11 dp—1 i iy _ i Gp— k
hjoj1f,-jq = h(dl,...,dp l,ejo,ejl,...,ejl) = f(dl,...,d” lagjokd ,ejl,...,ejq)
o i1eipork _ it i1 gk i

- gjok‘ : fj17---ajq - gjok : f (d 7...,d P ,d ,6]17 ...,ejq)

Oberes Verfahren nennt man Indexziehen von oben nach unten.

4.5.2 Indexziehen von unten nach oben
Beruht auf 2-fach Kontravarianten Tensor [ € EZ definiert durch:

l(a,b) := g (J 'a, J7'b)

4.5.3 Satz

Die Komponentenmatrizen (g;;), (I*™) sind zu einander invers.

Beweis: Die Matrizen beziehen sich auf Basis z1, ...,z, € E, dazu dual a!,...,a" € E*.
l(in,ak) =g (xz-, J_lak) = <xi, J (J_lak)> = << xi,ak> = 521-“
Auferdem ‘ ' .
l (in,ak) =1 (gijaj,ak) = g4l (a37ak) = gijl]k O

Sei nun f € EP, dazu h € Eé’fll definiert durch

h (ao, v ad? oz, xq_l) = f (al, UL T J_lao)
Frage: Wie sehen die Komponenten von h aus? Sei dazu ey, ..., e, € E die Basis und d', ..., d" die entsprechende Dualbasis.
Behauptung: J~'d* = [¥7e,,
Beweis: ‘ ‘
J(Fmen) = 1" Jew = 1" gpjd = 68 d = d”
Demnach folgt schlieflich:

i0..tp io i ) ) _ i1 i ) ) im _ dom | pliedp
hjln-,jq—l =h (d R SN ...,ejqfl) =f (d e AP €y €55 g em) =g o m
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5 Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten

5.1 Tensorfelder

Bezeichnung: Mp : Tangentialraum zu P € M, und (Mp)* = (Mp)(l) Kotangentialraum (Dualraum zu Mp).

5.1.1 Definition: Kovektorfeld (Form, 1-Form)

Sei M eine C*° Mannigfaltigkeit. Dann ist ein Kovektorfeld K eine Abbildung K : M — (Mp)(l), die jedem Punkt Q € M
eine Linearform K(Q) € (M p)(l) zuordnet, und fir jedes glatte Vektorfeld X, (X, K) beliebig oft differenzierbar ist, wobei

(X, K) € F(M), (X, K)(P):= K(P)(X(P))

Bezeichnung: (M) : Raum aller Kovektorfelder auf M.
Analog: (P): Raum aller Kovektorfelder definiert lokal um P € M.
Zu Karte um P sind die Formen dul, ..., du™ € K(P) definiert durch

9 E\ _ /9. a.k\ ._ sk
<8ui,du>—<8l,du>.—6i

Bemerkungen:
e du',...,du" sind die duale Basis von (M,)"

e Fiir beliebiges Kovektorfeld K € KC(P) ist also K = K;du’, mit den skalaren Koeffizientenfunktionen K;.

5.1.2 Definition: Tensorfeld

Ein (p, q)-Tensorfeld T ist eine Abbildung T': M — (MP)Z die jedem Element P € M einen (p,q) Tensor auf Mp zuordnet.

Dabei fordert man: Sind K1, ..., K?, X1, ..., X, glatt, so ist T' (Kl, e KPP0 X, ...,Xq) ebenfalls glatt.

Bezeichnung: 7P(M) : Raum aller (p, q) Tensorfelder auf M.

Analog: 7P(P) : Raum aller (p,q) Tensorfelder definiert in einer Umgebung von P € M. Ein (p, q) Tensorfeld T' € 7P(P)
erzeugt durch Einsetzen eine multilineare Abbildung

AKX . XxXKxXXx..xX—=F

Bemerke: Nicht jede solche multilineare Abbildung wird durch ein Tensorfeld erzeugt!

5.1.3 Definition: 7/-homogene Abbildungen

Eine multilineare Abbildung A: K x ... x L x X X ... x X — F ist F homogen wenn:
A(AKY, . fpKP ' Xy, 09Xg) = fiefogtg? - A (K, KP, X1, 0, X))

fiir skalare Felder f1,..., fp, g%, .., g%.

5.1.4 Satz iiber F-homogene Abbildungen

Jede durch ein Tensorfeld erzeugte Abbildung ist F-homogen (folgt aus Definition des Tensorfeldes).
Umgekehrt: Ist A F-homogen, dann gibt es dazu ein Tensorfeld was die Abbildung in der beschriebenen Weise erzeugt.
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Beweis: Sei A: K x ... x KX X x...x X — F eine F-homogene lineare Abbildung. Sei P € M beliebig, und
a',...,a? € Mp, Z1,...,2q4 € Mp

Wir setzten al,...,aP, x1,...,z, fort zu Kovektorfeldern K*,..., K und Vektorfelder X1, ..., X, und machen den Ansatz fiir
ein erzeugendes Tensorfeld T : M — (M p)Z

T(P)(a',....a", @1, ....;xq) = A (K", .., KP X1,...,X,) (P)
Unabhéngigkeit von der Vortsetzung: Wihlen eine Karte um P und definieren dadurch die Koordinatenvektorfelder
o1y, Op, dut, ... du™
Demnach ist

A(KY, ., X,)(P)= A (K}lduil, o KT du'r, X]' ), ...,ngajq)
= K}, (P)..K? (P)X{"(P)..X}:(P) - A (du™, ...,du",;,, .., 9;,) (P)

1 Do g i Ty
= Q- 7 Ty A(du s du', 05,

9j,) (P)

unabhéngig von der Fortsetzung!
Bemerkung: Die Lineare Abbildung
A(K,X)Y):=(X,Y],K)

ist nicht F-homogen, d.h die Lie Klammer ist kein (2, 1)-Tensorfeld!

5.1.5 Definition: (Semi)-Riemansche Mannigfaltigkeit

Eine Semi-Riemansche (Pseudo-Riemansche) Mannigfaltigkeit ist eine endlich dimensionale C'*° Mannigfaltigkeit mit zwei-
fach kovarianten, symmetrischem Tensorfeld g, wobei g(P), P € M nicht ausgeartet ist. Dabei nennt man g: Metrik oder
Fundamentaltensorfeld.

Zu g gibt es dann auch ein (2,0) Tensorfeld ¢’, 2-fach Kontravariant.

5.1.6 Definition: Bogenlinge
Fiir Kurven v : [t1,t2] — M mit g(7',7') > 0 definiert man die Bogenlidnge

)= | e D) di

Formal schreibt man:

dut du*
ds = /g (v (t),7'(t)) dt =\ gix— —— dt
5 g (' (1), (1)) ik o

du’ du® ;
2 _ . e 2 — 4. 1 k
= ds° = g I dr dt girdu'du
Begriindung: Diese Schreibweise wird ersichtlich wenn man bedenkt:
i i d(flon) d(ffon du’ du®
g OA D) =g (V)0 (VIF) o) = (V' F) - (v 1) - gin = ( o ) 4 7 ) Gik = Ok
(Vel. 3.3.3)
Beispiele: Bogenelement in kartesischen Koordinaten:
100
ds> =da® +dy* +dz2, gin=| 0 1 0
0 0 1
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Bogenelement in Kugelkoordinaten

1 0 0
ds? = dr® + r2d9* + r?sin® 9de?, gir=| 0 72 0
0 0 r2sin9

5.1.7 Definition: Riemansche Mannigfaltigkeit

Eine Riemansche Mannigfaltigkeit ist eine Semi-Riemansche Mannigfaltigkeit mit g(P) positiv definit.

5.1.8 Definition: Lorenz-Mannigfaltigkeit

Eine Lorenz-Mannigfaltigkeit ist eine Semi-Riemansche Mannigfaltigkeit wobei g die Signatur -+ - - - oder - + + + hat.

5.1.9 Definition: Orientierte Mannigfaltigkeit

Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit bei der Mp orientiert sind und kompatibel sind.
Bemerkung: Die Orientierung bezieht sich auf die Einteilung der Basen in zwei Aquivalenzklassen bzgl. ihrer Orientierung.
Dabei sind zwei Basen A und B dquivalent bzw. gleich orientiert :<

det (T%) >0

Diese Aquivalenzrelation ist wohldefiniert und es gibt tatsichlich nur zwei Aquivalenzklassen. Letzteres sichert der Determi-
nantenmultiplikationssatz sowie die Tatsache, das Basistransformationen umkehrbar sind. Man nennt nun jede dieser beiden
Aquivalenzklassen eine Orientierung.

Es sei also festgelegt welche der beiden Orientierungen in den Mp die auserwdhlte sei. Durch die Festlegung einer Karte
und somit eines Koordinatenvektorfeldes 0y, ..., 0, setzt sich die Forderung an das Feld an jedem Punkt P € M die auser-
wdhlte orientierung zu haben. Ist dies ohne Konflikte an den Uberschneidungszonen zwischen den Karten méglich, so ist die
Mannigfaltigkeit orientierbar.

5.1.10 Definition: Zeitorientierte Lorenz Mannigfaltigkeit

Eine zeitorientierte Lorenz Mannigfaltigkeit ist eine Lorenz-Mannigfaltigkeit, bei der die Signatur von g genau -+ - - - ist und
in jedem Mp die Menge
{x € Mp : g(z,x) > 0}

aus zwei disjunkten Hyperkegeln besteht, einer von beiden ausgewahlt sei und diese ausgewédhlten Kegel kompatibel zu
einander sind.

5.2 Raumzeit
5.2.1 Definition: Raumzeit

FEine Raumzeit ist eine 4-Dimensionale, orientierte und zeitorientierte Lorenz - Mannigfaltigkeit.

5.2.2 Definition: Arten von Vektoren
Sei x € Mp. Dann heifst x:

e Zeitartig :< g(x,x) > 0. Insbesondere gibt es Zukunftsreisende zeitartige Vektoren.
e Raumartig <= g(x,z) <0 V z=0

e Lichtartig < g(z,z) =0 A z#0
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5.2.3 Definition: Lorenz-Basis
Sei eg, e1, €2, e3 Basis in Mp mit:

e g(ejep) =0firi#k

* g(eg,e0) =1

o g(e;,e)=—1flri>0

Dann heift eg, eq, ea, e3 Lorenz-Basis.

Bemerkungen: Fiir den Vektor x € Mp sei
T = :coeo + :clel + x2e2 + x363

Dann ist

g(z,2) = (2°) = (1) = (%) — (%)
Der Vektor  ist also zeitartig wenn 20 > /(z1)2 + (22)2 + (23)2 oder 2° < —/(z!)2 + (22)2 + (23)2 gilt. Anschaulich
bedeutet dies: x befindet sich innerhalb des Doppelkegels

K = {x € Mp : [2°] > /(@)? + (222 + (303)2} c Mp

Ist x € K, dann ist auch fiir A € R : Az € K. Ein lichtartiger Vektor = wiirde dagegen genau auf der Fliche des Kegels
liegen.
Wir legen (willkiirlich) fest, dass

Kt = {x € Mp:2° > /(21)2 + (22)2 + (m3)2} CK

der Zukunftskegel sei.
Bemerkungen:

e Ein Vektor z € K heilt zukunftsreifend.
o Ist x € Kt dann gilt fiir A >0: \x € KT
e Sindz,y€ KT soist fiir \,u >0: e +puy € K+
e Sind z,y zukunftsreiffend, so ist g(z,y) > 0
Beispiel: Schwarzschild Raumzeit: Betrachten die Raumzeit M := R X (2u,00) x S3, wobei Sy die Oberfliche der

Einheitskugel im 3-dimensionalen Raum sei. Sei f € F, f = f(t,r,Q), Q € So.
Dann definiert man die Basis eg, e1, e2,e3 € Mp:

of of
eof = ot eif = or
mit e; und es als positiv orientierte Basis in der Tangentialebene zu S am Punkt Q. Die Metrik g;; ist definiert als
12 0 0 0
2py 1
0 - (1 - 7‘) 0 0
(9ir) =
0 0 Qo2 (23
0 0 Q32 Q33

wobei (a;;) die negierte Metrik auf der Kugel im R? ist. Insbesondere ist fiir @ = Q (9, ¢):

1— 2 0 0 0
-1
of of 0 —(1-2) 0 0
eaf = 90’ esf = 9o = (gix) =
4 0 0 2 0
0 0 0 —r2sin®9
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5.2.4 Satz tliber euklidische Unterrdume

Fiir jedes x € Mp mit g(x,z) > 0 ist
vt = {y € Mp : g(x,y) = 0}
ein Euklidischer Raum bzgl. —g.

Beweis: Sei y # 0 und g(z,y) = 0. Dann ist zu zeigen: g(y,y) < 0. Wir wihlen eine Lorenz-Basis eq, €1, €2, 3. Dann sei
z = x'e; und y = y'e;. Dann kénnen wir schreiben

g(z,y) = 2% —aly'—2?y?—2®y® =0 — |2°)y°| = |2'y! + 2% + 2P| < V(@) + (222 + (28)2/(¥1)2 + (¥2)2 + (4°)2

Da g(z,z) > 0 ist, gilt

|x0| > \/(II)Q 4 (x2)2 + (xg)z
und da y # 0, g(z,y) = 0 sind, ist (y1)? + (v?)% + (y*)? # 0, denn wiire dies der Fall, so miisste

%9 =0 — 2°=0 — g(z,7)<0

sein. Also folgt

2% [9°] < 2% - V)2 + @2+ (7)? — )7 - ") = )7 — 1*)* = g(y,y) <O

— —g(y,y) >0 O

5.2.5 Satz

Seien z, z zukunftsreisend, und g(x,z) = g(z,2) = 1. Dann ist g(x, z) > 1.
Beweis: Wir ergédnzen = zu einer Lorenzbasis x, e, e2, e3. Dann gilt:

z=9(z,2) v —g(z,e1)-e1—g(z,e2) - e2 = g(z,€3) - 3

Somit
2

1= g(Z,Z) = g(Zax)Q - g(zael)Q - g(Z,BQ)Q - g(Z,@g)Q < g(z,x)
Da z, z beide im Zukuntskegel sind, gilt g(«x, z) > 0 und demzufolge

glz,z)>1 O
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6 Spezielle Relativitatstheorie

6.0.6 Einfiihrung: Newton

In der klassischen Newtonschen Theorie war ein Teilchen bzw. Beobachter eine Bahnkurve mit einem Fahrplan 7(¢) im R3.
Dabei war 7 seine Geschwindigkeit. Wir modifizieren nun die Definition eines Teilchens und verallgemeinern das ganze auf
4 Dimensionen:

7 (t)

(t,7(t)) € RY, #(t) = (L,7(1) € R*
Die Metrik sei nun gegeben durch
g ((s1,v1), (52,v2)) = 8182 — v1v2

Der Betrag der Geschwindigkeit speed ist demnach gegeben durch

speed = /g (¥, ) /1

Sind 7 (t) = (1,71(¢)) ein Beobachter und #5(t) = (1,75(¢)) ein Teilchen, so ist die Relativgeschwindigkeit v des Teilchens
bzgl. des Beobachters gegeben durch
Py (t) — 71 (t) = (0,75(t) — 71 (1))

Frage: Wie steht diese zur Geschwindigkeit des Beobachters?

g (71.(8), (0,75(t) = 71 (1)) ~ g ((1,0),(0,0)) =0

6.0.7 Definition: Beobachter & Teilchen

Ein Beobachter bzw. Teilchen ist eine Kurve v : I C R — M wobei I ein Intervall und M eine Raumzeit sind. Dabei ist die
Geschwindigkeit des Teilchens bzw. Beobachters v/(t) € Mp zukunftsreisend zeitartig:

g(y'(#),7'(t) =1

Ein Teilchen habe auch eine Ruhemasse m und eine Ladung e.

6.0.8 Definition: Momentanes Teilchen und Beobachter

Ein momentanes Teilchen bzw. momentaner Beobachter in P ist ein zukunftsreisender Vektor z € Mp mit g(z,z) = 1. Ab
nun an werden wir mit Beobachter einen momentanen Beobachter meinen. Das gleiche auch fiir Teilchen.

6.0.9 Definition: Relativgeschwindigkeit
In der Newtonschen Theorie war die Relativgeschwindigkeit die ein Beobachter x am Teilchen z registriert, gegeben durch
rt+v==z

Im Rahmen der speziellen Relativititstheorie, ist die Relativgeschwindigkeit v € z1 des Teilchens z fiir den Beobachter z
charakterisiert durch
z= ANz +v), A>0

6.0.10 Satz iiber die Relativgeschwindigkeit

Es gilt:
z

9(z, 2)
Beweis: Wir beginnen mit der Definition z = A(x + y) und bekommen

9(z,2) = Az +v),2) = A(g(z,2) + g(v,2)) = A — z=g(z,2) (x+0)

v = — X

—z O
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6.0.11 Satz iiber den Betrag der Relativgeschwindigkeit

Die Relativgeschwindigkeit ist immer kleiner als 1 (speed = y/—g(v,v) < 1). Spezieller:
0>g(v,v) > -1

Wir haben vorhin gezeigt dass g(v,v) < 0 ist. Ferner:

o v) = I S g9(z,2) B g(z, 2) - :#_ B
9(v.v) g(gu:,z) ' 9@.7) ) 0@ ? gz Y=gttt O

6.0.12 Satz

Es gilt
x4+

V14 g(v,v)

Beweis: Durch z = A(z + v) folgt
1

V1+g(v,0)

1=yg(z,2) = Ng((z +v), (@ +v)) = N (g(z,2) + g(v,v)) = N (1 + g(v,0)) — A=

und dementsprechend
s

V14 g(v,v)

6.0.13 Lorenz-Transformation

Sei z ein Beobachter und dazu eine orthonormale Basis e, es, e3 € 2+ bzgl. —g. Demnach ist z, ey, e, e3 eine Lorenzbasis.

Sei 2’ ein weiterer Beobachter, den x mit einer Relativgeschwindigkeit v = (Be; sieht. Wir wéhlen analog eine orthonormale
. 1

Basis €}, e5,ef € '™

I,* 1'+ﬂ€1 617/81.4’61 6/*6 6/*6
- ) - ) — €2, — €3
T-» 1 -3 2 3
Diese ist entsprechend auch eine Lorenz-Basis. Seien £0, &1, €2, €3 bzw. 0%, n',n?, 73 Komponenten eines Teilchens bzgl. der

Basis , ey, e, €3 bzw. ', €}, e, 5. Gesucht ist eine Umrechnung £°, &1, €2 €3« 7% nl, n? 73, Durch Komponentenvergleich
in

0

0 T+ PBer 1 Br+e

YA T ip

+n%es +n’es = z+&ler + ey + Ees

bekommt man
0 1
__n . nh
V1-32  J1-p2

€0

o
V1-82  1-p2

é-l

E=u, &=n
und umgekehrt

o E-pg £ - pe

Sl T
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Zusammengefast ergibt sich die Lorenztransformation:

1 -3
VI8 J1-p?
7’ —B 1
|l _| Vi—® J1I-p
|
7 0 0
0 0

Transformation zwischen Beobachtern Ein Beobachter x sieht ein Teilchen z mit der Relativgeschwindigkeit v!, v

50
52
62
1 0 &
0 1
2 ,US

bzgl. der orthonormalen Basis ey, ez, e3 € . 2 sieht aber auch einen anderen Beobachter 2’ mit der Relativgeschwindigkeit

3,0,0. Frage: Was ist die Relativgeschwindigkeit von z bzgl. 2’ ?
Wir wissen: _
T+ v'e;
z= ,
V1= ()2 = (12)? — (v%)?

Dann ist die Relativgeschwindigkeit v’ bzgl. 2’ :

i
, z , T+ v'e; x + fBey

/ I+ﬂ61

N
VP

T+ ey

!

B g(.’b 72) z+Geq

. h _ A2
5 “MZ) vied

:g(
(z+vler) —

JI-F

1— ol

r + Beq Jr\/l—ﬁQ_
V1i-p2  1-pvt
v =3 pBrde

1—51}1.,/1_@2

0262

: (x + viei) —

VI Vi-®

_ A2
VIR

1— Bot

e

’
€1
also:
(U/)l _ ’Ul_ﬁ (U/)2 _ ’U2\/ 1_ﬂ2 (1/)3: US\/ 1_62
1- v’ 1— 3ot 7’ 1— 3ol
6.0.14 Definition: Energie-Impuls Form
Die Energie-Impuls Form eines Teilchens z mit Ruhemasse m ist definiert als:
p:=m-g(z,-) € Mp
6.0.15 Definition: Impuls & relative Masse
Ein Beobachter x registriert am Teilchen z den Impuls
—p=—g(mz,)
eingeschriinkt auf 2 und die relative Masse (Energie) E = p(x)
B (@) T +v m
=pa)=mg | —F——.7 | = ———
V1+g(v,v) V1+g(v,v)
Bemerkung: Aus
! 1412
V1—eg? 2
folgt
2
et ()



6.0.16 Satz iiber die Impulskomponenten

Sei 2 ein Beobachter, und ey, es,e3 € 7+ eine Orthonormalbasis. Sei z ein Teilchen mit Ruhemasse m und Relativgeschwin-
digkeit v bzgl. x. Dann hat der Impuls die Komponenten:

i

muv
—D = —F—
1+ g(v,v)
Beweis: ‘
(e2) x + vFey mu*
Pi=pl&)=mg | —F7F/——————, € | = ——F/—/———
V1+g(v,v) V1+g(v,v)

6.0.17 Umrechnung von Masse und Impuls zwischen Beobachtern

Die Umrechnung zwischen x, ey, ea, e3 auf o/, e}, €}, e5 erfolgt wir folgt:

’ T+ fe o B + e /

CTViieE T i

i
=eg, €3 =¢€3

. E’=p(x/)=p<x+ﬁel ) =

%) Ji-p

= —p fr+er \  —fp@)—pler)  —p1—BE

Py =Dp2, Py =Dp3

6.0.18 Definition: Feldstarkentensor

Der Feldstirkentensor ist ein schief-symmetrisches (antisymmetrisches) (0,2)-Tensorfeld auf M.

6.0.19 Definition: Magnetische & Elektrische Feldstirke
Ein Beobachter x misst:
e Die elektrische Feldstirke E : F(-,z) = g(-, E) eingeschrinkt auf x*
e Die magnetische Feldstirke B : F(y,z) = g(y x z, B) V y, z eingeschéinkt auf z*
Bemerkung: Analogie zum R3: Zu jeder schiefsymmetrischen Bilinearform 3 : R3 x R® — R existiert genau ein z € R3

mit
Blx,y) = (x xy) 2V zyecR>

28



7 Differentialformen

7.0.20 Definition: p-Form

Sei E ein n-dimensionaler linearer Raum mit symmetrischem, nichtausgeartetem, 2-fach kovarianten Tensor g. Dann ist eine
p-Form f ein schiefsymmetrischer (0, p)-Tensor :

fEx..xE—>R
———

xXp

Bemerkung: Im Sinne der Schiefsymmetrie (Antisymmetrie) sind folgende 3 Aussagen dquivalent:

a)
V1<i<j<p:f(.,zi.,z;)=—f(..,xj...,z;)
1 T 1 1
i ; :
b)
Vi<i<p: f(...,xi,le, ) = —f(...7.’1,‘i+17.'1?i7 )
c)
vYvPeS,: f (:L‘p(l), ...,gcp(p)) =x(P)- f(z1,....,zp)
wobei P € 5, eine beliebige Permutation sei.
d)

A4 P, Q S Sp : f (.%'7)(1)7 e ,:L‘p(p)) = X(P)X(Q) . f (l’Q(l), A ,.Tg(p)) (5)

Eigenschaften von Permutationen - Erinnerung: Fiir die symmetrische Gruppe
Sp:={P:{1,....p} — {1,...,p} : P bijektiv}
aller p-Permutationen gilt:
|Sp| = p! VP1,PreS,: PioPy el
Wir definieren eine Transposition 7 € S, als eine Permutation mit den Eigenschaften, fiir ein bestimmtes ¢, j:
T(@) =, TG) =iy T(R) = kY k#1,
Jede Permutation P € S}, kann als Verkettung von Transpositionen geschrieben werden:
VPeSy:3TN,.,Ty€Sy:P=Tio..07,

Dabei gilt: Fiir gegebe Permutation P ist die Zahl p der entsprechenden Transpositionen eindeutig ungerade oder gerade.
Somit kann man das Vorzeichen, Charakteristik oder Signatur der Permutation definieren als:

X(P) = (-1)1

Dabei gilt:
YV P1,P2 €Sy : xX(P1oPa) = x(P1) - x(P2)

Beispiele von p-Formen
a) FEine Linearform f € E* ist eine 1-Form.

b) Skalare ¢ € R sind nach Konvention 0-Formen.
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7.0.21 Der Raum aller p-Formen

1. ...,a™ zu den Basisvektoren e, ..., e,. Dann definiert man die Operation:

Betrachten die duale Basis a
A:E* x E* — EY

durCh . . . . . . . . . g
a' Nal (z1,22) = (a', 1) - (a7, x2) — (a’, @3) - (), @1) = 2iw) — zba]

Es gilt: a® A a7 ist bilinear und schiefsymmetrisch, und somit eine 2-Form. Wir definieren ferner:

APE* .= {f: f ist p-Form auf F}

Allgemein definiert man:

(z1,a™) ... (xp,a™) o ! ,
a’ A a® /\.../\aip(xl,...,a:p) := det = det oo = Z X(P)H<xj,ai7’<j)>
(z1,a') ... (xp,a'r) o al PES, j=1

Die Operation - A -.. - A- ist multilinear und schiefsymmetrish. Das gleiche gilt auch fiir die Elemente in deren Bild, d.h
a" ANa® A---Na'r € APE*

ist auch multilinear und schiefsymmetrisch, und somit eine p-Form.

7.0.22 Satz

Der Raum aller p-Formen AP E* ist Untervektorraum von

E)=E'Q..QF"
N———’

xXp

() =

ail/\-~/\aif’:1§i1<~-~<ip§n

der Dimension

mit Basis

wobei
{al,...,a"}

die Dualbasis von E sei.

Beweis:

e Lineare Unabhéangigkeit: Betrachten das einfache Beispiel

/\-al/\a2/\a3+u~a1/\a2/\a4;0

— 0= ()\-alAazAa3+u-a1Aa2/\a4) (e1,e9,e3) = Adet + pdet

o O =
O = O
= o O
O O =
o = O
o OO

Il

>

4

Analog: n =0 — a'Aa®Aa®, a' Aa? Aa* Linear unabhiingig

Durch Verallgemeinerung des Beweises lésst sich analog die lineare Unabhéngigkeit fiir das gesamte System zeigen.
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e Erzeugendensystem: Zu zeigen wére dass man V f € APE* schreiben kann
f= Z firoiga™ Ao Aa'
1<ir<...<ip<n

Wir setzen

und machen die Probe:

f= Z fir @™ A Aa'

1<ir<.. <ip<n
i<ji<-<jp<n:f(e,..ej) = Zfilmipa“ Ao Na' (e, n€5,) = Fir,

Jetzt beliebige ej,,...,e;, : Fall: ji =j; — f (€j17"'7ejk’ ey € ...,ejp) =0=f (ejl,...,ejk, ey € ...,ejp)

Alle anderen Kombination von Basisvektoren sind durch Permutationen auf die oberen zuriickzufithren. Somit stimmen
f und f in den Basisvektoren iiberein. Wegen Linearitét, folgt die Ubereinstimmung in allen Vektoren. [J

Somit ist jede p-Form f € \PE* gegeben durch
4 , 1 4 ,
f= > firap@® N Na'® == g at N Nad?
1<i1<...<ip<n P
Bemerkung: Die Riume AP E* und A" PE* sind Isomorph, denn

dim APE* = (") - ( " ) — dim A" P E*
p n—p

7.0.23 Definition: Alternierung

Wir definieren die Alternierung
A:E*®---@ E" — APE" | f s A(f)

als eine Operation auf (0, p)-Tensoren geméaf

ACS) (1, oo 2y) ::Z}! S X(P)f (2pay, o Tp()

PeS,

fir f € ES.

Beispiel: Es gilt die Identitat

. ) 1 . )
A@r @ --®a")=~-a" A---Na™
p:

denn es ist

‘% > x(P) ] (@™, zppy) O

. _ 1 _ _
A(a“ ®--~®az”) (1,...,2p) = - Z x(P) (a“ ®-~-®a”’) (xp(l),...,xp(p)) =
P T PES, k=1

PeS,

(ail /\~“/\a’:1’)(a:1,4..,wp)

Beispiel: Spezialfall p = 2:

A (ail ®ai2) (331,.132) — % (xlilxéz _ x?mél) _ % (ail /\ai2) (],‘1,932)

Weiter gilt: Ist f € APE* so ist A(f) = f und somit Ao A=A, denn

A(F) (@1, oo y) = ;,P}; XPY (@p(ays o p) = ;,PE; PV f (210 ty) = f(1, ) - ;,PE; 1 O
P P 1 €5p
1
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7.0.24 Definition: Keilprodukt

Das Keilprodukt
/\ : APE* x AYE* — APTIE

ist definiert durch

(p+q)!

FN\g:= oqAU®9  FENE ge NP
1
(f/\g) (1, ey Eppq) = qu' : Z x(P)f (l‘p(l), ...,a?p(p)) g (xp(p+1), ~-~73373(p+q)>

PESp+q

Bemerkung: Es gilt
al/\(aQ/\ aSA---Aa”) =a'Na® A - NP

oder allgemeiner
(@' A naP) N\ (@A AaPT) = al A A aP T

7.0.25 Satz iiber das Keilprodukt

Es gelten folgende Eigenschaften:
a) Das Keilprodukt ist bilinear als Abbildung

/\ : APE* x AYE* — APTIE

b) Das Keilprodukt ist assoziativ:
(FA9) Ar=1 Ao A1)

¢) Esist graduiert-kommutativ (anders: superkommutativ):

FNg= 0P -g N\ f

Eigenschaften (a) und (b) folgt aus der Definition, (c) folgt aus der Schiefsymmetrie von A.

7.0.26 Definition: Volumenform

Wir betrachten den n-dimensionalen Vektorraum E ausgestattet mit dem symmetrischen, nicht ausgearteten (0,2)-Tensor g.
Es gilt

dimA"E* =1
Wir definieren die Volumenform
Vol € A"E*
als eine n-Form mit der Eigenschaft: Fiir jede positiv orientierte Basis (e1,...,e,) auf E, mit g(e;,e;) = d;;e: (semi-

orthonormale Basis), gilt:
Vol(ey,...,en) =1

Bemerkung: Es gilt:
V=eJzi A NegJrn, =a' A---ANa"

(wird weiter unten gezeigt).
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Bemerkung zur Orientierung eines Vektorraumes E: Wir betrachten die Menge B aller Basen auf . Dann definieren
wir die Relation ~ auf zwei Basen b = (eq, ...,e,), b’ = (€], ...,e},) € B als:

b~b & det(\) >0 wobeie, = Ne;
Die Relation erfiillt die Eigenschaften:
a) Symmetrie: b~b < V ~bda )N =(\)"!
b) Reflexivitét: b ~ b da det (Id)=1>0
¢) Transitivitit: da det (A - A”) = det (\) - det (\)

Die Menge aller Basen lisst sich in zwei Aquivalenzklassen bzgl. ihrer Orientierung aufteilen. Nennen Bg‘ die Menge aller
positiv orientierten, semi-orthonormalen Basen.

7.0.27 Satz iiber die Volumenform
Die Volumenform Vol ist wohldefiniert, das heifst es existiert tatséchlich solch eine n-Form. Es wére zu zeigen, dass aus
Vol(ey,...,en) =1: (e1,...,e,) € B

auch fiir eine andere erlaubte Basis das gleiche gilt. Dazu verwenden wir folgenden Hilfssatz
Hilfssatz Sei ¢, = M e; wobei (e1,...,e,), (€},....,e,) € By . Dann gilt: det (\) = 1.
Beweis: Es gilt
eh = g (Mes, \ber) = MAkdie; = MNe; 0= g (Mg Men) = () = XN

Dieses lineare Gleichungssystem ist dquivalent zur darstellung:

e} Moo €1 Ao AL
e AL e N
Somit gilt:
e} A AT €1 Al AL
det = det - det - det
el AL A Em AP AT

— (=1)* =det (V) (—1)* — det()) = %1

wobei s = Hei die (basisunabhingige) Signatur von g ist. Da die beiden Basen gleich-orientiert sind, ist det (A) > 0 und
i

somit det (A) = 1.

Wir fahren jetzt fort mit dem eigentlichen Beweis tiber Volumenformen. Seien a

semi-Orthonormalbasis eq, ..., e,,. Dann setzen wir:

1 ...,a" die Dualformen zur positiv orientierten

Vol:=a'A---Aa”

und machen die Probe:

1
Vol(eq,...;en) = (a' A+ Ad") (e, ...,en) = det =1
1
Wir betrachten nun den Basiswechsel
<)\Zfei17a >
Vol(e),.vel) = (a* Ao Aa™) (Aeiys .y Aire;, ) = det =det(A\) =1

und sehen dass Vol die Forderungen an eine Volumenform erfiillt.
Allgemeiner gilt folgender Satz

33



7.0.28 Satz iiber n-Formen

Eine n-Form hat auf allen positiv orientierten, semi-orthonormalen Basen den gleichen Wert.
Beweis: Seien 21, ...,2, € E und yy, ..., y, € E semi-orthonormale und positiv orientierte Basen. Dann gilt:

fFi, ey yn) = f (A{lle, ey )\njn:rjn) = )\Jf c e N f (@jy5 ey 2j,)

=

=S AT LN f (apy, e wpy) = F@ ) - D AL ATON(P) = f(a, 1) O
P

X(P)f (1, mn)

7.0.29 Die Volumenform als Maft fiir Volumen
Es sei 21, .., z, eine positiv orientierte semi-orthonormalbasis in (V, g). Fiir Vektoren vy, .., v, gilt
|V (v1, ., v0)| = [det(dalv; )| = y/|det (g(vi, v)))]
g(ejz;,vi)

Durch Vergleich mit dem Begriff des durch Vektoren vy, ..., v,, € R™ aufgespannten Volumens im R™, wird die Bedeutung des
Namens von V ersichtlich.

7.0.30 Definition: Hodge-Operator

Sei F ein n-dimensionaler linearer Raum ausgestattet mit g und der Volumenform Vol. Dann definiert man als Hodge-Operator
oder Hodge-Stern den Operator
x: APE* — A"PE”

der jeder p-Form eine (n — p) Form zuordnet und folgende Eigenschaften erfiillt:

a) *ist eine lineare Abbildung

b) Zu Basis (21, ..,2,) € By:
* (.].1?11 VAN /\Jl‘ip) = E€ipyq e iy Jl‘ip+1 VACERIVAN Jl‘in

wobei

Somit ist * eindeutig definiert!
Spezialfall: Sind dz',..,dz" € E* die zu 21, .., x,, dualen, so ist Jx; = ¢; - dz’. Daher:
#(dz™ Ao ANdatr) =g, - Ei, * dx'e+t Ao A datn

(keine Summation!) wobei i1, .., ¢, wie in (6) seien.

Beispiele:
i) Fall p=0:
*(1):sl...5n~Jx1A~-/\an:al/\---/\a":V
ii) Fall p=1:
x (a') = gi(xJa’) = g X(i 12 il el . op)@ N AdTIAGTIA S Na
(~1)i-1
=g(=D)"ta' A AT AGTEA A (7)
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iii) Fallp=2:
x(a'Na?) =e3...ep-a® Na* A+ ANa" € A"TPER

iv) Fall p =n:
*(al/\-~-/\a")=61-.....5n — *V =1 ...- €y
—_— ——
v
v) Fir
1 0 0
g = 01 0
0 0 1
ist
xal = a? Aa® , *(alAa2+a2Aa3):*(al/\a2)—|—*(a2/\a3)

7.0.31 Satz iiber den Hodge-Stern Operator

* ist unabhéngig von der Wahl der Basis!
Beweis: Betrachten die Charakteristik von *:

* (pr(l) JANRIAN pr(p)) =Ep(p+1) - Sp(n)X(P)JJ}p(erl) JARERWAY pr(n)
Zu zeigen wére: Auch fiir eine beliebige Basis v, ..., y, gelte:
* (Jypy A+ N TYpm) = Eppiny - EPmX(P)Ip(pr1) - - TYp(n)

Dazu geniigt es zu zeigen dass:

a)
* (Jypay A AJype)) (Upp+1)s - ¥pm)) = x(P)

b) Fir Indizes ipy1, ..., 0, mit
{P),.. P} N {ipt1,.rin}t #0
gilt:
(Jyp) A ATYP@)) Wigers - ¥in) =0

Beginnen also:
a)

(Jypy A= AJyp)) (Up@p1)s s UP(n)) = N P A%’(p) )\]"&,ﬂrl) . ~>\§§‘(n) ok (Jagy N ANTxg)) (2,00, 0 T5,)

_ Z)\Q( /\Q(Z; x(Q) = x(P) det (M) =x(P)

* (JyP(l) VANRERWAN Jy'p(p)) (yip+17 "'7yin) = )\;3(1) )\J,Pp(p) )\]p+1 teet )\i: -k (ijl VARERAN J{Ejp) ((Eijrl, "71.jn)

ipt+1

Q1 Q Q(p+1 Q(n *
=SS AR A2 AR Q) 20

(*) : Fiir nicht disjunkte Mengen {P(1),..,P(p)} und {ipy1, .., i, } tauchen einige Spalten doppelt auf — Determinante
ist 0.
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7.0.32 Der * Operator als Verallgemeinerung des Kreuzproduktes

Betrachten den n-dimensionalen Vektorraum (FE, g) mit der (positiv orientierten) semi-Orthonormalbasis 9,1, .., 9;» und den

dazu Dualen dz', .., dx". Fiir Vektoren X1, .., X,_1 stellt

n—1
; 1X]‘ = [*dl‘l(Xl, ---7Xn—1)] Bml
j=

eine Verallgemeinerung des aus dem R? bekannten Kreuzproduktes dar.

Erlduterung: Von einer Verallgemeinerung des Kreuzproduktes fordern wir

AOoxtoxt o xi,
e xR
g| XX, f|=det] . ) ) VfeE
M Xy Xy ... X,
n—1

Da g nicht ausgeartet ist, ist (im Fall der Existenz)

Jj=

n

———

€idik 1

K2

n—1
g <j>—<1Xj7 f> = (*dxi)(Xlw'anfl)fk g(aw’vamk) =

DS (1) (dat A AdatT A e A A da™) (X Xoei)

X' x} o XL,
: : : 1 1
; : N Leipniz f X1
g SR XA g |
=) (=11 f det R Qe | L
i=1 X+t o xitl Xitl : :
1. 2 n—1 fn X{l
X X3 X5
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X;

X3

X eindeutig festgelegt. Tatsdchlich gilt mit obiger Definition 8
=1
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8 AuRere Differentiation

Sei M eine n-dimesionale, semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und F' ein schiefsymmetrisches, kovariantes, glattes Tensorfeld:
F(Q) € APM¢,

Sei A p die Menge aller solcher Felder F'. Somit ist automatisch das Keilprodukt /A und der Hodge-Stern Operator * punktweise
erkléart. Somit kann man schreiben:

N\ Ap x Ay — Apig

1Ay — Ay

8.0.33 Definition: AuRere Differentiation
Man definiert die duflere Differentiation d : A, — Apy1 durch: Zu

1 ) )
F = *Fll? du™ A - Adu'r
pt
ist die duflere Ableitung dF definiert durch
1 . )
dF = —i. id, AU A Adutt
pl Quio 1

Bemerkung: dF' ist unabhéngig von der Karte!

Beweis: Betrachten andere Karte mit Koordinaten v!

, .-, 0. Dann ist

0 B 81}’“&
Aut  Aut dvk

und i

i ou g

du = Wd’l}

Somit ist:

1 0 0 0 io g i i
dF = HﬁuiOF <8ui1’"" 8uiv) sdudu' ... du

ko k1 k)p 10 ip
1o 9 7 (01} 0 v 0 ) . <8u dvl°> AA <8u dle>

= pl duio duko ouit vk duir  Ouke Ovlo ovl»
1 ovke 9 0 0 o ovkr Ouo Ou'r
- ~ !F = =) (dvto A A dote
p! Quio Juko { ((%kl Y 81}’%) du du'r } (31}10 8vlp) (dv Ndv)
19 d d 1 & duir 9 b ) )
= — F cdvko AN dofr = - _ . dvko Ao A dult A A dote
pl Ovko <8vk1 Y 61}’%) v v pl = Qvlr Ovko Juir ((%kl Y 61}’%) Y v v
r=1 ———————

Q

T Quko \ Julr Quir Ouir  QukoJylr
—_—

Otpkey

9 <auir 81}’“"‘) ovkr  PPuir

0
Aufserdem ist wegen dem Satz von Schwarz und der Schiefsymmetrie von A
O*uir

k lr kp _
de”/\-“/\dv A ANdv™ =0
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da sich alles paarweise weghebt! Somit ist der Satz bewiesen. [
Bemerkung: Fiir skalares Feld F ist
OF

E du

dF =

Rechenregeln:
a) d(F +G)=dF +dG
b) d(FAG)=dF \G+ (-1)PF \dG
¢) d(dF)=0

Komponenten der dufieren Ableitung:

0 0 0
(dF)ko..k,, = WFkl..ikp — kaokg.ikp + -+ (—1)meko...kp,l
Beweis:
(dF)kokp =dF (8k0, c. , Z 811,10 Z1 Jip X <(9k0,du Q- 1(0)> <akp7 duigfl(p)>
"io.ip ot
1 OF;, i aFkg(l) ko p)
o %X(Q) Z Ouir : <akg<o>’d 1) Ok - du ol Z T ouFe®
20--1p B v
le(o)

p' Z Z achg;)};;kQ(m

r= OQ(O =r

Zu r und Q mit Q(0) = r existier genau eine Permutation P der Zahlen 1, ..., p mit:

0 1 r r+1
0 1 D 0 1 p _ r r
(g<o> (1) ... Q(p)>o<0 P(1) ... P<p>) 3@ w w w
x=x(2Q) x=x(P)
x=(-1)"

Fiir dieses P ist dann
Frowykom = X(P)kaml))--k@(wm) = X(P)Fro.krrkrsr. by

so dass gilt:

! p OF 0--Fr—1hr+l. 1 z OF 0-kr—1krg1..
(dF)ko..kp = HZ Z X(Q)X(P) ko..k, ]f+ kp — 721)’(_1)7« ko..k krg1..kp =

Oukr

Andere Formulierung des Satzes:

F (Okgs - Ok,) = 3 _(=1)" 0, F (ks s Ok, Oy O,

r=0
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8.0.34 Satz iliber die dufsere Ableitung
Allgemeiner gilt:

p
dF (Xo, ..., Xp) = Y (1) X, F (X0, s X1, X1, 0o Xp)
r=0

+ Z (71)T+SF([XT7XS]7X03~~-aXr—17XT+1a"')Xs—laXs+17"'7Xp)

0<r<s<p

Beweis: Die zu beweisende Gleichung stimmt fiir die Koordinatenvektorfelder und beide Seiten sind F-Homogen. Somit
folgt wegen der daraus folgenden punktweise Linearitidt die Giiltigkeit fiir beliebige Vektorfelder.

Spezialflle:
i) p=0:dF(X)=XF (F skalares Feld)
ii) p=1:dF(X,Y) = XF(Y) - YF(X) - F([X,Y)])
i) p=2:dF(X,Y,Z) = XF(Y,Z) - YF(X,Z)+ ZF(X,Y) — F([X,Y], 2) + F (X, Z],Y) — F([Y, Z] , X)

8.0.35 Beispiel: Der Feldstirkentensor

Betrachten den Feldstédrkentensor
0 E! E? E3
—-F! 0 —-B® B?
Fo)=| _gz B o -p
—-E® —-B? B! 0
bzgl. der Basis eg = 0y, e1 = 01, e = 02, e3 = 03. Anders ausgedriickt ist:

F=F'du’ ® du' — E*du! @ du®
+ E?du’ ® du® — E*du® @ du’
+ Bdu’ @ du® — B3du’® ® du®
— B'du® ® du® + B'du® ® du®
+ B2du! @ du® — B2 du® ® du!
— B3du' ® du® + B3du? ® du'

= FEYdul A dul + E2dul A du? + E3du® A du®
— B'du® A du® + B2du' A du® — B3du' A du?

Ferner ist:
# (du® Adu') = (=1) % (JOg A JO1) = (=1)* (JO2 A J5) = (—1)° (du® A du®) = —du® A du®
* (duo A dug) = du' A du?
* (duo A du3) = —du' A du?
* (du2 A duS) = du® A dut
* (du1 A du3) = —du® A du?
* (du1 A du2) = du® A du?
Somit ist

x F = —E'du® A du® + E2dut A du® — E3dut A du?
— BY'du® A du' — B2du® A du?® — B3du® A du®

39



bzw.

0 -B' _B>2 _pB3
rw=| 5 & 85
B> —-E* E! 0
Weiter ist:
d*F::d(*F):f?)—fldu A du? A du® —g—fldul/\duz/\dug
+Z—E2du Adut A du? +g£du A dut A du?
—Z—fgdu A dul A du? —g%du Adu' A du?
—g—fldu A du® A du' g%du?’/\duo/\dul
—Z—BQdu A du® A du® g—mdu?’/\duo/\duz
—g—fgdu A dul A du® —g%du A dul A du?
— <g§11 _ ?9522 - gf;) du A du® A du® + <g§01 - gljj + ?jj) du® A du® A du®
(B oo (B ot
Bemerkungen:
d«F=0 < divE=0 A % rot B
dF =0 < divB=0 A fz—rotﬁ

Somit entsprechen die Maxwell Gleichungen im Vakuum genau dF =0, d* F = 0.
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9 Kovariante & Lie Ableitungen von Feldern

9.1 Kovariante Ableitung
9.1.1 Einfiihrung

Wenn M ein euklidischer linearer Raum ist, dann betrachten wir das Vektorfeld Y und das Vektorfeld DxY (P), indem wir
die Richtungsableitung von Y in Richtung X am Punkt P abfragen:

DxY(P) := (DxY) (P) := lim % [Y(P + hX(P)) - Y(P)]

—0
Dabei wird aus zwei Vektorfeldern X, Y ein neues Vektorfeld DxY.
Eigenschaften der Operation D
DixigvZ = fDxZ + gDy Z
Dx(\Y + puZ) =ADxY + uDx 7
Dx(fY)=(X[f)Y + fDxY

Dy(X-Y)=(DzX)Y + XD,Y

DxY — DyX = [X,Y]

wobei - das Standardskalarprodukt sei.
Beweis: Betrachten die kanonische Basis 0, ..., d,, mit

X=X, , Y=YFo,
und bekommen

DxY = X" (9;Y*) 0,

DxY — Dy X = (X'0,Y* = Y'9,X*) 0y,

9.1.2 Definition: Zusammenhang

Eine Operation (X,Y) — VxY, V: X x X — X mit den Eigenschaften

e D1
VixtgvZ = fVxZ+9gVvZ, f,geF
e D2
Vx (\Y 4 uZ) = A\VxY + uVxZ, A\ p€R
e D3

Vx (fY)=( XY +fVxY, feF

heiftt Zusammenhang.
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9.1.3 Fundamentalsatz der Riemanschen Geometrie

Auf einer Semi-Riemanschen Mannigfaltigkeit (M, g) mit dem Metrischen Tensor g, existiert genau ein Zusammenhang V
mit

e D4

e D5
VxY - VyX =[X,Y]

Beweis: Wir fragen uns nach dem VxY. Wir verwenden die 5 Eigenschaften und bekommen

Xg(Y,Z) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) =g (VxY,Z) + g(Y,VzX) + g (Y,[X, Z))

(*) N VXZ = VzX + [X, Z]
Aus Symmetrieiiberlegungen analog:

Y9(Z,X)=9(VyZ,X)+9(Z,VxY)+g(Z[Y,X])

Aufaddiert bzw. abgezogen ergibt
20(VxY,2)=Xg (Y. Z)+Yg(X,Z) - Zg(X,Y) — g (X, [}, Z]) - (Y, [X, Z]) + g (Z,[X,Y])

Oberer Ausdruck stellt eine implizite Formel fiir VxY dar, und wird Koszul Formel (K) genannt. Die rechte Seite von (K)
héngt linear und F-homogen von Z ab. Betrachten das ganze nur an einem Punkt P € M und nehmen einen beliebigen
Vektor z € Mp, den wir zu einem Vektorfeld Z fortsetzen. Es zeigt sich dass g (VxY, Z) (P) unabhéngig von der Fortsetzung
ist und demnach fiir ein bestimmtes z eindeutig definiert ist. Da g (VxY,Z) in P fiir alle z € Mp definiert ist, ist auch
VxY dort eindeutig definiert. Es ergibt sich ein lineares Gleichungssystem fiir die Komponenten von VxY in P, mit genau
so vielen Gleichungen wie Unbekannten. Da g nicht ausgeartet ist, hat dies eine eindeutige Losung.

Zu zeigen: Die Operation VY, die den Vektorfeldern X,Y das durch (K) festgelegte Vektorfeld V xY zuordnet, hat die
Eigenschaften D1 bis D5.

e D1 Die rechte Seite von (K) hingt additiv von X ab. Also:
Vz:9(Vxi+x.Y, Z2) =g (Vx,Y,Z)+ 9 (Vx,Y.Z) — Vx,1x,Y =Vx, Y +Vx,Y
Auferdem héngt die rechte Seite von (K) F-homogen von X ab:
Vz:9(VixY,Z)=fg(VxY,Z) — VixY = fVxY
Aus beiden Eigenschaften folgt D1.

e D2 Die rechte Seite von (K) héngt linear von Y ab. Analog zu vorhin ergibt sich daraus D2.

e D3 Wegen
Vz:g(Vx(fY),2)=(X[)g(Y,2) + fg(VxY,Z)

folgt somit auch D3.
e D4 Analog, ergibt sich durch direktes Ausrechnen und Verwendung der Rechenregeln fiir Vektorfelder:
9(VzX,Y)+g(VzY, X)=(...) = Zg(X,Y)
und somit D4.

e D5 Analog:
9(VxY,Z) —g(Vy X, Z)=(...) =g ([X,Y],2)

was eben D5 impliziert.
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Dieser Zusammenhang ist der so genannte Levi Chivita Zusammenhang. Man definiert:
e VxY :als die kovariante Ableitung von Y bzgl. X

e VY :als die kovariante Ableitung von Y, mit:
VY : X - X, VY(X) :=VxY
Sie kann als ein (1,1)-Tensorfeld angesehen werden: K x X — F:

VY (K,X):=KVxY

9.1.4 Definition: Christophelsymbole

Man definiert die Christophelsymbole I‘zk als
szaj = Vaj ak

Bemerkungen: Wegen
Vo,0k — Vo,0; = [0;,0¢] = 0

gilt ng = I‘fm Ebenso gilt
VXY = Vi, YE0p = X' (Vo, (V40k)) = X'V" Vo, 01+ (07) 4] = X' (VAT + 0,77 ) 0
\\‘/—-/
%0
— (VxY) = XY I, 4+ X9,y

Man sollte bemerken dass das ganze nur niitzlich ist wenn man bereits die sz kennt.

9.1.5 Berechnung der ng
2T} g = 29(Vo,05,0r) = 0;9(0;,0k) + 0;9(0;, 0k) — Ok(5,0;) = Digj + 0j9ik — Orgij
Lo,
It

Wir multiplizieren mit der Inversen ¢*” und bekommen

2Ly = (9igjk + 0;9ik — Ongis) - 9*"

Ist ferner g;; diagonal, so folgt
1
I = 59" 0igi
17 29 g

) 1
k#i: FZ’ = —§gkkak9n‘

DRI
171 = 59701955

ng =0 sonst
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Beispiel: Schwarzschild-Raumzeit: Mit

hr) 0 0 0
0 1 0 0
“h 2
(910) = ) Ch(r)=1-
0 0 —r2 0
0 0 0 —r?sin?0
bekommt man
_ ph(r) _p Ca
Vo, 0 = 2 Or, Vp,0r = 7742]1(76) O, Vo,09 =0=Vp,0,
_ K _ 1 _1
Vo, 0 = Zh(r) Or, Vo, 09 = Taﬁ, Vo, 0, = T&p

Vo,09 = —rh(r)0,, Va,0, =cot? -0,

Vo,0, = —rh(r) sin? ¥ - 8, — sind cos ¥ - By

9.1.6 Geometrische Interpretation der kovarianten Ableitung auf einer Hyperfliche im R"

Auf einer n — 1 dimensionalen Hyperfliche im R"™ ist VxY die Projektion von DxY auf den Tangentialraum zu P.
Beweis: Wihlen die Basis 04, ...,0,—1 im Tangentialraum. Dazu den Normalenvektor 7 mit ||7]] = 1. Die Vektoren
01, ..., On—1,7 bilden eine Basis im R". Sei X = 0;, Y = 0;. Diese festlegung ist aus Linearitétsgriinden keine Einschréankung.

. l .
Seien A;;, Aj; so dass

Dy, 0; = N0 + Nijii
D erfiillt die Axiome (D1) bis (D5). Daher gilt die Koszul Formel:

0; (05 - 0) +0; (0; - ) — Oy (i - 0;) = 2D, 0; - By, = 2 (N0 + A\igit) - Oy = 2010, - Oy

— A, =Tl — D0;0; =T%0,+ \ijit = V,0; + \iji

Anschauungstip: Betrachten wir eine Vektorfunktion Y auf der Flache M. Selbst wenn sie immer Tangential auf M ist, ist
die Anderung (bzw. Richtungsableitung) nicht unbedingt Tangential. VxY ist somit die Projektion bzw. die Komponente
auf der Tangentialebene.

9.2 Parallelverschiebung von Feldern
9.2.1 Definition: Parallelitdt von Vektoren lingst Kurve

Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X auf M ist parallel langst Kurve v :&

VX =0
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Interpretation: M sei ausgestattet mit der Karte ¢. Dann gilt
Vo X (1(1) = Vigionya, (X ) (7(t) = (" 07)" [(0:X"0k) (4(t)) + (X*V5,0k) (v(1))]

S| )
= (¢ on) | 252 (a0 ) + XUTL0,0(0)

= [(X7 09 (&) + (' 0 7) (T (HO)X* (5(1)] 85 (2(1))

das heifit es ist genau dann X paralldl langst v, wenn
(X7 07)' = ~(¢' o) - (T} 07) - (X*07) (9)

Fiir gegebenes 7 stellt obere Gleichung ein homogenes, lineares System gewdhnlicher Differentialgleichungen in X% o~y dar.
Fiir gegebene Anfangsbedingungen ist dies eindeutig losbar.

9.2.2 Folgerung fiir parallele Vektoren

Sind die Vektorfelder X,Y beide parallel lingst der Kurve v und stimmen an einem Punkt (to) {iberein: X4,y = Y4, S0
stimmen sie auf der gesamten Kurve - {iberein.
Beweis: Folgt direkt aus Eindeutigkeit der Lésung der DGL in Definition 9.2.1.

9.2.3 Definition: Paralleltransport

Es sei (M, g) semi-Riemansch und v : I — M eine Kurve in M. Definieren die Abbildung
Tt.s - M”/(t) — M'y(s) ,t,sel

)

wie folgt: Fiir Vektor x € M, ), ist 745z der eindeutig bestimmte Vektor y der durch Parallelverschiebung von z entlang y
bis zu v(s) erzeugt wird.

s X (7(1)) = X (7(s))
Die Abbildung 7 s heifst Paralleltransport langst .

Erlduterung: Stellt man sich den Paralleltransport auf einer im R? eingebetteten Mannigfaltigkeit vor, so stellt 7 s X eine
Verschiebung des Tangentenvektors X von M, ) nach M, ), so dass seine Linge und Orientierung im Tangentialraum stets
gleich bleiben. Insbesondere ist der Paralleltransport von X wegabhingig.

Abbildung 1: Paralleltransport eines Vektors entlang zwei
Kurven auf der Kugeloberfliche.
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9.2.4 Eigenschaften des Paralleltransports
Es sei v : I — M eine Kurve auf der semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g), dazu der Paralleltransport 7¢ 5. Dann gilt:

L. 7o My — My(s) ist linear.
Beweis: Folgt aus Homogenitédt des DGL-Systems 9.

2. 1,5 erhilt die Metrik, das heift fiir X,Y € M, ist
g (Tt,sxv Tt,SY) = g(Xv Y)
(Winkel und Léingenerhaltend)

Beweis:

%g (1,6 X, T1,Y) = %g (X(v(1),Y(v(1)) = (5)9(X,Y) = g(Vy (X, Y) + 9(X, V(YY) =0
—— ——

0 0

3. Ti,s M’y(t) — M,Y(s) ist bijektiv.
Beweis: Da Dimensionen von M. und M, gleich sind, geniigt es zu zeigen dass kernel7; , = {0} ist (Injektivitét).
Tatséchlich folgt aus 7, X =0
0=g(m X, 7sY)=9¢(X,Y) VY

das heifst X = 0.

4. Es ist th51 = Ts 1.
Beweis: Da 7 ; bijektiv ist, existiert die inverse Abbildung thsl. Fiir

7 = ’Tt’SY

ist Z genau der Vektor Z = X (v(s)) € M), der die DGL 9 mit dem Anfangswert X (y(t)) =Y 16st. Demnach 16st X
auch die DGL mit dem Anfangswert X (v(s)) = Z, das heifit Y ist der Paralleltransport von Z.

9.2.5 Satz iiber kovariante Ableitung von Vektorfeldern
Es sei v: I — M eine Kurve auf M und ¢ € I. Dann gilt fiir Vektorfeld Y:

1
VoY) = o [7eenYyeem = Yo

Beweis: Zum einen gilt

i O(YEopt i .
Vo) Ya() = Vigiony (n0: Ya(yO = (' 0 v)’(t)(Tf)(w(v(t)» O + (" 07) ()Y Thp (v(£))9;

(Ykory)

= |77 0 9) (1) + (¢ 0 DOV T (v(1))] 0
Betrachten wir zum anderen (fiir festes ¢t und V') die Abbildung
v:I—=TM, v(s):=75.Y(7(s))

Dann folgt durch Ableitung von L
Y(y(s)) = msv(s) , YH(Y(s)) = (12,6); v'(5)
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d .
nach e

(o) ()= v(s)p (rnlt +rab @Y (6)

—T7 (9 o) (8)(74,5)70°
da (7¢,.)f v’ (5)0%
parallel

S (VR o) (1) = —TH (D))" 07) (5)(7e,0)iv' () + (71,6 (0" (5)
(Wk)’ ()

= (0)/(t) = (Y7 09)'(&) + T, (v(£) (" ©7)(5) (72,6)7v"(5)

9.3 Lie-Ableitung
9.3.1 Definition: Lie Ableitung fiir skalare Felder
Es sei f € F(M) ein skalares Feld und X € X (M) ein Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit M. Dann definiert man

Lxf:=Xf

und nennt Lx : F — F Lie-Ableitung entlang X.

9.3.2 Definition: Lie Ableitung fiir Vektorfelder

Es seien XY Vektorfelder auf der Mannigfaltigkeit M, zu definieren sei nun LxY. Man fordert von Lx : X — X die
Leibnitz-Regel
|
Lx(Y[)=(LxY)f+Y(Lxf) , f€F
—— ——
XYf YXf

woraus sich unabdingbar die Definition
LxY :=[X,Y]

ergibt.

9.3.3 Definition: Lie-Ableitung fiir Kovektorfelder
Es sei X ein Vektorfeld auf M und A ein Kovektorfeld auf M. Analog zu vorhin fordert man

Lx(AY) = A(LxY)+(LxA)Y |, YeX
———— ~——
X(AY) [X.Y]
so dass sich die Definition L£x : A'M — A'M charakterisieren lisst durch
(LxA)Y =X(AY)-A[X,)Y] , YeX
Behauptung: Die definierte Abbildung Lx A : X — F ist tatséchlich ein Kovektorfeld, das heifst [(Lx A)Y] (@) ist nur von

X, abhéngig.
Beweis: Zu zeigen wire die F-homogenitit von Lx A (vgl. Satz 5.1.4). Tatséchlich ist fir f € F, YV € A

(LxA)(fY)=X[A(UY)]-A  [X,fY] =[-[XAY —AX,)Y]|+ (XHAY - (XHAY = [ - (LxA)Y

——
X[fAY] FIXY]+(X Y
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9.3.4 Definition: Lie Ableitung fiir allgemeines Tensorfeld
Es sei S ein (p, ¢)-Tensorfeld auf der Mannigfaltigkeit M. Analog zu vorhin, soll die Leibnitz-Regel

Lx [S(AY, ., AP, X1, .., X,)] = (LxS)(AY, X)) +S(Lx AN A% LX)+ -+ S(AY L X1, Lx X))
erzwungen werden. Man erhélt also die Definition fiir Lx : TMP — TMJ:

p q

(LxS)(A',.. X,) = Lx [S(A', .. X)) =) S(.., EXTAi, X)) =D S LZXTXZ-, )
i=1 =1
. (p+1).

Analog zu vorhin zeigt sich dass Lx S tatséchlich ein (p, ) - Tensorfeld ist.

9.3.5 Definition: Fluss

Der Fluss uX des Vektorfeldes X auf M ist die Scharr von Abbildungen u¥ : M — M, festgelegt durch die Anfangswert-

Probleme p
|
,U,g( (a) =a , &Mtx (a) = X[Lt(ﬂ.)

——
€T, x )M

Offensichtlich gilt
i oy = pi

9.3.6 Interpretation der Lie-Ableitung
Es sei p € M und pX der Fluss zum Vektorfeld X € X (M) auf der Mannigfaltigkeit M. Dann gilt:

X,f = Ly (1 (p))
——

dt t=0
(£x F)(p)

Analoge Beziehungen gelten auch fiir die Lie-Ableitungen hoherer Tensoren. Man stelle sich nun ein Vektorfeld (bzw. den
entsprechenden Fluss) dar, wie etwa eine Flussstrémung. Der Fluss p;X (p) von X beschreibt die Kurve die ein Testteilchen
durchlduft, das am Punkt p startet und von der Strémung getrieben wird. Existiert nun auf der Mannigfaltigkeit ein 2. Feld
(z.B. skalares Feld wie Temperaturverteilung), so beschreibt £x f die zeitliche Anderung des vom Testteilchen empfundenen
Feldes.

Bemerke dass die Definition der Lie-Ableitung, im Gegensatz zur kovarianten Ableitung, keine Metrik voraussetzt.

9.3.7 Definition: Killing Vektor
Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X € X (M) heifit killing, falls gilt

ﬁxgEO

Geometrisch: Alle ;X sind Isometrien auf M.

9.3.8 Lemma: Charakterisierung von Killing-Vektoren

Ein Vektorfeld X auf der semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist genau dann killing, falls gilt
X(9i5) = 9 ([X,04],0;) + 9 (05, [ X, 05]) Vi, j
Speziell: Das Koordinatenvektorfeld 0y, ist genau dann killing, falls
Okgij =0

das heifit, alle Metrik-Komponenten sind unabhéngig von der k-ten Koordinate.
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Beweis:

X killing & Lxg=0< (Lxg)(Y,Z2)=0VY,ZeX
& (Lxg)(0:,05) =0 Vi, j

& Lx(9i5) = 9(X,0:],0;) + g (05, X, 0;])
O

Beispiel: Es sei g die Schwarzschild-Metrik auf M. Dann sind d; und 9, killing.

9.3.9 Lemma: Weitere Charakterisierung von Killing-Vektoren

Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist das Vektorfeld X € X (M) genau dann killing, falls gilt

g(VyX,Z)=—g(VzX,Y) VY,Z € X(M)

Beweis:
——— N—— N——
g(VXY7Z)+g(Y,VXZ) VxY—-Vy X VxZ-VzX
=9(VyX,Z)+g(Y,VzX)
L]

9.3.10 Lemma iiber Killing-Vektoren und Geoditen
Ist X killing und « : I — M eine Geodéte, dann gilt

g (Xy(t), ﬁ(t)) = const

Beweis: p
79X, 31) ) =7)g(X,5) = g (V5X,9) +9(Xy, V57 ) =0
—~ —_—— —~—
F(v(t)) ey S
(9.3.9) Geodiite
O
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10 Krimmung

Im R™ gilt allgemein Dy Dz X = DzDy X (Verallgemeinerung des Satzes von Schwarz). Wir sagen auch: Der R™ ist nicht
gekrimmt. Auf Mannigfaltigkeiten gilt diese Gleichung allerdings im allgemeinen nicht! Man fiihrt angesichts dieser Tatsache
eine Charakterisierung der Krimmung ein.

10.0.11 Definition: Kriimmungsoperator

Man definiert den Krimmungsoperator auf einer Semi-Riemanschen Mannigfaltigkeit M als eine, von zwei Vektorfeldern
X,Y € X geprigte, Abbildung R(X,Y) : X — X

R(Y,Z)X :=VyVzX —-VzVyX — Viv,z1X

Es zeigt sich: R héngt trilinear und F-homogen von X,Y, Z ab.

10.0.12 Definition: Riemansche Kriimmungstensor

Der Riemansche Krimmungstensor R ist das (1,3) - Tensorfeld, dass dem Punkt P und den Tangentenvektoren z,y, z € Mp
den Tangentenvektor R(Y, Z)X (P), mit den Fortsetzungen X (P) =z, Y(P) =y, Z(P) ==z, X,Y,Z € X, zuordnet.
Bemerkung: Es wurde gezeigt dass der Raum E3 isomorph zum Raum aller multilinearer Abbildungen 4 : X x X x X — X
ist.

10.0.13 Satz iiber die Komponenten des Riemanschen Kriimmungstensors:

Es gilt:
R} = 0;1%,; — 0kL5, + 15,1, — T3, T,

mit R} 8 = (6j,6k) 81'.

ijk
Beweis:

Rfjkas = R(aj, 8;.3) 81- = VajVakai — VakVajai — V[gj,ak]ai
0

= Vo, (T3,0s) — Vo, (I%:0s) = (0;T3;) 0s — (0kT5;) 05 + T3, V,05 — 5V, 0s

= (0;T'};) 0s — (8kl“j ) 0s + T},05,.05 — T5,1%,.0, = [(0;T3:) — (0I5, )+ I8 G — 5T ] 0s O

10.0.14 Satz iiber den Riemanschen Kriimmungstensor

Auf einer Semi-Riemanschen Mannigfaltigkeit mit dem Riemanschen Kriimmungstensor gilt:
a) R(Y,Z)X =—-R(Z,Y)X < R =-Rj;
b) Bianchi Identitét: R(Y, Z2)X + R(Z,X)Y + R(X,Y)Z =0 < Rj; + R}, + Rj;; =
Beweis:

a) Klar.
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b) Verwenden die Eigenschaften von V und schreiben

R(Y,Z2)X +R(Z,X)Y +R(X,Y)Z
=Vx(VyZ -VzY)+Vy (VzX -VxZ)+Vz(VxY -VyX) — V[y)z] — V[Z7X] — V[X)y]
=Vx [Y, Z] — V[Y,Z]X + Vy [Z7 X} - V[Z,X]Y +Vz [X, Y} - V[X,y]Z

X Y. Z]| + [V, [Z2,X]| + [Z,[X, Y]] =0

10.0.15 Definition: Kovarianter Kriimmungsoperator

Man definiert den Kovarianten Krimmungsoperator R, als ein (0,4)-Tensorfeld:

R(V,X,Y,Z) :=g(V,R(Y, Z) X)

10.0.16 Satz iiber den kovarianten Kriimmungsoperator

Es gilt:
Rrijk = grstjk

Beweis:

Rerijk = R(Or, 0i, 05, 0k) = g(Or, R(9;,0k)0:) = g(0r, 05) i},
—_——

Jrs

10.0.17 Eigenschaften des kovarianten Kriimmungsoperators
Es gelten folgende Eigenschaften:
a) R(V,X,Y,Z)=-R(V,X,Z,Y) bzw. Ryiji = —Rorik;

=

( )
) R(VY,X,KZ) +R(KKZ7X) +R(Va Z7X7Y) =0 bzw. Rrijk +R7-jki +R7'kij =0
c) R(V.X,Y,Z) = -R(X,V,Y, Z) baw. Rpiji = —Rirjk
) R( )

[=¥

R(V,X,Y.Z) = R(Y, Z,V, X) bzw. Ryiji = Rjkrs

Beweis: Die erste und zweite Eigenschaft folgen unmittelbar aus der Definition. Zu drittens:

Es geniigt zu zeigen dass
R(X,X,Y,Z)=0

denn dann ist

R(V+X,V+X,Y,Z) =R(X,X,Y,Z) + RV, V.Y, Z) +R(X, V.Y, Z)+R(V. X,Y, Z) =0 — R(X,V.Y.Z) = ~R(V. X,Y, Z)

0 0 0

Wir beginnen also mit der Definition von R und schreiben

R(X,X,KZ):Q(X,R(Y,Z)X): g(XavaZX) - g(XavayX) _g(X7v[Y,Z]X)
(L — [ —

Yg(X,VzX)—g(Vy X, VzX) Zg(X,VyX)—g(VzX,VyX)

1
=Y g(X,VzX)-Zg(X,VyX)—g(X,VyzX) = 3 (YZ-2Y -[Y,Z]) g(X,X) =0

17g(X,X) 1Y g(X,X) 1Y, Z]g(X,X) 0

51



Zu 4-tens verwenden wir die anderen 3 Eigenschaften und schreiben

RX,Y,ZV)+R(X, ZV.Y) 2 “R(X,V,Y.Z) 2R(V,X,Y,Z) £ ~R(V.X,Z,Y) 2 R(V, Z,Y,X) + R(V,Y. X, Z)
2R(V,X,Y,Z) = R(V.Z,Y.X) + R(V,Y, X, Z) + R(X,Y,ZV) + R(X, Z,V.Y)

Analog : 2R(Y, Z,V,X) = R(Y, X,V,Z)+ R(Y,V, Z, X) + R(Z,V,X,Y)+ R(Z, X,Y,V)

R(X,Y,Z,V) R(V,Y,X,Z) R(V,Z2,Y,X) R(X,Z,V)Y)

— R(V.X,Y,Z) =R(Y,Z,V,X) O

10.0.18 Definition: Ricci-Tensor

Man definiert den (0,2) Ricci Tensor als: _
RiCik = R?jk

Dabei gilt: Ric ist Symmetrisch.
Beweis: 4 _ _
Ricik = R, = ¢’ Riji = ¢’' Rjpi = Riy; = Ricy, O

?

10.0.19 Definition: Gemischter Ricci-Tensor

Man definiert den gemischten Ricci- Tensor als: 4 _
Ric] := ¢/* - Riciy

10.0.20 Definition: Kriimmungsskalar

Der Krimmungsskalar S ist definiert als die Kontraktion des gemischten Ricci-Tensor Ric:

S = Ricj = ¢'F Ricy, = gikjok

10.0.21 Definition: Einstein Tensor
Der Finstein-Tensor G ist definiert als (0,2) Tensor durch

. 1
G :=Ric —559

mit dem Kriimmungsskalar S, dem Ricci-Tensor Ric und dem Fundamentaltensor g.
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11 Einsteinsche Feldgleichung

Fiir dem Energie-Impuls Tensor T gilt die Einsteinsche Feldgleichung
1
G= Ric—§Sg =8rT

Im Vakuum ist: .

11.0.22 Satz iiber die Feldgleichung
Es gilt:
1
Ric—ng =0 & Ric=0

Beweis: "<" ist klar.
Richtung "=" : Beginnen mit

1
Ric—-Sg=0
ic—55g

und schreiben

1 1 1
0 = Ricjy g™ — ngikgkl = Ric! —§Sgikgkl = Ric! —5565

0 T F#E] _ 1
— Ricl = — 0=8-8=Ri;-§=78-4-5=8 — Ric=0 O
g i=1

11.0.23 Begriindung der Schwarzschild-Metrik

Wir betrachten die Koordinaten t, 7,9, ¢ wobei t die Schwarzschild-Zeit, r der Schwarzschild-Radius (radiale Koordinate) und
9, ¢ die beiden Winkel-Koordinaten geméft der Kugelkoordinaten sind. Wir fordern dass —g auf der Kugelschale euklidisch
ist. Aus Symmetriegriinden muss gelten:

9(9, =09) = g(9, 0p) — 9(0r,99) =0

Analog : g(atvaw) = 9(87‘7819) = g(aTvatp) =0

Also:
a(r) e(r) 0 0
v | clr) b(r) O 0
(g’tk) - 0 0 77,2 0
0 0 0 —r?sin®9¥
Wir wollen jetzt ¢(r) durch Zeitorientierung eliminieren:
t:=t+a(r)
Wir fithren die neuen Koordinaten £, 7,1, ¢ ein, dazu
~f ) é?"a 519 ) 5&9
~~ N~~~
Bt 819 8¢
und schreiben
5 9 1y (7 9 1 9 1y (7 /
87.]0:5(]0090 )(t7r7197§0):5(f090 )(t,r,ﬁ,(p)za(foga )(t_a(r)araﬁa<p):6rf_aatf

— 0, =0, — a0
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Ziel:
0=g ( 7, 8,n) =g (04,0, —a'dy) = g(84,0,) — /g (04,0;) = c—a

a:/fdr
a

Also setzen wir:

Somit ist jetzt unser Stand der Kenntniss:

A(r)  c(r) 0 0

c(r —B(r 0 0
(guy=| b B0 0,0

0 0 0 —r2sin?9

wobei wir A und B positiv setzen (somit ist g indefinit). Dazu erhélt erhdlt man die kovarianten Ableitungen

rsin? ¢

A B
Vo0 = 5500, Vo,0, = 520, . Vo, 09 = —%ar L Vo, 05 = — 8, — sind cos I - Iy

A 1 1
Vatar = ﬂat s Vat&g =0= Vatap , VaT&g = ;379 , Varap = ;&p , Vaﬁ&p = cot ¥ - 8¢

Durch die Definition
R(aj, (9k)61 = V{)j Vak& — Vak Vaj 02 — V[a.ﬁk]ai

J
erhélt man fiir den Riemanschen Kriimmungstensor analog
_ APB+ AA'B' - 2AA

R(0,0,)0; = 1ALZ Or

_ AA'B' —2AA"B+ A”B

R(0t,0,)0, = -0,
( ty ) 4AQB t
R(0,0,)09 =0 = R(0,0r)0,
die insgesamt nur 24 nicht-verschwindende Komponenten:
1 (A'B A'A
R(1)01:2A<2B - A"+ 2A>:_R(1)10
1 [AA A'B’
360123(214 — A"+ 2B)R(lno
A'r A’
Rjgy = “5AB — —R330 » Rz = “5Br = —Ri0
A'rsin® 9 A
Rgog = T 9AB = _Rgso ) Rgos = “9Br = _R(S)so
B'r B’
R%m = BbY:7] = _R%m ) R%m = “9Br = _R%n
B'rsin? 9 B’
R:1513 = 2832 = _Réi‘)l » Rig = 2Br _Riﬂ

1
R§23 - (1 - B) Sin2,l9 = _R§32 ) R§23 = E — ]. = —R§)32



Fiir g ergibt sich der Ric-Tensor als
A// A/A/ A/B/ A/

Ricoo =55 ~ a5 ~ 132 " Br
A/B/ A/l A/A/ B/
R. = ——— —
N =AB T 24 T 1Az T Br
Ar B 1
RiCQQ = " " — =

“oAB "o T B

RiC33 = sin2 - RiCQQ
Aus den Einsteinschen Feldgleichungen weis man dass im Vakuum 7" = 0 und somit auch Ric = 0 ist. Insbesondere sind auch
RiCoo = RiCn = RiCQQ =0

und man erhélt durch die oberen Beziehungen die Differentialgleichungen

A B rB

RiCoo RiCll 1 A B’ A’ B’
O = = J—
(A B

N Z+§:(IH(AB))/:O — AB = const

Aus physikalischen Griinden muss die Wirkung der Masse im Unendlichen verschwinden, d.h die Metrik muss in die Lorenz-

Metrik iibergehen:
lim A(r) =1= lim B(r) = 1= lim A(r)B(r) = A(r) - B(r)

T—00 T—00 T—00

und man erhélt so
A-B=1

Ferner gilt wegen Ric =0

2
O0=Ricor=1-A—-Ar - 1=A4+Ar=0rA) — rAd=r—2u — A=1-#

r

woraus man schliefslich die bekannte Schwarzschild-Metrik erhalt

T

2 -1
(gir) = diag <1 - 7,u, % —r2, —r?sin® 19)
r _
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12 Zeit-Geodaten

12.0.24 Definition: Weltlinie
Eine Weltlinie W ist die Bildmenge eines Beobachters v : U — M
W:={yt)eM:teU}

Bemerke: Es ist nicht unbedingt moglich einer Weltlinie eindeutig einen Beobachter zuzuordnen.

12.0.25 Definition: Umparametrisierter Beobachter

Wir nennen 3 : U — M wobei §'(t) zukunftsreisend sei, unter der Bedingung g(3’,3’) > 0, einen umparametrisierten

Beobachter. Dabei nennen wir s
t(s) —to =t —to =/ 9(8'(0),0'(0)) do
So
Beispiele:
a) Angenommen [ = v, so ergibt sich

S
t=t0+/ do = s — sy + tg
S0

b) FallsV s:t=s— 5o+ tp ist, so ist G der Beobachter.

Bemerkung: Sei § fest, und s(s1),s : [a1,b1] — [a,b] = U mit s’ > 0 (s monoton wachsend). Dann ist mit 5 : [a,b] — M
auch (Bos):[a1,b1] = M und

t(s) —to = t(s1) — t§
Beweis:

o8 P MY o o Py g e ey

s(s9)=s0

12.0.26 Satz iiber umparametrisierte Beobachter
Sei f: U — M ein umparametrisierter Beobachter. Dann gilt:

a) 3 s(s1) so dass B(s(s1)) ein Beobachter ist.

b) Die Zeit die der Beobachter brauch, um von 5(sg) bis 5(s) zu kommen ist
o) ~to=t—to= | \g(F(@).5)) do
so

Beweis (a): Wir setzen 0.B.d.A sy = a, tgp = 0 und schreiben

t'(s) =+/g(B,p") > 0 streng monoton — bijektiv

— It =51 51(t(s)) = s

s(t)=s1(t) t
Atso: v | Va0 (@) dor = | \/g (j&msl(o)),cjjlﬁ(sl(o))) 5} do

o(to)=s1(to)

- / \/g (e gostaon) do = o (0o, fooln(o) ) =1

0



Nach vorigem Beispiel ist 3(s1(s)) Beobachter.

Das Zwillingsparadox: Betrachten den Minkowski Raum und zwei umparametrisierte Beobachter «, 3, die sich mit den
Geschwindigkeiten
(1,,0,0) s <T
O/(S) = (1’05070)7 ﬂ/(s) =
(1,-v,0,0) T <s<2T

vom Ursprung zum Punkt P bewegen.

Die beiden Beobachter brauchen unterschiedliche Zeiten um zu P zu gelangen:

2T 2T
a:At:/ do=2T, (:At= V1—v2do=2T+1—v2
0

0

12.0.27 Definition: Geodéate

Eine Geodite ist eine Weltlinie einer kraftfreien Bewegung eines Teilchens.
Postulat: Geodéten von P nach @ sind die Kurven, so dass

/ @), 5 (@) do

fiir geniigend kleine |s; — so| extremal ist. Ziel ist es:
a) Differentialgleichung fiir eine Geodéte zu finden.

b) Die Ergebnisse mit dem Experiment zu vergleichen.

12.0.28 Euler-Lagrange Gleichung
Wir betrachten die Mannigfaltigkeit M und

L:RXTM — R, L(t,x1,....Tn, Y1, s Yn )
—_—— —
por  yETp@)R"
mit
x € C*([a,b], M) =: C

und dem Funktional .

¢:C =R, ((x) :/ L(t,z(t),2'(t)) dt

a

Wir sagen dass « € C' extremal ist bzgl. P,Q € M wenn z(a) = P, 2(b) = @ und ((z) ein globales Extremum besitzt!
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12.0.29 Satz iliber extremale Kurven

Ist xg extremal, so gilt die Euler-Lagrange Gleichung

0 d 0

a—%L(t,wo(t)@{)(t)) &5y L (t,zo(t), 20(t))

Es geniigt oberen Satz im R™ zu zeigen, da xy auch extremal fiir beliebig nahe liegende Punkte auf der Kurve ist, so dass
man auf eine einzige Karte zugreifen kann.

Beweis: Sei 2 € C?([a, b], R") mit z(a) = z(b) = 0. Wir untersuchen die Funktion g(n) := ((xo +72) und sehen dass diese in
1 = 0 ein extremum hat. Wir schreiben

d d [° b g
:ﬁ \n=o=%/ L(t7xo+77z,x6+17z’) dt:/ %L(t7$0+ﬂz,xé+nz’) dt

b b
9 i 0 i
:/a ;@L(t,mo,xé) z dt+/a ;@L(t,xmxé).z dt

fZ/ e L(t, o, x) 2" dt+Zz L(t, 20, 23) | — Z/ L(t, o, () dt

d 0o ,
_Z/ [ L(t,zo, () — & Dy L(t, xo,xo)] dt

Da z beliebig sein kann, muss jeder einzelne Summand verschwinden. Ferner muss sogar der gesamte Integrant verschwinden,
und man erhélt

d 0
dt dy

4 L(t,xo, xp) =

B L(t,zo,zp) O

12.0.30 Berechnung von Geoditen

Frage: Wie findet man so genannte nach Bogenlinge parametrisierten Geodéaten?
Antwort: Euler-Lagrange Gleichung.
Wir schreiben die Euler-Lagrange Gleichung fiir

L=y, ')
auf, wobei wir 0.B.d.A setzen g(z’,2') = 1.
PL 9 OL _ oL O?L 0 0*L -
atay oy ot dyl = gy’ drioy 7 0zi T fyigyi ~ Y

0

0L d [OL %L 0%L da? 0L dy’ 5} INTIN, gy
T (ayi> " 0y 0wy At dyioy dr (W‘g”“> ) )
N——

10 - 0 , .
= gm0 = () @6 + o)

(50 ) @) ey

Da gir, = gr: gilt, ist

Il
7N
Q
5}
Ne}

Z
~__
—
~—~
N

ol
~
Il
N
Q
8| Q
ol
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~__
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8
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~—~
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und man erhilt durch

10

()" = 5 i@ @) = () @V = 5 | o — s — gt - (@) )

1,10 0 7]
2

— (ajl)” = fg“ %gjk - @gik - &rkgﬁ] '(xj)/(xk)/

die Differentialgleichungen fiir die Geodéten

12.0.31 Satz iiber die Geoditengleichung

Die Geodatengleichung ist dquivalent zur Differentialgleichung
lel’/ =0

Beweis: Erst Annahme: Geodétengleichung (*). Dann ist:

Vard' =Vigping, (&' f7)0; = (2'f*) Vo, (2 f7) 0; = 7 [0; (2" f7) 8; + (2" f7) Vo,0;]
du® 0 du! du® du? 2w dut dut « [P d2ud
= 2. 1ty = 19 = — i
@t oa dt T ar a9 {dﬂ RFTIT ”] % [dtQ dt? }8] 0
—_——
dut
TR

Jetzt: Annahme V, 2’ = 0. Dann ist aus obiger Rechnung ersichtlich:

d2j dzdl .
va/x'(...)[ v f}aj

T ar ar

woraus folgt:
d?ud du® dut _;
il VA
dt? dt dt "

12.0.32 Bemerkungen zu Geoditen

o Ist z(t) Losung der Geodétengleichung, dann ist g(z’, ') : const, denn

d A ! ! ! / /
_— = x! 5 —2 x! 3 —0
dtg(x,x) Vegla z') =29(Vya o)

0

e Ist z(t) eine Losung der Geodatengleichung, so ist auch x(At) eine.

e Man kann Geodéten umparametrisieren so dass sie Weltlinien sind.

Loésungen der DGL
Vaez' =0, gla',2") =1

sind Weltlinien.

Wir gehen davon aus dass jede Losung der Geodéatengleichung, eine Geodéte ist.
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Beispiel: Der Minkowski Raum Wir betrachten eine Kraftfreie Bewegung im Minkowski Raum R%. Unter der Euklidi-
schen Metrik wiirde gelten:
Vo' =0 & 2/ =0 & z=vt+x

Durch die Schwarzschild-Metrik

d 2
ds* = h(r)dt® — L— (d192 + sin® ¥ d<p2)
h(r)
ergeben sich die Geodétengleichungen
2p
"n_ _ £
r2h(r) "

r’ = —@u(t')2 + 7“2;:(7“) (") + rh(r)(9")? + rh(r)(¢’)? sin® ¥

2
o' =20 —2cotd -9y
r

2
¥ =sind cos - (¢')? — =’
7

12.0.33 Satz iiber die Kraftfreie Bewegung in der Schwarzschild Metrik

Seien 1, ¢ : const. Dann ist
= 2
)

Fiir Teilchen besteht also kein Unterschied zwischen ihrer Bewegung und der im Fall der klassischen Mechanik.
Beweis: Verwenden die Geodétengleichung fiir die Schwarzschild-Metrik:

(PH — 19// — 0

Beispiel: Die Periheldrehung von Merkur Betrachten die Bewegung von Merkur um die Sonne mit der Masse pu.
Durch )
r=(F—rp) e+ 2ro+1rp) €, =—

ergibt sich im klassischen Sinne

1 L
Z =2 — =
= Acos(p —go) +

wobei L = r2¢ : const der Drehimpuls ist. Obere Bahn stellt eine feste Ellipse dar, mit dem einen Brennpunkt in der Sonne.
In der Schwarzschild-Metrik kommt man auf die Differentialgleichung

" _ M 2 ._1
U —&—u—ﬁ—i—&uu,u.—;
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die allgemein nicht analytisch Losbar ist.
N&herung der Losung: Man berechnet erst ug () im klassischen Sinne aus, und setzt dies dann in die DGL ein:

I
u +um Tz + 3 - ui ()

11

Durch explizites Losen kommt man auf eine Umdrehung des Perihels (Punkt des kleinsten Abstandes von der Sonne) um e

pro Jahr, was etwa mit den Beobachtungen iibereinstimmt!
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13 Integration

13.1 Einfiihrung

13.1.1 Kurvenintegral 2. Art
Zu einem Vektorfeld F , gegeben auf Kurve K mit Parameterdarstellung x = x(t), ¢ := 2~

z: I —-K, p: K—1T

/ﬁdfzz/ﬁ(x(t))didt

In unserem Kontext identifizieren wir das Feld F als Linearform:

g(F.)=F()

ist

und verallgemeinern: Zu 1-Form F' auf orientierter Kurve mit Karte ¢ :

[r= [ (Greo) a= [ Feo)eo

@(K) (K)

13.1.2 Oberflichenintegral 2. Art

Zu Vektorfeld S auf orientierter Fliche O mit Parameterdarstellung #(u,v) d.h # % (u,v) € I’ definiert man
/gdg::/g(u,v) -+ (Oy X Op) du dv
o r

In unserem Kontext ist
S(,) =g (57. % )
eine 2-Form (schiefsymmetrisches Tensorfeld). Verallgemeinern also: Zu 2-Form S auf orientierter Flache O, mit Karte ¢:

/S = / S (¢ (w,v)) (Bu,y 0) du dv
o

»(0)

13.1.3 Kurvenintegrale 1. Art

Zu skalarem Feld f auf einer Kurve K mit Parameterdarstellung x(¢), ¢ € I schreibt man:

/ fds = / Fa ) e di = / F () 9(0r By) de
K I I

13.1.4 Oberflichenintegral 1. Art

Zu skalarem Feld f auf einer Flache F mit Parameterdarstellung #(u,v), (u,v) € I' ist erklért:

9(0u,0u)  9(Ou, 0y)
/fdA ::/f(u,fu)\/EGfF2 du dv%/f(u,v) du dv
f
r r

9(0y,0y)  9(0y,0y)

62



13.2 Allgemeiner Integralbegriff
13.2.1 Integrale 1. Art
Zu skalarem Feld f auf Mannigfaltigkeit M mit Karte ¢ ist erklért:

/f dA = / fz(u', . u™) \/det (9(9;,0;)) du'...du™
M

w(M)

13.2.2 Integral 2. Art

Fiir n-Form w mit kompaktem Tréger, auf n-dimensionaler, orientierter Mannigfaltigkeit M mit Karte ¢ definiert man:

Jo= [ ol @) @0 du
M e (M)

Ist M nicht durch eine einzige Karte beschreibbar, so verwendet man Atlas (pa, Ua)ye 4- Zu offener Uberdeckung (U, ) wéihlt
man eine so genannte Zerlegung der Eins: Familie (73) sep Von nicht negativen C'*° Funktionen mit:

a) VpeM:3Voffen: peV A supp7s NV = auBer fiir endlich viele g € B
b) VpEM:ZTB(p)zl

peB
c) VBeB:3aec A:supprg C U,

Bemerkung: Auf jeder C*° Mannigfaltigkeit lésst sich eine Zerlegung der Eins konstruieren.

Somit definiert man:
/ wi= Y / o7
Ua(p)

i peB

13.2.3 Satz iiber die Integration einer p-Form:

Die Definition des Integrals ist unabhéngig von der Auswahl der Karte ¢.
Beweis: Zu zeigen wire: Fiir gleichorientierte Karten ¢ und ¥ mit den Koordinaten u; bzw. v; ist:

_ o) ) n _ 0 9 n
/ w (QD 1(u)> <8u17 ceny 8un) duldu = / w <¢ 1(7})) (6’01’ veny 8’0”) dUl...dU
o (M) p(M)
Es gilt
0 0 vk 9 ovkn 9
—1 v _ _ —1
w (e (u)) (8u1 Y 8u") w (@ (1)) ( Oul Ovk1’ 7 Qun 8vk">
P P (™) . ) 0 i 9 B ouP) JuP ™)
773628 W ..... D W(QD (u)) (6@7)(1)7'”’81}73(")) —W(QO (U)) <avl,,6vn> ;X(P)W Sur

WPl (67 0) (oo o w5

Durch die Umrechnungsformel fiir Riemann-Integrale folgt somit die Gleichheit der Integrale.

13.2.4 Elegantere Formulierung der Integration 1. Art

Fiir skalares Feld f definiert man:
/f av .= / fle7 !, u™) - V(e (W, . u™) (O, .., 0y) dut..du™
M @ (M)

mit der Volumenform V. Beide Definitionen des Integrals 1. Art sind dquivalent.
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