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Aufgabe 01

Betrachtung der Konvergenz

Betrachten die Fourier-Reihe

flx)=

Z [y, sin(nx) + by, cos(nz)]
neN

der 27m-periodischen Funktion f. Dann gilt: Ist f stetig und auflerdem stiickweise stetig differenzierbar, so konvergiert die
Fourierreihe von f gleichméfig gegen f. Ist f nur stetig, so konvergiert die Fourierreihe nur punktweise gegen f. Ist f nicht
mal stetig, so liegt im allgemeinen keine Konvergenz vor!

a) Die Funktion
fla) =2

ist stetig, und sogar stiickweise stetig differenzierbar. Somit ist die Fourierreihe f gleichmiBig konvergent gegen f.

b) Analog zu vorhin ist auch
f(@) = ||

stiickweise stetig differenzierbar, so dass auch hier f — f geht.

¢) Im Gegensatz zu vorhin, ist hier
f(z) = sgn(z)
nicht stetig! Die Fourierreihe konvergiert also nur Punktweise gegen f(z) aufler an den Réndern! Dort geht f (x) — 0.
d) Im allgemeinen Fall ist b # —a so dass f nicht stetig ist. Somit geht f nur punktweise gegen f (). An den Réndern
geht f ferner gegen g(b —a).

e) Hier ist wiederum die gleichméfBiige Konvergenz von f gesichert, da
f(z) = cosh(ax)
stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist.

f) Analog ist auch
f(z) = |sinz|

stiickweise stetig differenzierbar so dass f gleichméfig gegen f konvergiert.



Berechnung der Summen

2)

Beginnend mit der Fourier-Darstellung

setzen wir x = 0 und bekommen so

b) Wir beginnen mit der Fourier-Darstellung
2 0 —1)"
flz)=2%= % +4- 7; ( n2) cos(nx)
setzen = 0 und formen um
el (_1)n+1 1 1 (_1)n+1 > (_1)n 7T2 .’)32 71_2
7_1—— _— = — = —— — = —
n; n2 2 Ty T T n; pa - cos(ne) = 35 = = 4
¢) Verwenden die beiden vorigen Ergebnisse und schreiben
0 1 e (_1)n+1 0 2 ( 271-1—1 e
;(2n+1)2 nZ::l nZ ; @t 1)? 2n+1 +n:1
- 1 = 1 — 1
SR e L
d) Beginnend mit
sinh(am) <= 2asinh(an) n
f(z) = cosh(az) = — + nz::l g (=1)" - cos(nx)
setzen wir = m und erhalten so
sinh(aﬂ') sinh(a =
cosh(ar) = g ; a2 i n2 - = —|— Z a2 = mcoth(am)
Aufgabe 02

Betrachten zuerst das Problem P;

0%y 0?

Au(w,y) = 5 (@) + Fo5 (2.9) = 0
w(0,y) = u(a,y) =0

u(w,O) = wl(x) ’ u(x,b) = ¢2(l‘)

dessen Losung gegeben sei durch die Abbildung

U(l‘,y) = ‘C(aa b7¢1,¢2)($7y)

Dann ist auch das Problem

0%v 0?

Av(z,y) = =0

w(:&y)—i-@(x,y)

v(0,y) = p1(y) , v(a,y) = pa(y)

v(z,0) =0 =v(x,b)



losbar durch
U(‘T7 y) = ‘C(b7 a, P, 902)(y7 ‘T)
Somit ist schliefllich auch das Problem

Af) = 559+ 5L ) =0

f0,y) =¢1(y) , fla,y) = pa(y)

f(2,0) = u(z) , f(z,b) = a(x)

l6sbar durch Superposition der beiden Losungen geméf

f(xvy) = ‘C<aa b, wlan)(xvy) + ‘C(b,aa ®1, @2)(y’x)

Wir miissen uns demnach nur mit der Bestimmung von L(a, b, 11, ¥5) befassen. Dazu machen wir den Separationsansatz
u(z,y) = (z) - O(y)

was uns direkt auf die Gleichung
" (2)0(y) + ()0 (y) =0 - — =——=heR
fiihrt. Die Losung oberer Differentilgleichungen ergeben sich als

h+#0:3(z) = AeV"® + Be V™ | ©(y) = CeV ™ 4 De Vv

h=0:®(z)=A+ Bz, O(y) =C+ Dy
Aufgrund der Randbedingungen
u(0,y) = u(a,y) =0 Vy
folgt
®(0) =P(a) =0 — A=-B A eVha = g=Vha
Obere Beziehung kann nur gelten falls A < 0 ist. Fiir h = 0 ergibt sich die Triviale Losung

P(x)=0
die uns nicht weiter interessiert! Somit ist h < 0 und mit
w:=v-h

erhélt man die Grundlésungen
™m

Wn = o — @, (x) = A, sin(w,z) , O(y) = Cpe? + Dpe“mY

und die allgemeine Losung als
Z sin(wnx C e“"Y + D e_‘”“y}
neN

wobei hier 0.B.d.A A,, = 1 gesetzt wurde! Durch die Randbedingung
U(Z,O) - 1/11(@ ’ u(ac, b) - 1/)2($)

erhalt man

Z sin(wpx) - [Cn:V- Dy] = 1(z)

Zsm (wnz) - [Ch et 4 Dyemn } = 1)9(x)

neN

Vn



Durch Fouriertransformation erhélt man die unbekannten Faktoren W,, und V,, geméf

Wn=i~/a1/~11(m)-sin(7r;m) dx

V, = % : /aﬁg(x)-sin (%) dx

wobei 1[)1 bzw. 1;2 die ungeraden Fortsetzungen der Funktionen 1 bzw. 19 auf das Intervall [—a, a] sind. Durch algebraische
Umformungen erhélt man dann
Vi — Wye @n? D Wyeent —V,

sinh(w,b) " sinh(w,b)

und schliellich die Losung des Randwertproblems als

Cn =

— M _ —wnb . pWnY wnb Lo~ WnyY
u(x’y)istinh(wnb) (Vi = Whe™@nb) - e + (Wpe V) -e” Y]

sin(wy, ) . .
= —_— S h — ) h
E y Sh(wnb) Wi, sinh(wnb — wpy) + Vi, sinh(w,y)]

Aufgabe 03
Die Anfangsposition der Seite ist gegeben durch
u(z,0) =: p(x) ::h_%}; <a:— 5)22—2{2-332—1—4; T
Wir machen fiir u(z,y) den Ansatz
u(z,t) = ®(z) - O(t)
und erhalten so die Gleichung

R v/ _l " _ (Ii/_@i”_. . _ 1.2
= 3" (2)0(t) = 0"(t)®(x) =0 3~ 26 = h=:—k

1 03%u

R T2)

wobei wir hinsichtlich der zu erfiillenden Randbedingungen die konstante h nicht positiv gewéhlt haben. Die allgemeinen
Losungen obiger DGL sind gegeben durch

k # 0 :®(z) = Ae™™ 4 Be ™ | O(t) = Ce’™ + De M | k=0:®(x) = A+ Bz, O(t) = C + Dt

Um die Randbedingung
u(0,t) =u(L,t) =0Vt

zu erfiillen muss

sein. Dies fiithrt zur Quantisierung der erlaubten k

A"‘B:O/\eikL:eiikLHkn:nfwvneN
und somit zur allgemeinen Losung
1) =S sin(knz) - [Coc™t + Dpe™nt] | ky 1= ) w, i= ki
u(z,t) Zsm( z) - [Cre™ + Dye ], v c

neN



Bemerke: Der Fall k£ = 0 fithrt nur zur trivialen Losung ®,,(z) = 0.

Durch die Randbedingung
ou

: . !
a(m, 0) = Z sin(kpz) - iwy, [Cp, — Dy =0V x

neN

ergibt sich C,, = D,, und somit die Darstellung

u(z,t) = Z W, - sin(knx) - cos(wnt)
neN
wobei sich die W,, aus der Anfangsbedingung
u(z,0) = Z W, - sin(k,x) = o(x)
neN

ergeben, geméif

L 5 L
/cp(:c) -sin(kpx) do = Z/o o(z) - sin(kyx) dz
0

&=

L
1
Wy, = I /@(a:) -sin(kpx) do =
-L
wobei ¢ die ungerade Fortsetzung von ¢ auf das Intervall [—L, L] ist. Also:
2 (* 8h [ 8h "
W, = E/o o(x) - sin(kpz) do = Tz ~/0 x sin (n—;x) dx — s -/0 % sin (%) dx

8h L2 e 8h L3
:ﬁ~w-[smu—ucosu]o ~ 75 5.3

nm

- [2usin(u) — (u® — 2) cos ul,

_ 8 [(n*m® —nm —2) - (=1)" + 2]

n2m2

Somit ist die Auslenkung gegeben durch

u(z,t) = 8h Z % [(nPr? —nr —2) - (=1)" + 2] - sin(k, ) - cos(wyt)

2
T
neN

Aufgabe 04

a) Wir machen den Ansatz
wobei S das Problem

16st. Somit erhilt man fiir S

und ferner fiir H:
Hy(x,t) — a*Hyp(z,t) =0, H(0,t) = H(L,t) =0, H(z,0) = p(z) — S(z) =: ¢(x)
Wir machen den Separationsansatz
H(z,t) =T(t)  G(x)
und erhalten die gewShnlichen DGL
T/ G//

= = -k k>0
a’T G =

H,—d’H,, =T'G - ad’TG" =0 —




deren allgemeine Losungen sich ergeben als

G(z) = Ae'*® 4 Be kT

T(t) = Tye @ k't
wobei wir 0.B.d.A a > 0 gesetzt haben. Durch die Randbedingung
H(0,t)=H(L,t)=0VYt

erhéilt man eine Quantisierung der k-Werte

G(O):G(L):O — A+B:O A €ikL:eiikL — k:%:knvneN

und somit die Losungsfolge _ ‘
Gn(x) = Ae™™® + Be™#n® = Asin(k, )

Wir setzen 0.B.d.A A = 1 und schreiben die allgemeine Losung auf

= Z T, - e kat. sin(k,x)

n=1

Fiir ¢ = 0 muss gelten
(o)
0) =" 7, - sin(knz) = 9(x)
n=1

so dass sich die Koeffizienten 7,, ergeben als

L
2
=7 /z/) -sin(ky,s) ds
0
und die endgiiltige Losung des Problems als
ur — U 2 > 27.2
u(z,t) = S(x) + H(x,t) = ug + 7 0. Z nzz:l / ) -sin(ky,s) ds p - €= Fnt - sin(k,x)
b) Fiir
cp(x)x2+(L+)x,u00 =5
ist
V(@) = p(z) — S(z) = La — a?
und somit
L
2 2 k222 — 2 oo L
=1 / —2% + L) - sin(k,z) do = Ik . [233 sin(k,x) — % cos(kna?)h + P [kn sin(k,x) — x cos(k,x) )
0

iy = 2y
Lk © w3nd
weshalb sich die Lésung des Problems ergibt als

e 27,2

u(z,t) = z:: 1) e~ Fan1t gin(ky, 1)




Aufgabe 05
Wir machen den Ansatz

u(r, p) = P(r) - (p)
und bekommen so

10 ( ou 1 0%u " o _, P _, ol P 5

Die allgemeinen Losungen der beiden DGL ergeben sich als
B(p) = Ae’t?  Be= v P(r) = Cr* + Dr=*

Durch die Randbedingung
u(r,0) =u(r,a) =0V r €[0,R)

ergibt sich notwendigerweise

und man erhélt eine Quantisierung der k
, . nm
A=-B A efv=¢7he k=" neN
o
Somit kann man die allgemeine Losung aufschreiben als

u(r,p) = > sin(kag) - [Cur®™ + Dyr ]
neN
Fordern wir auerdem die Endlichkeit fiir die Lésung in r = 0 so miissen die D,, verschwinden, also
U(T, (P) = Z Chp - rkn . Sln(k‘n(p)
neN

Durch die Randbedingung
u(R,9) =Y Co- R -sin(knp) = cp

neN
ergeben sich die Koeffizienten C), als
c, = 2 /ac sin(hng) do = 2B in(hng) — koo cos(ng)]” = — 2% . R~ . (_1)n
n = a o ® n§) AP = ak% np n¥ nP)lo = o
Aufgabe 06

Wir machen den Ansatz .
u(z,t) = 7; [an cos (LZUO + by, sin (%t” . sin (%x)

wobei die a,, b, geniigend schnell verschwinden sollen um die Konvergenz zu sichern und zeigen dass dieser die Differential-
gleichung

0%u 1 0%u
o2 vor
erfiillt:
Pu_ 10
0z2 2 Ot2
- _ ni_o:l 7727;2 . { {an cos (%t) + b, sin (%t” - sin (%x) _ viz [anvz cos (%t) + b,v?sin (%t” . sin (WI?:LQC>} -0



Durch die allgemeinen Anfangsbedingungen

U(LL‘7O) = go(x) A ut($70) = ()

ergibt sich mit
™
kn = T , ne N

die Berechnungs-Vorschrift fiir die Koeffizienten a,,, b,, gemés:

00 L
u(z,0) = Zan ssin(kpz) = p(z) — a, = %/0 o(z) - sin(kpz) dx

- : ! 2 v .
ui(z,0) = ;bnckn -sin(kpz) = ¥(x) — b, = ), () - sin(k,x) dz
In unserem Spezialfall sind die Anfangsbedingungen gegeben durch
h
Tx cx €0,
o(x) = . A P(z) =0
C_L(x—L) rx € e, L]
Somit sind die b, = 0 und
2h [° 2h ~
=~ i x - sin(kpz) dx + m/c (x — L) - sin(kpz) dz
oh [ = 1. ¢ 2h @ 1 k 2h
=7 |:_kn cos(kpx) + 2 sm(kn:c)} . + DL . |:_kn cos(knz) + iz sin(k,x) ) + (c— L)k,
2h 2hL? e
=" sin(kye) = —— " .sin (-
ck2(L —¢) sin(knc) en?m2(L —¢) sm( L )

und somit die Losung als




