Analysis I1I
FSU Jena - WS 07/08
Serie 14 - Losungen

Stilianos Louca

2. Marz 2008

Aufgabe 01

Vorbemerkung: Das Problem
uy — a*Au =0, u(x,0) = f(z)

kann durch die Substitution "

u(z,t) =:v (a,t> , g(x) :== f(ax)

auf das Problem
v —Av =0, v(z,0) = g(x)

zuriickgefithrt werden, dessen Losung sich ergibt als die Faltung
olant) = [ (o~ u.)90) dy
R3

wobel
ceT T i t>0

0 t<0

die so genannte Grundlosung des Problems ist. Somit ist

u(z,t) = /<I> (g - y,t) flay) dy

R

Losung der Aufgabe: Das Problem
Uy — a2ugy = f(x,t), u(x,0) =
wird gelost durch

u(z, t) = /Otw(:c,t,r) dr

wobei w die Bedingungen
Wy — Py =0, wi—y = f(z,7)

erfiillt, denn:

t t ¢
U — gy = w(z, t,t) +/ wy(z,t,7) dr — a2/ Wee (2, t,7) dT = f(2,1) —|—/ [wy(z,t,7) — ame(x,t,T)] dr = f(=z,t)
0 0 0
0

0
u(z,0) = / w(x,t,7)dr =0
0



Fiir w(z,t,7) machen wir den Ansatz
w(z,t,7) = (z,t —7)

wobei die Schar (™ das Problem
G —a’ ve =0, CT(J;7O> = f(CC,T)

16st. Somit ergibt sich die Losung fiir {7 sofort als

CT(xat)Z/be(g—y,t) flay,7) dy

und somit w als

w(w,t,7) = (" (z,t —7) :/

be(g —y,t—T)f(ay,T) dy

Schliellich ergibt sich die Losung des urspriinglichen Problems als

u(z,t)/ot/RCI)(Zy,tT) flay,7) dy dr

Aufgabe 02

Zu zeigen wire dass die Funktionen cosnep, sinnp, 1 bzgl. des Skalarproduktes

2w

(f,9) = flp)-g(p) dp

0

orthogonal sind. Wir rechnen also stur aus

=0

[ 1o . 1 [Jeos[(n—m)p] cos|(n+m)y °m
n;ém./o smngp-cosmapd<p—§~/0 [sin [(n — m)p] + sin [(n + m)g]] d(p——2-[ - + o L

27 2m sin[(n —m sin [(n +m 2
/0 cosny - cosmep dp = % . /0 [cos [(n — m)p] + cos [(n +m)p)]] dp = % ' [ [51 - m L4 + [51 ++m )(p]h =0
/27r s - sinme do — 1 /271' tcos (1 — mYe] — cos [(n - m) )] dip — 1 [sin [((n —m)p] sin[(n+ m)@]]% L
; 2"/, 2 n—m n+m 0

2 2 2m
n:m:/ sin? nep d@zﬁnio/ cos?ny dp / cos?(0 - ) dp = 27
0 0 0
2T 1 2m
/ sinny - cosny dp = 5 / sin(2ny) dp =0
0 0
2m 2m
(1,cosnp) = / cosnp dp =0= / sinng dp = (1, sinnp)
0 0

2
<1,1>:/ do = 2m
0

und sehen dass die Funktionen tatséichlich orthogonal sind!



Aufgabe 03

a) Fiir den homogenen Fall
Ut — azuam: =0 ’ u(lvt) = u(O,t) =0 ) u(x,O) = uO(x)

ergibt sich

: d [ 1 ['d :
E = ~$/Ou2(:c,t) dxzio/o auz(az,t) da::/ou(x,t)~ut(a?,t) dx

DN | =

l 2 = 2' lum 2u X JS—CLZ- liux cUp\ T x—a2' lu X 2 X
—/Ou(x,t)-auw(x,t)da:—a /O (1) - 5ot t) d = /0890( (@1 - s (2, 1)) d /0(1.( ) d

1 I
= a? cu(x, t)ug (x,t) \f) —a2/ ui(x,t) dz = a2 - [w(l, t)uz(l,t) — u(0, t)u,(0,1)] —a2/ uy(z,t) de <0 O
0 0
0 >0

b) Seien u;, us Losungen des Problems
g — a*uge = f(x,t) , u(l,t) = b(t) , u(0,t) = a(t) , u(z,0) = ug(x)
und u := u; — us. Dann ergibt sich fiir v das Problem
up — a*Uze =0, w(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) =0

Doch aus Teil (a) folgt
dE d [t ,
dt  dt /0 w(z,t) do <

das heisst, E ist monoton fallend. Doch zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist

1 l
Et=0)==[ 0dz=0
2 0

Somit ist fiir alle t > 0 auch l
1
E(t):i/ w(2,t) de <0 : V>0
0

Da der Integrant u? nicht negativ ist, muss er selbst 0 sein, also u = 0. Somit ist u; = ug. [

Aufgabe 04

Ist die L-periodische Funktion f(x) als Fourierreihe

fla) = i {an sin (2?“) + by, cos (QWLTLQ;)}

n=0

darstellbar, so ergeben sich die Fourierkoeffizienten als

2mnx

L
n#O:anz%-/O f(x)-sin( T )dx

n;éO:bn—i'/OLf(x)-cos<27r£m> dx




Alternativ, ist diese Funktion dann darstellbar als

f(fl?) — Z Cn X ei?‘n’nw/L , Cn eC

n=-—oo

wobei jetzt die Koeffizienten C, gegeben sind durch

1t :
C, =~ / f(x) . 6—1271%:6/de
L 0

Ist eine Funktion andernfalls nur in einem Intervall [a,a + L] definiert, so kann man diese periodisch auf R fortsetzen und
erhélt die Koeffizienten nach der gleichen Regel. Dabei spiel es keine Rolle ob man in [a,a+ L] oder in [0, L] integriert (siehe
Ubungsserie 11 - Aufgabe 03 Zwischenbeweis). Im folgenden ist a = —7 und L = 27.

a) Da f(z) = 22 gerade ist, besteht sie nur aus cos Funktionen, d.h a,, = 0 V n. Somit
1 [7 2
bo=Z~/ @ do ="

2 [T 2 I
b”:f f(x).cos<7r£w> dx:7~/ x2~cos(nx) dx

—T

1 [2% . 2 2 . " 4 . 4
= [n sin(nx) + 3 cos(nz) — 3 sm(nx)} - =3 ~cos(nm) = (-1)" - =

b) Analog ist auch hier a,, = 0 V n. Somit ergeben sich die Koeffizienten als

1 T ™

—T

1 T 2 i 2 1 T 2
b, = - -[ﬁ || - cos (nz) dx = - -/0 z cos(nz) dr = - %sin(m:) + 2 cos(nx) . =5 [cos(nm) — 1]
4
——— :nungerade
_ ™
0 : n gerade

¢) Da die Funktion f(x) = sgn(x) ungerade ist, sind alle b,, = 0. Somit miissen nur die a,, bestimmt werden:

an = % ' /7r sgn(z) - sin(nz) dr = = /07r sin(nz) dz = = (1= (=1"]

- T nmw

d) Die Funktion f(x) ist hier allgemein weder ungerade noch gerade. Somit miissen beide Koeffizientenfolgen bestimmt



werden.

a, — % . 7; () - sin(nz) do — % . {/Oﬂ az - sin(nz) du + /Oﬂ b - sin(nz) dx}
= % : {2 sin(nz) — icos(nm)} (; +- [2 sin(nx) — - Cos(nx)]: (e Z b)

1 T 1 0 a (a+b)ﬂ'
bOL./Wf(x)dx%.{/ﬂaxdx—k/o bxd$}4

1 ™

by, =—- f(zx) - cos(nz) doe = % . {/0 ax - cos(nx) dr + /7r bx - cos(nx) dz}

™ -7 -7 0

—x T

2(a—1b)
2

: n ungerade
0 : n gerade

e) Wir verwenden zur Abwichslung mal die alternative Darstellung und legen los:

1 T 1 e(afin)z ef(aJrin)x m

T . 1 0 b |z . 1
=—- {n sin(nz) dx + 2 cos(nx)] +—- [n sin(nz) dx + 2 cos(nx)}

s

0

. a
C’7l — . ax —ax . —tnx d — . - _ . — aT
dr ) [ +e7] e T | a—in a+in |__  2m(a®+n?) ¢
asinh(a) n
= 55 (=1
m(a? + n?)

f) Die Funktion f(z) = |sinz| ist gerade. Somit miissen nur die b,, bestimmt werden, und wir erhalten

1 ™ 1 ™ 2
bozi.\/ |blnx| dr = 7/ sinx dr = —
2r  J_ ™ Jo ™

s

1 T 2 T 1
n#l:bn:f'/ |sin x| - cos(nx) d:z::f~/ sinzx - cos(nx) de = — -
T T Jo T

—T

n —

- _7r(n22_ 1) 1+ (=D") , b=0

Aufgabe 05

a) Ist eine Funktion, entwickelbar als

flz) = Z [an, sin(wnx) + by, cos(wnx)]

neN

gerade, so gilt a, =0 V n, da sich durch einfaches Einsetzen ergibt

Z 2a,, sin(wpz) =0

neN

T cos [(n—1)x] —

n -+

! T cos [(n+ 1)z]



Analog, gilt fir ungerade Funktionen b, = 0 V n. Die Umkehrungen gelten offensichtlich auch, so dass man z.B eine
Funktion f : [0, L] — R gerade fortsetzen kann, z.B rekursiv durch

f(2) cx €10,L]
f(=x) cx € [-L,0]

flx—2L) :xz>1L

f(—x) < =L

um zu erreichen dass die a,, = 0 sind. Ahnlich kann man die Funktion ungerade fortsetzen, z.B rekursiv durch
f(x) rx € 0,L]

—(f—z) :ze€[-L,0]

fle—2L) :x>1L

—f(—x) rx <=L

um zu erreichen dass die b, = 0 sind.
Bemerke: Die oben genannten Fortsetzungen kénnen an den Wiederholungsgrenzen Unstetigkeiten aufweisen falls
f£(0) # f(L) ist, was in der Regel zu sehr schlechtem Konvergenzverhalten der Fourierreihe fithren wird. Durch eine
entsprechende Spiegelung an den Grenzen kann dieses Problem behoben werden. Dabei verdoppelt sich allerdings das
Periodizitétsintervall der Fortsetzung.

b) Die Funktion f(x) = cos(az) kann z.B fortgesetzt werden durch die Grund-Funktion

cos(ax) tx € [O, %}
fz) =
—cos(ax) :x€ [—%, O}

}, gemif der Abbildung

T
mit einem Periodizitétsintervall [——, —
2a’ 2a

Durch eine einfache Probe zeigt sich dass die periodische Fortsetzung von f in [0, 7] mit f identisch ist.
Somit ergibt sich b, =0V n und

9 w/2a ) 2 2m/a 4 w/2a
ap = = - / f(z) - sin ( ng) de = 2. / f(x) - sin (2nazx) dex = . / cos(azx) - sin (2nax) dx
0

L —m/2a 71' —27/a T

7/2a
1 2 1 1
. om—1 :
cos [(2n )ax]+2n+1 [ }

ccos[(2n + 1 ==
cos [(2n + )az]}o - 2n—1+2n+1

_ 2] 1
o7 |2n—-1

Die ersten 15 Glieder der Reihe ergeben zum Beispiel schon eine sehr gute Approximation der Funktion, wie unten zu
sehen ist.



NN

Aufgabe 06

Wir beginnen mit der Definition

und schreiben

Iz +yl” +llz -yl =z +y, 2 +y) + (@ —y,2 — y) = (@,2) + (4, 9) + (@, 9) + @, 2) + (z,2) + {y,9) — (z,y) — (y,2)

= 2(@,2) +2(yp) =2 (I2l* + Iyl) O

Aufgabe 07

Wir beginnen auch hier mit der Definition der Norm und schreiben

i=1

ZZ Ti, 2;) 04 lemzll O

Aufgabe 08
Methode der Greenschen Funktion: Wir beginnen mit der Greenschen Funktion G(a, z) fiir die Halbebene V'

1 _ _ a
Gla,2) = 5 (nla = ol ~tufle —al) . a=( %)

—as

bzw. deren Normalableitung an 0V

oG __ 2
on 27|z —al?

und schreiben die Losung auf als

B . aG y [t 1
u®) = [ u(@)- 5 da= W./t2+1.((az7t)2+y2) dt

—4zyarctan(t) + 2z (2% + y? + 1) arctan (t_Tx) +y (x2 +92 - 1) . [ln (t2 + 1) —In (:r2 — 2tz + 9% + t2)]

2y [0t +2(2 + D) a2 + (12 — 1)’]

y.
™

— 00

22y + 2% +ay® + oz (2P -2y+1) z(2? +y* -2y +1) B T
ot 2022 + 202 4 (2 — 1)° (22 4+y2+1)° —4y? @2 +yr -2yt D) (@@ P29+ a2 4 (y+1)°

Einsetzen zeigt dass u die Randbedingung und die Laplace-Gleichung erfiillt.



Wir machen den Ansatz

Separationsansatz:
und erhalten die Gleichung
"(z)  ©"(y)
Au(z,y) = " (2)0(y) + O (y)®(z) =0 — =— =: h: const
(2,) = @"(2)0(y) + ©"(1)@(2) 5 = o0
was den gewohnlichen DGL
" =hd, 0 =—-hO
entspricht. Deren allgemeine Losungen sind gegeben durch
h=0:®(z)=A+ Bz

h#£0: d(x)= AeVhr 4 pe=Vhe

h;éO:@(y):Ce\/j‘y—i—De_\/jhy h=0:0(y)=C+ Dy

Da die konstante h beliebig war, erhédlt man aufgrund der Linearitdt der PDG die allgemeine Losung als Superposition der

Fundamentallésungen:
u(z,y) = / [A(h)emﬂ +B(h)e*‘/ﬁw} : [C(h)eﬁw +D(h)e*\/j”y} dh
Durch die Randbedingung
x
u(z,0) = T2
erhélt man -
X - T z
/ (A ™ + B "] [C() + D) dh =
—_——
- P(h)
lim w(z,0) = 0 dass A(h) und B(h) fir h > 0

Fordern wir die Stetigkeit von A, B,C und D so ergibt sich wegen 1
xTr— oo

verschwinden miissen! Demnach erhilt man

u(z,y) = /0 (e + eV - [C(h)e " + D(R)eY"] dh

und ferner
/O [A(h)e\/ﬁfb + B(h)e™ hx} P(h) dh = /0 [A(h)ei —he B(h)eii 7h:1):| P(h) dh
= /Qw [A (*uﬂ) ewe 4 B (*oﬂ) e*iwz] dw = / [W(w)eiWI + V(iw)efiwz} dw
0




wobei sich H(w) ergibt als

o0

1 €z —iwx
M) =5 [ e de
Somit ergibt sich die allgemeine Losung von u(zx,y) als
0
u(w,y) = / [An)eV™ + By - [C(h)e ™ + D)V dh

- / ;ﬁ> e — eV ey 4 D(h)e T dn

— 00

= / zH(\;/;}Th) - sin <\/—7hm) . [C(h)e\/jhy + D(h)e_‘/jhy} dh

— 00

1%

2i [ H(w) - sin(wz) - [C(w)e*? + D(w)e Y] dw
/

wobei die einzige Bedingung ist dass C(w) + D(w) = 1V w gilt.



