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Aufgabe 01

Die allgemeine Lösung der PDG
utt − c2uxx = 0

lautet
u(x, t) = Φ1(x− ct) + Φ2(x+ ct)

Wir gehen damit in das AWP ein:

x > 0 : u(x, 0) = ϕ(x) → Φ1(x) + Φ2(x) = ϕ(x) (A)

x > 0 : ut(x, 0) = ψ(x) → −cΦ1(x) + cΦ2(x) = ψ(x) → Φ2(x)− Φ1(x) =
1
c
·
∫ x

x0

ψ(τ) dτ (B)

t > 0 : u(0, t) = 0 → Φ1(−ct) + Φ2(ct) = 0 → x > 0 : Φ1(−x) + Φ2(x) = 0 (C)

Wir addieren (A) und (B) und bekommen sofort

x > 0 : Φ2(x) =
ϕ(x)

2
+

1
2c

∫ x

x0

ψ(τ) dτ (D)

Eingesetzt in (C) ergibt

x > 0 : Φ1(−x) = −Φ2(x) = −ϕ(x)
2
− 1

2c

∫ x

x0

ψ(τ) dτ

→ x < 0 : Φ1(x) = −ϕ(−x)
2
− 1

2c

∫ −x
x0

ψ(τ) dτ = −ϕ(−x)
2

+
1
2c

∫ x0

−x
ψ(τ) dτ

Aus (B) und (D) bekommt man ferner

x > 0 : Φ1(x) =
ϕ(x)

2
− 1

2c
·
∫ x

x0

ψ(τ) dτ =
ϕ(x)

2
+

1
2c
·
∫ x0

x

ψ(τ) dτ

also zusammengefast für Φ1:

Φ1(x) =
1
2c
·
∫ x0

|x|
ψ(τ) dτ + sgn(x) · ϕ(|x|)

2

und schließlich die Lösung

x > 0, t > 0 : u(x, t) = Φ1(x− ct) + Φ2(x+ ct) =
ϕ(x+ ct)

2
+ sgn(x− ct) · ϕ(|x− ct|)

2
+

1
2c
·
x+ct∫
|x−ct|

ψ(τ) dτ

Durch einsetzen in die DGL zeigt sich dass obere tatsächlich Lösung des AWP ist!

1



Aufgabe 02

Seien u1, u2 zwei Lösungen des Neumann-Problems

∆u = −µ : x ∈ Ao, ∂u

∂n
= f(x) : x ∈ ∂A

Wir definieren die neue Funktion u := u2 − u1 für die gilt

∆u = ∆u1 −∆u2 = 0 : x ∈ Ao, ∂u
∂n

=
∂u1

∂n
− ∂u2

∂n
= f(x)− f(x) = 0 : x ∈ ∂A

Wir verwenden die 1e Greensche Formel und bekommen

0 =
∫
∂A

u(x)
∂u(x)
∂n︸ ︷︷ ︸
0

df =
∫
A

u(x) ∆u(x)︸ ︷︷ ︸
0

+ gradu(x) · gradu(x)

 dV =
∫
A

|gradu(x)|2︸ ︷︷ ︸
≥0

dV

gradu stetig → gradu(x) = 0 → u(x) : const → u1 = u2 + const

Aufgabe 03

Wir beginnen mit ∆u = −µ, ∂u
∂n
|∂A= f(x) und schreiben∫

A

µ(x) dV = −
∫
A

∆u dV = −
∫
A

div gradu dV = −
∫
∂A

gradu · d~f = −
∫
∂A

∂u

∂n
df = −

∫
∂A

f(x) df

→
∫
∂A

f(x) df = −
∫
A

µ(x) dV

Aufgabe 04

a) Da u in Ao harmonisch ist, erfüllt sie die Mittelwerteigenschaft:

u(0) =
1
ωn
·
∫
∂A

u(x) ds =
1

2π
·
∫ 2π

0

sinϕ
1 + cos2 ϕ

dϕ =
1

2π
· [− arctan(cos(ϕ))]2π0 = 0

b) Da u auf clA stetig und in Ao harmonisch ist, befindet sich das Maximum bzw. Minimum der Funktion auf dem Rand
∂A. Somit ist also

max
~r∈A

u(~r) = max
~r∈∂A

u(~r) = max
−1≤y≤1

y

2− y2
= 1

min
~r∈A

u(~r) = min
−1≤y≤1

y

2− y2
= −1

Aufgabe 05

Wir beginnen mit der Greenschen Funktion des Halbraumes ∂V

g(a, x) = Na(x)−Na(x) , a :=


a1

...
an−1

−an
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wobei Na(x) das Newton-Potential sei, und berechnen deren Normalenableitung am Rand ∂V

∂g(a, x)
∂nx

|xn=0= − gradx g(a, x) · ~en |xn=0= − 1
ωn
·
[

(x− a)
‖x− a‖n

− (x− a)
‖x− a‖n

]
· ~en |xn=0

= − 1
ωn
·
[

(xn − an)
‖x− a‖n

− (xn + an)
‖x− a‖n

]
|xn=0=

2an
ωn ‖x− a‖n

Mit der Darstellungsformel bekommt man so

u(a) =
∫
∂V

u(x)︸︷︷︸
f(x)

∂g(a, x)
∂n

dAx +
∫
V

g(a, x) ∆u(x)︸ ︷︷ ︸
0

dV =
2an
ωn
·
∫
∂V

f(x)
‖x− a‖n

dAx

Aufgabe 06

Wir beginnen mit einer Lösung für das Problem

ϕ(x) = ψ(x) = 0 → u = 0

Wir zeigen dass

un =
1
n2

sin(nx) sinh(ny)

eine Lösung für

ϕn(x) = 0, ψn(x) =
1
n

sin(nx)

ist:

∆un =
(
∂2

∂x
+
∂2

∂y

)
un =

1
n2

(
−n2 sin(nx) sinh(ny) + n2 sin(nx) sinh(ny)

)
= 0

un(x, 0) =
1
n2

sin(0) sinh(ny) = 0 = ϕn(x)

∂un
∂y

(x, 0) =
1
n

sin(nx) cosh(0)︸ ︷︷ ︸
1

= ψn(x)

Schließlich betrachten wir den Grenzwert n → ∞ und sehen das zwar die Randbedingungen zu den vorigen gleichmäßig
konvergieren

lim
n→∞

ϕn = 0, lim
n→∞

max
x∈R
|ψn(x)− 0| = lim

n→∞

1
n

= 0 → lim
n→∞

ψn = 0

jedoch die Lösungen un nicht gleichmäßig zu 0 konvergieren:

lim
n→∞

max
~r∈Ao

|un − 0| = lim
n→∞

max
~r∈Ao

∣∣∣∣ sinh(ny)
n2

∣∣∣∣ =∞

Somit ist die Aufgabe nicht korrekt gestellt.
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