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Aufgabe 01
Die Charakteristiken der partiellen DGL
x@ 2% 0
ar Y oy
sind gegeben durch die gewohnliche DGL
2
Yy
— =y ()

deren allgemeine Losung gegeben ist durch

1
In|z| + — = C(x,y) : const
)

Die allgemeine Losung der PDG ergibt sich demnach als
1
e,y) = U (Clo9) =U (1 + el

wobei U : R? — R eine beliebige differenzierbare Funktion sein kann.

Aufgabe 02
a) Betrachten die Definitheit von

10
a=(5 o)

1qa@:@+w@

d.h untersuchen in welchen Fallen

negativ bzw. positiv ist. Wir sehen dass A in
{(z,y) eR* 12y > 0}

positiv definit ist, weshalb da auch die PDG elliptisch ist. Andernfalls, ist die PDG im Bereich
{(z,y) e R* 12y < 0}

hyperbolisch. Im restlichen Bereich ist die PDG parabolisch.

b) Die Matrix

sinfz e¥ eV
A=
ey 2eY

hat die (reellen) Eigenwerte

A2 = % (sin2 T+ 2) + %\/62?/ (sin2 T + 2)2 — 4e2y (2 sin®z — 1)



Sie ist genau dann definit wenn beide Eigenwerte gleiches Vorzeichen haben und ungleich 0 sind:

\/er (sin2 T + 2)2 — 4e2y (2 sin®x — 1) <e¥ (sin2 T + 2) ~ sinz > %

{(x,y)€R2:sHlQ:c>;}
{( y) € R? Slnx—;}

ist die Matrix semidefinit und somit die PDG parabolisch. Im Bereich

Somit ist die PDG im Bereich

elliptisch. Im Bereich

1
{(Jc,y) € R? :sin’x < 2}

ist die PDG hyperbolisch.

Aufgabe 03

a) Wir substituieren
§=¢(x,y), n=nlz,y)
und schreiben
du_on OE ou oy ou_ou 3 ou 0y
or 96 dx Oy Oz ' Oy O dy  on Oy
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Analog auch:
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und
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Eingesetzt erhalten wir also
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b) Es muss stets gelten
a1 = a2+ 2a126,€, + a22§§ =0, ag =an?+2a12n.m, + a227]12, =0
also
fz Na

2 2
an <> + 2a12£i +a2 =0, an () + 20127& + ass
&y &y U My

Demnach muss die Gleichung
au)\Q + 2a12A + a9 =0

mindestens eine Nullstelle haben, um somit die entsprechenden £ und 7 finden zu kénnen.
Bemerke: Diese Nullstellen sind eigentlich ortsabhéngige Funktionen!
Seien A1(x,y) und Aa(z,y) diese (gegebenenfalls unterschiedlichen) beiden Nullstellen. Dann ergibt sich

Ea _/\lfy =0, 7 _)\2771/ =0

Die Charakteristiken dieser beiden PDG sind gegeben durch

y; = =Ailz,y) ~ yi=—Ni(x)

und entsprechend die allgemeinen Losungen von & bzw. n:

E(x,y) = fly+Ai(x)), n(z,y) =gy + Aax(z))

Es wird dadurch eine Koordinatentransformation

U] fly+Ai(x)) )
F s = =
wo= ()= (S
definiert. Damit (z,y) eindeutig bei gegebenem (£,7) bestimmt ist, also F' nach (x,y) auflésbar ist, muss F’ nicht
singulér sein:
N fIA/l f/ _///_///! RV r
det(F") = det gAN, o =fgA —fgA#0 — M =A #FNy =X

Das oben genannte Polynom a11A? 4+ 2a12)\ + age muss im Falle eines Strebens nach einer umkehrbaren Koordinaten-
transformation zwei Nullstellen haben! Es muss also gelten:

a a !
02 — aii1agy = —det H 12 >0
12
aiz a2

was genau fiir hyperbolische PDG erfiillt ist!
Demnach erhiilt man schliefilich eine neue (ebenfalls hyperbolische) PDG
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c¢) Siehe oben!

Aufgabe 04

a) Wir beginnen mit der PDG
0%u Ju
— —y—=0
Ox? Oy?

und fithren wie in der vorigen Aufgabe beschrieben die Koordinatentransformation
<£)<§(ﬂc,y)>
U n(z,y)

fl-—/\1§y=0, "h_)\Qny:O

ein, so dass



gilt, wobei Ay = \/y, A2 = —,/y die beiden Nullstellen des Polynoms
a1iA? +2a19N +ag = A2 —y =0
sind. Dann ergeben sich die allgemeinen Lésungen von &, 7 wie folgt:
§=fl@+2vy), n=g(x—2Vy)

Wir setzen der Einfachheit zu Liebe
E=a+2/7 n=a—2VF
In den neuen Koordinaten ausgedriigt ergibt sich die PDG
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Analog zu vorhin fithren wir zur Lésung der PDG

Pu_ o,
ox2  Oy?

(5)=( &)
7 n(z,y)
§o—ME =0, nz—Aamy =0

erfiillen, wobei Ay =1, Ay = —1 die Losungen der Gleichung

neue Koordinaten

ein, die die Gleichungen

a1 A2 4+ 2019\ + a9 = A2 —1=0
sind. Die Charakteristiken der beiden neuen DGL fiir £ und 7 sind gegeben durch
“Ni=y o =1 =g
und demnach die entsprechenden Losungen:
§(a,y) = fly+a), n(z,y) =gy — )

Wir setzen
f=x+y, n=x—y
Die den neuen Koordinaten ¢ und 7 entsprechende PDG lautet jetzt
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Also:
ou
% = he) - u= [ h(e) ds -+ ()

Demnach ergibt sich die allgemeine Losung der DGL als

| u(,y) = Hy +2) + Gy — ) |




