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Aufgabe 01

Wir differenzieren

~r(u, v) =

 x(u, v)
y(u, v)
z(u, v)


und bekommen∥∥∥∥ ∂~r∂u × ∂~r

∂v

∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥∥∥
 ∂ux

∂uy
∂uz

×
 ∂vx

∂vy
∂vz

∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥
 ∂uy · ∂vz − ∂vy · ∂uz

∂uz · ∂vx− ∂vz · ∂ux
∂ux · ∂vy − ∂vx · ∂uy

∥∥∥∥∥∥
2

= (∂ux)2 ·
[
(∂vy)2 + (∂vz)2 + (∂vx)2 − (∂vx)2

]
+ (∂uy)2 ·

[
(∂vz)2 + (∂vx)2 + (∂vy)2 − (∂vy)2

]
+ (∂uz)2 ·

[
(∂vx)2 + (∂vy)2 + (∂vz)2 − (∂vz)2

]
− 2∂uy · ∂vy · ∂uz · ∂vz − 2∂uz · ∂vz · ∂vx · ∂ux− 2∂ux · ∂vx · ∂vy · ∂uy

=
[
(∂ux)2 + (∂uy)2 + (∂uz)2

]
·
[
(∂vx)2 + (∂vy)2 + (∂vz)2

]
− (∂ux · ∂vx+ ∂uy · ∂vy + ∂uz · ∂vz)2 = E ·G− F 2

⇒
∥∥∥∥ ∂~r∂u × ∂~r

∂v

∥∥∥∥ =
√
E ·G− F 2

Variante:

‖~ru × ~rv‖ = ‖~ru‖ · ‖~rv‖ · sin (~ru∠~rv) = ‖~ru‖ · ‖~rv‖ ·
√

1− cos2 (~ru∠~rv) = ‖~ru‖ · ‖~rv‖ ·

√
1− (~ru · ~rv)2

‖~ru‖2 · ‖~rv‖2

=
√

(~ru)2 (~rv)
2 − (~ru · ~rv)2 =

√
E ·G− F 2

Aufgabe 02

Die Fläche wird beschrieben durch

~r =

 x
y

1− (x+ y)2

 , x, y > 0, x+ y < 1

1



Verwenden die Juma-Parametrisierung der Fläche ~r = ~r(u, v) uv
(1− u)v
1− v2

 , u, v ∈ [0, 1]

Das Flächenelement dA ist gegeben durch

dA =
∥∥∥∥ ∂~r∂u × ∂~r

∂v

∥∥∥∥ dv du =

∥∥∥∥∥∥
 v
−v
0

×
 u

1− u
−2v

∥∥∥∥∥∥ dv du =

∥∥∥∥∥∥
 2v2

2v2

v

∥∥∥∥∥∥ = v
√

1 + 8v2 dv du

Damit ergibt sich die Fläche als

A =
∫ 1

0

∫ 1

0

v
√

1 + 8v2 dv du =
1
16
·
∫ 1

0

16v
√

8v2 + 1 dv =
1
24
·
[(

8v2 + 1
) 3

2
]1
0

=
13
12

Aufgabe 03

Verwenden Zylinderkoordinaten (ρ, ϕ, z) und beschreiben die Fläche durch

~r =

 ρ cosϕ
ρ sinϕ
z

 =

 R cos2 ϕ
R cosϕ sinϕ

z

 , ϕ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, z ∈ [−R |sinϕ| , R |sinϕ|]

Das Flächenelement ist gegeben durch

dA =
∥∥∥∥ ∂~r∂ϕ × ∂~r

∂z

∥∥∥∥ dϕ dz =

∥∥∥∥∥∥
 −R sin 2ϕ

R cos 2ϕ
0

×
 0

0
1

∥∥∥∥∥∥ dϕ dz = R dϕ dz

Daraus ergibt sich eine Fläche

A = 4 ·
∫ π

2

0

∫ R sinϕ

0

R dz dϕ = 4R2 ·
∫ π

2

0

sinϕ dϕ = 4R2

Aufgabe 04

Sei

~rk(x) =
(
x
y

)
, y = f(x), f : [a, b]→ R

eine R Integrierbare Kurve, und o.B.d.A f(x) > 0 ∀ x ∈ [a, b]. Untersuchen die Mantelfläche des Körpers

K :=
{

(x, y, z) : y2 + z2 ≤ [f(x)]2 , x ∈ [a, b]
}

der durch die Rotation der Kurve um die X-Achse entsteht.
Sie ist gegeben durch

~r∂k =

 x
f(x) cosϕ
f(x) sinϕ

 , x ∈ [a, b], ϕ ∈ [0, 2π]

Sei ~rs = (xs, ys) ∈ R der Schwerpunkt der Kurve definiert durch

~rs :=
1
Lk
·
∫ b

a

~r(x) ·
∥∥∥∥d~rkdx

∥∥∥∥ dx =
1
Lk
·
∫ b

0

(
x

f(x)

)
·

√
1 +

(
df

dx

)2

dx

wobei Lk die Länge der Kurve ist. Der bei der Rotation zurückgelegte Weg des Schwerpunktes hat eine Länge

Ls = 2πys =
2π
Lk
·
∫ b

a

f(x) ·

√
1 +

(
df

dx

)2

dx

2



Die Mandelfläche des Körpers ergibt sich als

A =
∫ 2π

0

∫ b

a

∥∥∥∥∂~r∂k∂ϕ
× ∂~r∂k

∂x

∥∥∥∥ dx dϕ =
∫ 2π

0

∫ b

a

∥∥∥∥∥∥
 0
−f sinϕ
f cosϕ

×
 1

f ′ cosϕ
f ′ sinϕ

∥∥∥∥∥∥ dx dϕ

=
∫ 2π

0

∫ b

a

f(x)

√
1 +

(
df

dx

)2

dx dϕ = 2π ·
∫ b

0

f(x)

√
1 +

(
df

dx

)2

dx

= Ls · Lk

Aufgabe 05

Verwenden Kugelkoordinaten (ρ, ϑ, ϕ):∫∫
x2+y2+z2=R2

z≥0

(x+ y + z)df =
∫ 2π

0

∫ π
2

0

(R sinϑ cosϕ+R sinϑ sinϕ+R cosϑ)R2 sinϑdϑ dϕ

= R3 ·
∫ 2π

0

{
(cosϕ+ sinϕ) ·

[
ϑ

2
− sin 2ϑ

4

]π
2

0

+
[
−1

4
cos 2ϑ

]π
2

0

}
dϕ = R3 ·

∫ 2π

0

[
1
2

+
π

4
(cosϕ+ sinϕ)

]
dϕ = πR3

Aufgabe 06

Verwenden wieder Kugelkoordinaten (ρ, ϑ, ϕ):∫∫
x2+y2+z2=R2

~F · d~f =
∫ 2π

0

∫ π

0

R~eρ · ~eρR2 sinϑ dϑ dϕ = πR3 ·
∫ 2π

0

dϕ = 4πR3

Variante: ∫
r=R

~F d~f =
∫
r=R

~r · ~r

r︸︷︷︸
~n

df =
∫
r=R

r2

r
df = R

∫
r=R

df

︸ ︷︷ ︸
4πR2

= 4πR3

3


