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0.1 Definitionen

Seien U, V, ¢, : R® — R, F, /T, B :R3 — R3. Seien auferdem ), 1 € R. Dabei sind alle betrachteten Funktionen
stetig bzw. zweimal stetig differenzierbar.

0.2 Mehrfaches Ausfiihren des V-Operators
rotgradU =0
divrot A =0
rotrot A = grad div A—AA

grad div A=AA+rotrot A
divgradU = AU
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0.3 Differentialoperationen auf Kombinationen von Funktionen
div (ffx E) = Brot A— Arot B
grad (UV) =UgradV + V gradU
rot (U/T) =Urot A+ (gradU) x A
div (UA’) =UdivA+ AgradU
rot (/Tx E) = (Egrad) A-— (/Tgrad) B+ AdivB — BdivA
grad ( . E) = (Egrad) A+ (/Tgrad) B+ AxrotB+

0.4 Integralsitze

Sei O C R? eine durch 7(u, v) parametrisierte offene Fliche. IThr Rand 0O sei parametrisiert durch 7 : I C R —
R3. Sei ferner ¥V C R? ein Gauss-Volumen.
Dabei seien

dV =d(z,y, 2)
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0.4.1 Stokesschen Satze
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0.4.2 Gaulischen Siatze

/ F-d/f:/divﬁdv
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/ gpd[f:/gradgp dv
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0.4.3 Gauflischer Satz in der Ebene
Fiir die Fliche B C R? und Funktion H : R? — R2 gilt
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wobei 77 die duflere Normale von B ist:

In Komponenten also:

Speziell fiir H=r ergibt sich

0.4.4 Greenschen Formeln
Fiir Gebiet G C R™, V C G und 2x stetig differenzierbare ¢, v : G — R:

/ o dA = / peradi) - dA = / (A + grad ¢ - grad ) d
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mit dem aulleren Normaleneinheitsvektor n auf V.

0.5 Mittelwertsatz iiber eine Kugeloberfliche

Ist K(R) C R3 eine Kugel mit dem Radius R und dem Mittelpunkt 7%, und ¢ : R? — R harmonisch, also
Au =0, so gilt
1

K (R)

0.6 Erste Guldinsche Regel

Die Mantelfliche eines Drehkorpers ist das Produkt aus der Bogenlénge der erzeugenden Kurve und der Lange
des Weges, den der Schwerpunkt dieser Kurve bei der Rotation zuriicklegt.



0.7 Zweite Guldinsche Regel

Das Volumen eines Drehkorpers ist das Produkt aus der erzeugenden Fliache und der Lénge des Weges, den der
Flachenschwerpunkt dieser Flache bei der Rotation zuriicklegt.



0.8 Potentialfelder und Vektorpotentialfelder
0.8.1 Potentialfeld

Fiir ein Vektorfeld F : R3 — R3 ist rot F' = 0 wenn es ein Skalarfeld U : R3 — R gibt, so dass F= grad U. Das
Feld U nennt sich Potentialfeld von F.

Dabei gilt: Alle Potentialfelder eines Vektorfeldes F unterscheiden sich nur um eine Additive konstante.
Umgekehrt gilt: Ist U ein Potentialfeld von Fund X € R, so ist auch U + X ein Potentialfeld von F.
Ansatz zur Berechnung von U:

T Yy z
U,y 2) = Ulzo, yo, 20) + / Fo(€,y,2) dé + / FY(2,€,2) de + / F*(2,4,€) dt

Zo Yo 20

wobei U(xo, Yo, 20) beliebig wihlbar ist.

Spezialfall radialsymmetrische Felder: Fiir

ergibt sich sofort

_ /f(r) dr

Jedes radialsymmetrische Vektorfeld F = f (r) - €, ist demnach Wirbelfrei und somit ein Gradientenfeld.

0.8.2 Vektorpotential

Fiir ein Vektorfeld F:R¥ = R3ist divF = 0 genau dann wenn es ein Vektorfeld A: R — R3 gibt mit
F = rot A. Das Feld A nennt sich Vektorpotential des Feldes F'

Dabei gilt: Sind A1 und Ag Vektorpotentiale von F S0 ist A2 — A1 ein Gradientenfeld.

Umgekehrt gilt: Ist A ein Vektorpotential von F und B ein Gradientenfeld, so ist auch A + B ein Vektorpo-
tential von F.

Anséitze zur Berechnung von A:

foz FY(z,y,t) dt
A= | — [FF*(x,y,t) dt+ [ F*(t,y,0) dt

0
E:/Olt(ﬁ(tf)xf) dt

0.9 Zerlegung von Vektorfeldern

Jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : R® — R3 kann als Summe eines Gradientenfeldes G = grad ¢ und
eines Wirbelfeldes W = rot A dargestellt werden:

F= C_ﬁJer/:grad(errot/T
Ansatz zur Bestimmung der Summanden:
e Durch 16sen der DGL Ay = div F bekommt man ¢ bzw. G = grad ®.
e Dann setzten W := F — G.

e Somit ist div W = 0 und W ist somit ein Wirbelfeld.



0.10 Konstruktion eines Feldes aus Wirbelfeld und Quellenfeld
Fiir gegebenes Skalarfeld f : R? — R und Vektorfeld F : R3 — R3 liisst sich ein Vektorfeld A konstruieren mit
divg:f A rotA=F
Ansatz:
e Lisen die DGL rot C' = F und finden so ein C.
e Losen die DGL Ap = f — div C und finden so ein ®.

e Nennen A := grad ¢ + C.
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