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1 Vorwort

1.1 Was dies ist

Hierbei handelt es sich um grobe Aufzeichnungen des Stoffes der im WS 2007,/2008 an der FSU Jena von Prof. Bernd
Carl im Fach Analysis III gelehrt wurde. Dabei sind Beispiele und Beweise im allgemeinen nicht vorhanden da ich
selber nur endlich viel Zeit habe. Wo mdglich, versuchte ich eigene hilfreiche Kommentare hinzuzufiigen!

1.2 Verbesserungen
Ich werde immer mal dieses Skript verbessern bzw. erweitern. Im Falle von Fehlern, ist mir Bescheid zu sagen das
beste was du machen kannst da so alle davon profitieren kénnen. Wissen ist das einzige auf dieser Welt das vom

Teilen mehr wird!
Ich bin zu erreichen unter stilianos.louca@apfel. uni-jena.de, ohne das Obst.



2 Vektoranalysis

2.1 Inhalt von m-dimensionalen Flichen im R"
2.1.1 Definition: Parallelepiped (Parallelotop)
Seien 1 <m < n und ay, ..., a, € R™. Dann heifst
P:={Ma;+ ...+ Anam:0< Aqy Ay < 1}

m-dimensionales Parallelepiped.
Beispiel: m =2, n=3

N

a1
Qo
Y-

2.1.2 Definition: m-dimensionaler Inhalt (Volumen) eines Parallelepipeds

Sei P ein m-dimensionales Parallelepiped. Dann nennt man

tm (P) := vol, (P) = \/det (< ai, a4 >)Z;=1

den m-dimensionalen Inhalt von P. Dabei ist < -,- > das Standardskalarprodukt auf R™.
Definieren einen linearen Operator 7' : R™ — R™ durch den Ansatz T€; := a;, i = 1,...,m wobei {€},~, die
kanonische Basis im R™ ist. Dann gilt:

det (< a;,a; >) = det (< T¢;,Te; >) = det (< T"Té;, € >) = det (T7T) >0

Die Grofe
ng::det(TTT), T:R™—>R" 1<m<n

heifit Gramsche Determinante und TTT Gramsche Matriz.

2.1.3 Motivation von p,,(P) = vol,,(P) und Eigenschaften von gr (7))
Sei W =[0,1]", T : R™ = R", P =T(W). Betrachten folgende Spezialfille:

e Fiir m = 1 ergibt sich durch

voli (P) = /det (< a1, a1 >) = /< ar,a1 > = \/ a3 = [|ai]|
die Lange des Vektors dj .

e Fiir m = n ergibt sich durch

vol, (P) = /er (T) = \/det (TTT) =y /det (T'7) det () = [det ()| = pn (T(W)) da i (T(A)) = |det (T)] 1 (4)
der n-dimensionale Inhalt von P = T'(W).
e Sei m =2, n= 3. Dann gilt

det (< a;,a, > =<ay,a; ><ag,ay > — < ap,ay >2= ||a1\|§ ||a2||§ — < ap,ay >%= |lag x a2\|§

i,j=1

Somit ist vola(P) = ||a; X ag]| der Flicheninhalt des Parallelogramms, das von @; und ds erzeugt ist.



e Fir7T:R™ — R” und U : R"™ — R™ gilt
gr (TU) = gr T - |det (U)|”
Insbesondere gilt fiir orthogonale Transformationen U : R™ — R™ und V : R™ — R” d.h
vtv=vuvr =1, viv=vvT =1,

die Volumenerhaltung:
g (VIU) = gr (T)

Das Volumen bleibt bei Drehungen erhalten!

2.1.4 Definition: Parametrisierung einer Fliche

Sei G C R™ eine Jordan-messbare Menge und ¢ : G — R"™, (1 < m < n) eine injektive, stetig differenzierbare und
Lipschitz-stetige Funktion, mit Rang¢'(u) = m fir v = (uq,...,un) € G. dann heifst die Menge F := ¢(G) eine
(m-dimensionale) offene Fliche und ¢ eine Parametrisierung von F.

2.1.5 Definition: Tangentialraum

Die Menge

T, F := span {;‘z(u), (u)}

heifit Tangentialraum an F im Punkt ¢(u).

2.1.6 Lemma

Sind ¢ : G C R™ - R*, v : H C R™ — R" zwei Parameterdarstellungen der Fliche FF C R" so gibt es einen
Diffeomorphismus h : H — G = h(H) mit ) = ¢ o h.

2.1.7 Definition: m-dimensionaler Inhalt einer Fliche

Unter dem m-dimensionalen Inhalt (Volumen) der Flache F C R™ verstehen wir die Grofe

tm (F) := vol, (F) := /FdS(:U) = /G Ver (¢'(u)) du

Ist ¢ sogar auf cl(G) definiert und Lipschitz-stetig, so heilst F':= ¢ (cl(G)) (abgeschlossene) Fliche, wenn ¢(G) und
»(0@G) disjunkt sind und ¢ im obigen Sinne definiert ist.
2.1.8 Definition: m-dimensionales Integral iiber eine m-dimensionale Fléche

Wir verallgemeinern den vorigen Begriff und definieren fiir eine stetige Funktion f : ' — R das m-dimensionale
Integral von f iber die Fldche F als

/F f dS(z) == /G F (o) Ver (7)) du



Bemerkungen:

e Die Grofe

— e @) du— \/det (<§j §$>> du, & = p(u)

heifst m-dimensionales Flichenelement von F. Fiir m = n — 1 sagt man auch Oberflichenelement. Ist ferner

n = 3 dann ergibt sich
B oo\ [ dp dyp 390
9 dU1dU2 o \/(8’&1) (3“2) [Gul 8uQ dUIduz

Fiir eine Kugel beschrieben in Kugelkoordinaten (R, ¥, ), R : const speziell:

99  9p

dS(QZ‘) - ‘ 8u1 87.1,2

dS(x) = R%*sinv dv dyp

e Das Integral ist unabhéngig von der Parameterdarstellung ¢ von F, und damit sinnvoll definiert.

e Sei I' C R™ eine m-dimensionale Flache. Ist die charakteristische Funktion X4 einer Teilmenge A C F' inte-
grierbar auf F, so ist der m-dimensionale Inhalt (m-dimensionales Volumen) von A definiert durch

tm (A) :=vol,, (A) := /FXA ds

e Sei T': R™ — R™ eine zentrale Streckung
Tr=rx, r>0,T=rl

so geht die Flache F' in die Fliache
T(F)=rF:={rx|zeF}

iber. Ist f : 7F — R integrierbar, dann gilt fiir das Integral {iber die m-dimensionale Fache F' bzw. rF"

/f dS(x /frde

Speziell gilt fiir den m-dimensionalen Inhalt

o (FA) = 7 - i (A)

2.1.9 Spezialfille und geometrische Motivation
Sei ¢ : G CR™ — R", 1 <m < n eine Parametrisierung von F'. Untersuchen folgende Spezialfalle:

e m = n : Das m-dimensionale Flachenintegral geht in das bekannte Volumenintegral iiber:

[ s = [ reto)Ver) du= [ et/ (o ) du

:/Gf (u))y/det (/7 (u) det (¢ du—/f ) [det (& ()] du:/Ff(a:) dz

e m =1, n>1:Es ergibt sich das bekannte Kurvenintegral:

[ s = [ reto)Ver ) du= [ )/ o ) du

/f DIl du= [ f@)d




e m =n — 1 : Oberflichenintegral. Spezialfall: n = 3, m = 2:

[ 1@ aste) = [ e

H 8u1 Ous

dU1 dU2

(w)V/er (@) du = /G f(p(u))

det (

e m-dimensionales Parallelogramm: Definiert man die lineare Abbildung

die die Einheitsvektoren €, ..., &, auf die Parallelogrammvektoren a1, ..

so ist

") = det .
gr(¢) e(wi

—\

o(7F) = ¢ (2'8) = 2'p(&;) = =’

g

und somit der Flacheninhalt des Parallelogramms

/ Ver(¢') de = det(a; - ;) / dx = det (a@; - @;)

[0,1)m

9y

8xj

[0,1]™
H,_/

1

9¢
aul ’

was genau dem anfangs eingefiithrten Parallelogram-Flacheninhalt entspricht.

2.1.10 Eine Beschreibung der Oberfliche F' C R"
Sei G C R, ¢g: G — R. Betrachten die Fliiche

F = {(CEl,

Fiir den Inhalt der Flache F' gilt

wlo0)= [ i Bt an= [ 1455

Fiir das Oberflachenintegral ferner:

/f ) dS(x

/fug

,Zn) € GXR |z = g1, ...

axnfl)}

n—1
1+§:<
i=1

8ui

2.2 Die klassischen Integralsitze: Gaufs, Stokes, Green

2.2.1 Definition: Tangentialvektor

Sei K C R? eine Kurve und

99 )2 du

0

duy

)

8’&1

9y
8uz

o 2
(951) d(ula "'aun—l)

duy dus

.G, eins zu eins abbildet, d.h



eine Parametrisierung von K. Dann heit #(t) = 7 /(t) Tangentialvektor an die Kurve im Punkt 7(t) und

Pae (t)

'

2

Tangentialeinheitsvektor. Es gilt Hﬂ‘z =1.

2.2.2 Definition: Normalenvektor

Sei O C R? eine offene bzw. abgeschlossene Fliche und

x(u,v)
7:GCR* = O, #u,v) = | ylu,v)
z(u, v)
eine Parametrisierung von 0. Dann sind die Vektoren
or or
7 = — 7 = — T
"u(p) = 5o (p): Top) = 5 (p) € T,0

Tangentenvektoren im Tangentialraum (Tangentialvektorraum) an © im Punkt 7(p). Ein Vektor N € R3 heifit

Normalenvektor von O im Punkt 7(p) :&

Schreibweise: N L h.

Erzeugen von Normalenvektor: Der Vektor
s _ 08 op
N =_"(p) x —
5, 2) % 5, ()
ist Normalenvektor von O im Punkt p = (u,v). Die GroRe
N

=
2

heifst Normaleneinheitsvektor an O. Es gilt:

%X(‘?ﬁ =+/gr (F'(u,v)) =VE -G — F?
Ou  Ov ||,
Dabei sind ) )
or or or or
E D (%) bl G .o (&}) bl F .o % . %

die so genannten Gaufischen Fundamentalgréfien.

2.2.3 Definition: Positiv orientiertes und orthogonales Dreibein

Eine Vektorbasis (d’, g, E') heisst in dieser Reihenfolge positiv orientiert :<
det (@,5,7) >0

Die Vektorbasis (Dreibein)
or or or " or
Ou’ O’ du O

ist positiv orientiert. Ist F =0V (u,v) € G so heifst

(Fu7 ’F’Ua Fu X F’U)

ein orthogonales Dreibein



2.2.4 Definition: Bogenelement (Linienelement)

Sei K C R? eine Kurve und 7: T C R — K eine Parametrisierung. Dann heift
ds = dif = dFi(t) := F(t) dt
das vektorielle Bogenelement oder Linienelement von der Kurve K. Dabei ist

ds =

7l dt
2

das (skalare) Bogenelement (vgl. Analysis II)

2.2.5 Definition: Flichenelement

Sei O C R? eine 2-Dimensionale Fliche und 7: G C R? — O eine Parametrisierung. Dann heifit
dS :=do = dA = (7, x 7)) d(u,v) =i dA
das vektorielle Oberflichenelement von O, wobei

dA =dS(xz) = /gr (7"(u,v)) du dv = ||Fy X Ty||y du dv

das 2-Dimensionale Flachenelement ist.

2.2.6 Definition: Kurvenintegral 1. Art

Sei K C R3 eine Kurve und 7 [a,b] — K eine Parametrisierung. Sei f : K — R stetig. Dann heifit

b b
/ fds = / Fe)) |17 e = / S (), y(t), =(6) VED? + G2 + 202 dt
K a a

Kurvenintegral 1. Art. (vgl. Analysis II)

2.2.7 Definition: Oberflichenintegral 1. Art

Sei O C R? eine Fliche und 7: G C R2 — O eine Parametrisierung. Sei aufierdem f : O — R stetig. Dann heifit

/fdA /fdo—/f P, ) [P X 7ylly d(u,v) /f (F(u, ))VE - G — F? d(u,v)

Oberflachenintegral 1. Art.

2.2.8 Definition: Kurvenintegral 2. Art
Sei K C R? eine Kurve und 7 : [a,b] — K eine Parametrisierung. Sei F' : K — R3, F = (P,Q, R) ein stetiges

Vektorfeld. Dann heifit
— b — . b — )
/Fd;;:/ F(F(t))th:/ (Ft)
K a a

Kurvenintegral 2. Art. (vgl. Analysis IT)
Bemerkung: Ein Kurvenintegral 2. Art kann als Kurvenintegral 1. Art geschrieben werden, indem man die skalare
Funktion F - { integriert.

7|

b
Lt = / F(F()Ht) ds

10



2.2.9 Definition: Oberflichenintegral 2. Art

Sei O C R3 eine Fliche und 7: G C R? — O eine Parametrisierung. Sei auferdem F : O — R3, F = (P,Q,R) ein
stetiges Vektorfeld. Dann heift

/Oﬁ dﬁz/(gfdﬁ:z/gﬁ(?(u,v))-(ﬂva) d(u,u):/g(ﬁ(ﬁu,v)).ﬁ) do

Oberflichenintegral 2. Art.
Bemerkung: Oberflachenintegrale 2. Art lassen sich auf Oberflichenintegrale 1. Art zuriickfihren, indem man die
skalare Funktion F' - 7 Integriert.

2.2.10 Geometrische bzw. physikalische Interpretation
a) Ist K C R? eine Kurve und F : K — R? eine Kraft, dann ist

/ﬁd§
K

die Arbeit die vom Kraftfeld entlang der Kurve K geleistet wird.

b) Ist O C R? eine 2-dimensionale Fliche und j + O = R3 die Stromdichte einer Fliissigkeit, so ist
i) dA

die Fliissigkeitsmasse die pro Zeiteinheit durch das Oberflachenelement dA durchflieRt. Ferner ist

/O 77 dd

der Vektorfluss durch O, also die Fliissigkeitsmasse, die pro Zeiteinheit durch die Flidche O hindurchfliefst.

2.2.11 Der Stokessche Integralsatz

Sei 2 C R? ein Gebiet, d.h eine offene, zusammenhéingende Menge, und @ C ) eine kompakte Fliche, so dass
00 (Rand von O) eine glatte Kurve ist, d.h die Kurve besitzt eine stetig differenzierbare Parametrisierung. Sei
F:Q—R3 F=(PQ,R) eine stetig differenzierbare Vektorfunktion. Dann gilt:

/ ﬁdé’z/rotﬁdff
20 Q)

wobei 0O bzw. d§ nach der Rechtsschraubenregel orientiert bzw. verkniipft sind. Das heifst: die Drehrichtung von ds
muss so sein dass sich eine so drehende Rechtsschraube in Richtung dA bewegen wiirde.

4 t

E dA

ds

P
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Dabei ist
ot o (OB _0Q 0P 0OR 0Q 0P
“\oy 0z’ 0z 9z’ Oxr Oy

die so genannte Rotation des Vektorfeldes F. Dabei gilt folgende formale Merkregel:

. 0 g 0
rot F' = aix aiy &
P Q@ R

wobei nach der 1. Zeile entwickelt wird.

Bemerkung: Der Satz von Stokes stellt eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Integralrechnung (vgl. Analysis

I) im eindimensionalen Fall dar:

b
/ f' dx = f(b) — f(a)

a

Geometrische Interpretation: Der Vektorfluls der Rotation rot F' eines Vektorfeldes F' durch eine Fliche O
ist gleich der Zirkulation des Feldes lingst der Randkurve 0O von O. Anders: Die Rotation eines Feldes an einem
Punkt P € R? driickt die Richtung aus in der man eine Drehschaufel richten muss damit diese mit einer maximalen
Winkelbeschleunigung rotiert wird. Im unteren Bild zeigt die Rotation in die Bildebene hinein.

g

&

Daher heiRt rot F auch Wirbeldichte des Feldes F.

2.2.12 Der Gaufische Integralsatz

oP 0Q OR

Sei V' C R3 ein offenes Normalgebiet bzgl. aller 3 Achsen. Sei F : V — R3? stetig und —, —~, —— stetig und
x z

beschrankt. Dann gilt der Satz von Gauss:

/ ﬁdﬁ:/divﬁd(x,y,z)
av v

wobei das vektorielle Oberflichenelement dA nach auffen gerichtet ist. Die skalare Grofse

or  oQ  OR

divF =
o 8x+8y+8z

heifst Divergenz des Vektorfeldes F.
Bemerkung: Ist F' differenzierbar so ist

tr (ﬁ ') = spur (ﬁ ’) =divF

12



Geometrische Interpretation Ist 9V eine geschlossene, den rdumlichen Bereich V' begrenzende Fliache im Stro-
mungsfeld F , so gibt favﬁ dA den Uberschuss der pro Zeiteinheit aus dem Bereich V' austretenden iiber der in
V einstromenden Fliissigkeit an. Ist der Wert des Integrals positiv, so strémt pro Zeiteinheit mehr Fliissigkeit aus
V heraus als hineinstrémt. Ist der Wert des Integrals negativ, so gilt der umgekehrte Sachverhalt. Dies kann nur
dadurch verursacht werden, dass im Inneren von V' Quellen bzw. Senken liegen, aus denen Fliissigkeit quillt bzw.

verschwindet.
/ FdA
)%

Somit ist
ein Maf fiir die Ergiebigkeit des rdumlichen Bereichs V. Oberer Sachverhalt wird in folgender Abbildung illustriert:

divF<0 divF>0

Spezialfall des Gaufischen Satzes Fiir Z*:"(x7 y,z) = 7 folgt durch den Gaufischen Satz

S S S 1
/ FdA:/divF dV:/dideV:3~/dV:3v013(V) - Volg(V):f-/ FdA
av v v % 3 Jov

Obere stellt eine Formel zur Volumenberechnung mittels eines Oberflachenintegrals dar.

2.2.13 Greenscher Satz oder Gaulischer Satz in der Ebene

Sei B C R? ein Normalgebiet in beiden Richtungen, OB eine stiickweise glatte Kurve und F= (P,Q): Q> B — R?
stetig differenzierbar. Dann gilt:
N - - oP 0
/ (Fﬁ) ds :/ div # d(z,y), div P = 2L 4 99
0B B Ox oy

wobei 7 die nach aufien gerichtete Normale von 0B ist, d.h 7i - d5= 0 und ||7Z||, = 1. Es ergibt sich:

oo dy
nds-(_dx>

Dabei durchliuft ds den Rand B von oben betrachtet gegen die Uhrzeigerrichtung. In Komponenten geschrieben:

/{)B (Pdy — Qdu) = /B (g]; + 222) d(z,y)

Bemerkung: Oberer Satz errinert zwar an eine 2-dimensionale Variation des Gaufischen Satzes, ergibt sich jedoch
als Spezialfall des Stokesschen Integralsatzes!
Beweis: Setzen

L:=—FYé, 4+ F"¢,

und wenden den Stokesschen Satz auf B an

/rot_rj @: /(axLy —9,L%) dA:/(azFuayFy) dA

—_————
B “d4 B B div F
_ =R —FY dr \ _ " Y _ Fro\ dy _ -
—/LdS— (F”” )~<dy>—/(de—Fdx)—/<Fy>(_dx>—/FndsD
oB oB oB oB OB

13



Spezialanwendung des Greenschen Satzes: Sei F= (P,Q) = (x,y). Dann ergibt sich
1
/ (xdy — ydx) = / 2 d(x,y) =2voly(B) = voly(B) = - / (xdy — ydx)
oB B 2 Jon

Durch Integration iiber den Rand 0B kann also der Flacheninhalt von B berechnet werden.

2.3 Weitere Differential- und Integralformen
2.3.1 Nabla-Kalkiil
Man definiert den Nabla Operator
(2 2 8
T \oz’ oy’ 0z

fiir Funktionen ¢ : G C R® — R, F :G C R? = R3 und man setzt

dp Op 0Oy

VQO = grad(p: (8.%’ 87y7 aZ)

L 9FT  OFv  OF*
VP divF = S S O
ﬂ L (OF* OFY OF° OF° OFY OF°
F = F = — _ _
Vo B= ot < oy 02 0z  ox 0r oy )

2.3.2 Definition: Laplace Operator

Zu 2-mal stetig differenzierbaren Funktionen ¢ : G C R? = R, F: G c R® — R3 definiert man den Laplace Operator

. P  0%p %
Ap=div(gradp) =V - (Vp) = >3 o T

und analog
AF := (AF®,AFY AF?)

Doppelte Anwendung von V

rotgradgo =V x (V) =0
divrotﬁ:V(V xﬁ) =0
divgradp =V - (Vy) = Ap

grad div F = AF +rotrot F

14



Anwendung von V auf Produkte
grad(py) = pgrad i + 1) grad
div(pF) = V(¢F) = (grad @) F + o div F
rot(oF) = grot F + (grad ) x F

grad(f-é):ﬁxroté+éxrotﬁ+(é-V)f+(f~V)é

div (FX é) =GrotF — FrotG

Merkregel: Fiir solche Formeln sind die Operationen

a) Produktregel der Differentialrechnung
L 4
Vi (AoB)=Vx <AOB) + V * (AoB)

b) Algebraische Umformung nach den Regeln der Vektoralgebra so dass der V Operator direkt beim | steht.

Vorsicht bei der Anwendung!
Beispiel fiir % := - Skalarprodukt und o := x Kreuzprodukt.

v.(ﬁxé)_v.(%xé>+v.<ﬁxé> _(vXﬁ).é_v.<éxﬁ> (v 7). G- F- (v x4)

2.3.3 Integralformen im R3

2.3.4 Satz: Gaufischer Satz in div-, grad- und rot- Form

/ ﬁdﬁ’:/divﬁdv
oV 1%

/ godffz/gradgodV
v 1%

dffxﬁ:/rotﬁdV
ov %

e div-Form
e grad-Form

e rot-Form

Dabei sind ¢ : G C R3 5 R, F : G C R? — R3 stetig differenzierbar und V C G ein Gauk-Bereich, d.h es gilt die
div-Form.
Also: Raumintegrale iiber div, grad, rot, lassen sich in Flachenintegrale umwandeln.

2.3.5 Satz: Stokesscher Satz in rot-, grad- und V-Form

/ ﬁd§z/r0tﬁd/f
20 1)

/ @d?z/dﬁfxgradap
o0 o

15
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e V-Form
/ d§xﬁ:/(d/_1’><V)><ﬁ
o0 O

Dabei sind die Vorraussetzungen von ¢, F und O so gegeben dass die rot-Form gilt.

Merkregel fiir die beiden Sitze:

Gaufs
/ dA * = / dV Vx
v 1%
Stokes:
/ 3 * = / dA x Vx
o0 o
Dabei darf * in jeder Gleichung wahlweise durch folgende Ausdriicke ersetzt werden: * := F , O, xF

2.3.6 Greensche Formeln
Seien ¢, 1 : G C R3 — R 2-mal stetig differenzierbar und V C G.
e Erste Greensche Formel

/ wa—w dA:/ (A + grad p grad v) dV
ov On 1%

wobei 77 der Einheits-AuRennormalenvektor auf OV ist und

a—w =grady -1
on

(vgl. Analysis II)

o Zweite Greensche Formel

oY dp _
/W (soanwan> dA—/V(wAibfz/fAsﬁ) dv

2.4 Wirbel- und Quellenfreie Vektorfelder
2.4.1 Definition: Gradientenfeld (Potentialfeld)

Sei G C R3. Dann heift eine Funktion F : G - R3? ein Vektorfeld und eine Funktion ¢ : G — R ein Skalarfeld.
Sei G C R? offen. Dann heifit ein Vektorfeld F : G — R? ein Gradientenfeld :<

3@:G—>R:ﬁ:grad¢

Das skalare Feld ¢ ist ein Potential von F'.

2.4.2 Definition: Wegunabhingigkeit
Sei G C R™ ein Gebiet, d.h eine offene und zusammenhingende Menge, und F' : G — R" ein stetiges Vektorfeld. Das
Wegintegral /Fd§ heifst in G unabhdngig vom Weg -y (oder einfach Wegunabhingig) <

.
VA BeG V~y:la,b —Gmity(a)=A, v(b)=B

héngt / Fd§ nur von den Punkten A und B, aber nicht vom Weg ~ ab.
¥

B
/Fd§':/ Fds
o A

16
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2.4.3 Satz:

Sei G C R™ ein Gebiet und F : G — R? ein stetiges Vektorfeld. Dann gilt:
F ist ein Gradientenfeld < / Fds ist wegunabhingig.
¥

Bemerkungen:
a) Es gilt
B
/gradgp ds = / grad p ds'= p(B) — ¢(A)
0 A

fiir jeden Stiickweise stetig differenzierbaren Weg + in einem Gebiet G mit Anfangspunkt A und Endpunkt B
und jedes stetig differenzierbare Skalarfeld ¢ : G — R.

b) Sei F': G C R® — R” ein Gradientenfeld auf einem Gebiet G. Dann erhdlt man alle Stammfunktionen
(Skalarfelder) ¢ : G — R von F, d.h F = grad ¢, in der Form ¢ = g + C, C € R mit F = grad ¢p.

Beispiel: Gravitationsfeld:

—

G=R3\ {0}, F:G — R, F(F):—CT%, r = |17,

Es gilt:
F(7) = grad <O>
r

2.4.4 Ein praktisches Kriterium fiir Gradientenfelder
Ein praktisches Differentiationskriterium dafiir, daft ein Vektorfeld ein Gradientenfeld ist, ist das folgende:

a) Notwendiges Kriterium: Sei
Fy

F=| : |:GcRrR"SR"
F,

ein stetig differenzierbares Gradientenfeld auf der offenen Menge G. Dann gilt:

3Fj 6Fk .
bk R N R
axk 8"1:]’ )j ) 7n

Vgl.: Schwarzer Satz, Analysis I1
b) Hinreichendes Kriterium: Sei G C R" eine offene und sternférmige Menge, d.h
JaeG:V(r+a)eG:Vte[0,1]:a+tz el

und F': G — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit

n

(9Fj an ..
=5 hi=1
8.’)31‘ 65(}]‘

PREEY)

Dann ist I’ ein Gradientenfeld.

2.4.5 Praktische Bestimmung vom Potential ¢

Iy

Seio.BdAn=2und F = <
3!

) : G C R? — R3 ein Gradientenfeld, mit F' = grad ¢.

17



1. Methode: Polygonzug v in Richtung der Koordinatenachsen in G oder anderen passenden Weg suchen.

o(z) :/ Fds, a = (a1,a2), x = (x1,22)

wobei
Y=71 D)2
’yl<t) = (t7a/2)7 te [alaxl]
Y2(t) = (z1,1), t € [ag, z2]
Also:

Lp(x)z/;ngz/degz/% Fd§+/w ngz/:F(yl(t))%(t) dt+/aj2F(72(t))12(t) dt

X1 xr2
:/ Fl(t,ag) dt-l-/ Fz(wl,t) dt

1 az
2. Methode: Losen von partiellen DGL

9% (1) = Fy(x), 22

6%1 81‘2 (Jf) - FQ(J?)

— p(x1,x2) = /Fl(xlax2) dzy + g(x2)

0 0 0 OF OF: |

— 87:;’; = 92 /F1(331,932) dxy + 2(522) = Tx;(xl,xz) dzy 4 g'(x2) = / 57/?(%@2) dzy + g'(x2) = Fy(x1,x2)
, OF,

— ¢'(x2) = Fa(x1,22) — 87561(5617@) dry = Fy(w1,22) — Fo(x1, x2) + h(w2) = h(z2)

S glra) = / W) dics

2.4.6 Definition: Zusammenziehbare Kurve

Sei G C R™ ein Gebiet. Eine geschlossene Kurve 7 : [a,b] — G heifit in G zusammenziehbar :<
Es existiert eine stetige Funktion h : [a,b] x [0,1] — G mit folgenden Eigenschaften:

h(t,0) =~(t) : t € [a,b]

h(t,1) =y € Gt € [a.b], yo : const

hs(t) == h(t,s), s €[0,1] sind geschlossen
~ ho =h(-,0) =7, hy =h(-,1) =yo

2.4.7 Definition: Einfach zusammenhingendes Gebiet

Ein Gebiet G C R™ heifst einfach Zusammenhingend :<

Jede geschlossene Kurve in G ist zusammenziehbar. Anschaulich ausgedriickt handelt es sich um Gebiete ohne durch-
gehende Locher.

18



Beispiele:

o Der Kreis
K :={(z,y) eR*:2* +y*> <1} C R?

ist einfach Zusammenhéngend.

o Der durchbohrte Kreis
K\ {0}

ist nicht einfach zusammenhingend.

e Die Menge
K :={(z,y,2) e R’ :2® +y* +2° <1, (2,y,2) # (0,0,0)}

ist einfach zusammenhéngend.

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des vorigen hinreichenden Kriteriums (2) iiber die Existenz von Poten-
tialen.

2.4.8 Satz: Potentialkriterium

a) Sei G C R" ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und F' : G — R" stetig differenzierbar. Dann gilt:

OF"  OFF
dJo:G—oR:F=grady & —=—, i,k=1,...,n
8$k 81’1

(vgl. Integrabilitdtsbedingung)

b) Das Potential ¢ ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

Bemerkungen:

e Fiir n = 3 bedeutet obiger Satz:
Jep:F=grady & rotF =0

Man sagt F' ist Wirbelfrei wenn rot F' = 0 ist. Damit besagt obiger Satz fiir einfach zusammenhéngende Gebiete:
FEin wirbelfreies Vektorfeld hat ein Potential.

e Die Vorraussetzung "einfach zusammenhéngend” ist nicht iiberfliissig!
Beispiel: Das Vektorfeld

Fe( )ROSR e =5 () = VR

xT

ist Wirbelfrei. Jedoch gilt fiir den Weg v um den Einheitskreis um 0:
/ Fds=2m#0
2l

e Man kann zeigen, dass der Stokessche Satz:

/ Fd§:/r0th/_f
o0 (@)

auch fiir einfach zusammenhéngende Gebiete gilt.

Der obige Satz kann fiir Vektorfelder F : G C R? — R? wie folgt formuliert werden:
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2.4.9 Satz liber Wirbelfreie Felder

Sei F: G C R? — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld in einem einfach zusammenhingendem Gebiet G. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

e rot FF =0
° / F d§ =0 fiir alle geschlossene, stiickweise differenzierbare Wege v : [a,b] = G
2l

B
) / F' ds ist unabhéngig vom Weg zwischen A und B
A

e 3¢p:G — R mit F = grady, d.h F ist ein Gradientenfeld.

2.4.10 Definition: Quellenfreiheit und Vektorpotential
Sei F: G Cc R? = R? ein Vektorfeld. Wenn:

FA:G—oR:F=rot A

so heifit A ein Vektorpotential von F. F' heifst ein Wirbelfeld (bzgl. A).
F heifst Quellenfrei <= divF =0in G

2.4.11 Satz: Existenzsatz zu Vektorpotentialen

a) Sei F': G C R? — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem sternférmigen Gebiet G. Dann gilt:
divF=0 & 3A4:G—R>mitrot A=F

b) Zwei Vektorpotentiale A;, A2 von F' unterscheiden sich nur durch ein Gradientenfeld. Das heisst:

Ao = A; + grad ©
Bemerkung: Zu F : G — R? mit div F' = 0 ist z.B das Feld A : G — R? definiert durch
1
A(7) ::/ t-(F(tr) x 7) dt
0

ein Vektorpotential von F.

2.4.12 Satz iiber quellenfreie Felder:

Sei F : G C R® — R3? eine 2-mal stetig differenzierbare Vektorfunktion in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet
G. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

e divF=0inG

. / F dA = 0 fiir jede geschlossene und stiickweise glatte Oberfliche O C G
o

. / F dA ist abhéngig von der Randkurve 9O von O, aber unabhéngig von O iiber die Randkurve.
o
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2.4.13 Abschliefsende Bemerkungen iiber die Gaufischen Integralséitze in R"

Sei V' C R™ ein zusammenhéngendes Normalgebiet, wobei 9V eine glatte (n — 1)-dimensionale Fliche sei. Dabei ist
dA das Oberflichenelement. Sei

R ,
F=| : |: V=R divF::Z—aFk
F, k=1

ein 2-mal stetig differenzierbares Vektorfeld auf V' und

0o 0P

®:BCR" P59V R, &t)=—,..., —
0= (5050

) eM(nx(n-1))
eine Parametrisierung von 9V, mit
Rang ®'(t) =n — 1

Sei ferner v(t) € R™ mit

0P 0P 0P o
lv@)ll, =1, v(t) L span{atl,...7 T } , det (u(t), T 8tn1> >0

Dann heifst v(t) duferer Normaleneinheitsvektor an OV, und

dA = v\/gr (O(t)) dt, dt :=d(t1,....tn_1)

das vektorielle Oberfliichenelement an V. Man definiert ferner:

/ Fdff::/ (Fv)+/gr (®'(t)) dt
ov B

Dann gilt:

/ Fd/Y:/dideV
ov 1%
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3 Partielle Differentialgleichungen

3.1 Einfiihrung

Eine partielle Differentialgleichung (PDG) ist ein Ausdruck der Form

ou U U 0?U o0*U _0
dxy " Oy Ox10x1 Ox101y " Oxpdxs’ )

Die Ordnung einer PDG ist der Grad der hochsten Ableitung. Zum Beispiel ist die allgemeinste Form einer PDG 1.
Ordnung bzw. 2. Ordnung in 2 unabhéngigen Variablen folgender Ausdruck:

F(z,y,U,0,U,0,U) =0

F <x17...,xn,U,

bzw.

F (2,9,U,0,U,0,U, 03y U, 0,2U,8,2U) = 0
Gesucht sind Funktionen U = U(z,y) : G C R? — R mit
F(z,y,U(2,9),0:.U(z,y),9,U(x,y)) =0V (2,y) € G

bzw.

F( x,Y, ( ) a U( ),ayU(x,y),asz(:c,y),asz(x,y),8y2U(x,y)) =0V (x,y) eG

Beispiele aus der Physik

e Stofwellen 1. Ordnung
0,U+U0,U =0

e Laplace Gleichung 2. Ordnung
U=0,,U+0,,U=0

e Schrodinger Gleichung 2. Ordnung
OU =1i0,2U

e Korteweg de Vreis Gleichung (z.B bei Solitonen)
U = 0,3U + 6U0, U
Bemerkung: Die Losung einer PDG enthélt im Gegensatz zu gewohnlichen DGL statt Konstanten, willkiirliche
Funktionen als Parameter. Um die willkiirlichen Funktionen einzuschranken, werden Anfangs- und Randbedingungen
festgelegt.

Eine wichtige Klasse von PDG sind lineare PDG. Die allgemeinste Form einer linearen PDG 1. Ordnung bzw. 2.
Ordnung auf einem Gebiet C R™ hat die Gestallt

a)
LU = Zaz W, + B(@)U = p(a), = (x1,..., )

LU = Z aik(x wwkU—l—Zﬁz )0, U 4+ ~(2)U = p(x)

ik=1

Die PDG (a) bzw. (b) heifen homogen falls p(x) = 0, sonst inhomogen. Gesucht sind stetig differenzierbare Funktionen
U=U(z1,....,2,) : G = Rmit LU = p(z). Der Differentialoperator £ ist hier linear, d.h

LU + u®) = \CU + pld

Somit ist AI' + u® auch Losung der homogenen Gleichung LU = 0 falls I' und ¢ Lésungen sind.
Wegen des Schwarzschen Satzes hat man in (b) 0,4, U = Oz,2,U. Somit kénnen wir in (b) 0.B.d.A a;x(x) =
ari(z), x € G annehmen, und setzen
A= (air())] 1

wobei A eine symmetrische Matrix ist!
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3.1.1 Definition: Klassifizierung von linearen PDG 2. Ordnung
Die linearen PDG 2. Ordnung
n n
LU =Y aip(@)0r,0, U+ Bi(2)0:,U +~(2)U = p(x)
i,k=1 i=1
mit a;x(x) = ag;(z) heissen
a) FElliptisch falls A = (a (x))zkzl positiv definit bzw. negativ definit in G ist.
b) Hyperbolisch falls A indefinit in G ist.

c) Parabolisch falls A semidefinit in G ist.

Bemerkung zur Definitheit: Eine quadratische, symmetrische (bzw. hermitesche) Matrix A = (a;) ist:
e Genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind.
e Genau dann negativ definit, wenn alle Eigenwerte negativ sind.
e Genau dann positiv (bzw. negativ) semidefinit, wenn alle Eigenwerte nicht negativ (bzw. nicht positiv) sind.
e Genau dann indefinit, wenn es sowohl negative als auch positive Eigenwerte gibt.
Alternativ ist (a;x):
e Genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren positiv sind.

e Genau dann negativ definit, wenn alle Hauptminoren von —.A positiv sind, d.h alle ungeraden Hauptminoren
von A sind negativ, alle geraden sind positiv.

Drei physikalisch interessante Grundlagen

e Potentialgleichung: Elliptisch
AU = p(z)

e Laplace Gleichung: Homogene Potentialgleichung.
e Poissongleichung: Inhomogene Potentialgleichung.

e Wellengleichung: Hyperbolisch

1 0 0
02U o
AU — — =p(z,t), U=U(z,t), A= - N
ot 0 ... 1 0
0 0 -1
o Wirmeleitungsgleichung: Parabolisch
1 0 0
AU—a—U—p(x t), u=u(z,t), A= Do eEM((n+1)x(n+1))
ot Y n 0 ... 10
0 0
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3.1.2 Definition: Allgemeine Losung einer Partiellen Differentialgleichung

Wir nennen fir G C R”

C*(@) :=={f: G = R | f und simtliche partielle Ableitungen bis zur k — ten Ordnung sind stetig}

C*(cl@) = {f : G = R | f und samtliche part. Abl. bis zur k — ten Ordnung lassen sich auf clG stetig fortsetzen}

Die Menge aller Funktionen U € C%(G) bzw. U € C?(G x R*) die der entsprechenden partiellen Differentialgleichung
geniigen, heillt allgemeine Losung der PDG. Um Eindeutigkeit der Losung zu erzielen, schreibt man zusétzliche
Bedingungen vor.

e Anfangsbedingungen (AB)

U(z,0) = ¢(x) Wiarmeleitungsgleichung

U(x,0) = ¢(x), OU(x,0) = (x) Wellengleichung

e Randbedingungen (RB) :
Dirichletproblem oder RB 1. Art (RB1):

u(z,t) = f(x,t), z € 0G
Neumannprobem oder RB 2. Art (RB2) :

oU
a—n(m,t) = f(z,t), v € 0G

ou
wobei 77 die duflere Normale auf G und — die Richtungableitung von U nach 7 ist.
n
Robertproblem oder RB 3. Art (RB3) :

%(m,t) + f(z, t)u(z,t) = fo(z,t), x € OG

3.1.3 Interpretation von PDG, AB und RB

Physikalische Aufgaben erfordern 3 Typen von Beziehungen.
a) Die PDG beschreibt die physikalische Erscheinung.
b) Die RB beschreiben den physikalischen Prozess auf dem Rand.
¢) Die AB beschreiben en Zustand des Systems zu Beginn des Prozesses.
Folgende mathematische Probleme erheben sich:
a) Existenz von Losungen.
) Eindeutigkeit von Losungen.
¢) Korrektheit von Losungen, d.h die Losungen hiingen stetig von den AB bzw. RB ab.
) Losungsmethoden: Beispiele

e Potentialmethode : Hilfsmittel aus der Vektoranalysis.
e Fouriermethode : Hilfsmittel aus der Fourieranalysis.

e Distributionstheorie.
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3.2 Lineare partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung
3.2.1 Vorgehensweise

Eine lineare partielle Differentialgleichung 1. Ordnung in 2. Variablen hat die Gestalt:

ou
a(x7y)UﬂL + b(l",y)Uy + C(x, y)U = d(.]f, y)7 U&C = %
Wir betrachten zunéchst die folgende homogene PDG

Die Gleichung besagt, dass der Vektor

senkrecht auf dem Gradienten gradU = (U, U,) steht.
Oder: Die Richtungsableitung in Richtung h ist 0:

(grad U(z,y), (a(z,y),b(z,y))) =0
b
Die Kurven y = y() in der (z,y)-Ebene mit h(z,y) als Tangentenvektor haben die Steigung —, d.h
a

b(z,y)
a(w,y)

2)

Y (z,y) =

Man nennt die Losungen der oberen gewdhnlichen DGL Charakteristiken der PDG. Ist y = ¢(x,C), mit C als die
resultierende Integrationskonstante (freie Parameter), eine Losung der DGL 2, so ist eine Losung U = U(z,y) der
PDG 1 auf jeder dieser Kurven y = ¢(z, C') konstant, da

ol = 0 g b oUWy

dx - Ox 87y.dx_ ¥ a a 0

Demnach folgt
U($, (,O(CE, C)) = U(i[,‘o, QD(lﬂo, C)) Va

wobei C ein beliebiger Parameter ist. Schreibt man die Charakteristiken von 2 in der impliziten Form C = ¥(z,y)
mit einem festen Parameter C, so hat die Losung der PDG 1 notwendigerweise die Form

U(.’ﬁ,y) = U(x()aso(x()a \Ij($7y))) = f(\Il(;E7y))

Ferner gilt, fiir eine beliebige Funktion f € C, ist

U(l‘,y) = f(\I/(JJ,y))

die allgemeine Losung der PDG 1.

Zusammengefast hat man: Ist ¥(z,y) = C, mit C als Parameter, die allgemeine Lésung von

so ist
Uz, y) = f (¥(z,9))
wobei f € C! eine beliebige Funktion ist, die allgemeine Lésung der PDG

a(x,y)Us + b(z,y)Uy =0
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Allgemeine homogene PDG: Wir betrachten jetzt die allgemeine homogene DGL

U, U,
a(z, y)Uyz + b(z,y)Uy + c(z,y)U =0 — aﬁ + bﬁy +c=0

Wir setzen V := InU und erhalten fiir V die PDG
aVy+bV,+c=0

Die allgemeine Losung letzterer PDG ist: V = VM 4+ V® wobei V(" die allgemeine Losung der homogenen PDG
aVy + bV, =0 und V(@ eine spezielle Losung der inhomogenen PDG aV, + bV, 4+ c =0 ist.

Allgemein hat man folgendes: Sei LU = h eine lineare inhomogene PDG, W eine beliebige Losung von LU = h
und Uy eine spezielle Lésung von LU = h. Dann ist U := W — Uy eine Losung der homogenen PDG LU = 0 da

LU =L(W —Up) = LW — LUy =h—h=0

Demnach ist W = U + U die allgemeine Losung von LU = h, wobei eben U genau die allgemeine Lésung der
homogenen PDG ist.

3.2.2 Methode der Koordinatentransformation
Zur Losung von
a— +b— =0, a,b:const, a #0
Y
machen wir den Ansatz:
u(z,y) = v(&n)

wobei
§=ax+by, n=axr+ Py

Wegen
LN R U .
oxr  0¢ on’ oy 85

bekommt man

Ou  Ou ov Ov Ov o oy OV
o_a%jtba— (ag+a)+(ag+ﬁ >_(a +b)a£+(aa+bﬁ)

37}
Wir wihlen die «, 8 so dass der zweite Term verschwindet, z.B:
a=b, f=—-a - £E=ax+by, n="bxr —ay

weshalb gilt

Damit ist die allgemeine Losung der PDG die Funktion

| ulwy) = f(br—ay) |

3.3 Lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

Im folgenden sei G C R™, n > 2 ein zusammenhingendes Normalgebiet. Die Integralsitze (Gauss, Stokes) sind
anwendbar und es hat einen Sinn von dufteren Normalen 77 bzgl. des Randes G von G zu sprechen, abgesehen von
einigen Ecken & Kanten. Wir betrachten im folgenden die Poissongleichung:

AU = p(z)
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3.3.1 Die Laplace-Poisson Gleichung (Potentialgleichung)

Hauptinhalt dieses Abschnittes ist das Dirichletproblem (DRP). Dabei betrachten wir die Poissongleichung AU = p
in G bzw. die Laplace Gleichung AU = 0 mit U |sg= h. Folgende Randwertprobleme erheben sich: Seien p € C°(clG)
und h € C°(0G).

a) Gesucht ist eine Funktion u € C2(clG) des Dirichletproblems, d.h

AU(2) = pla) in G , U |og= h(z)

b) Gesucht ist eine Funktion U € C?(clG) des Neumannproblems, d.h

AU@) = pla) in G . O Jag= h(z)

c) Gesucht ist eine Funktion U € C?(clG) des Robynproblems, d.h

AU(x) = p(x) in G (ZZ + a(:z:)U) loc= h(z), a € C°(clQ)

Unter den obigen Vorraussetzungen besitzt
a) Das Dirichletproblem hochstens eine Losung.
b) Das Neumannproblem bis auf eine Konstante hochstens eine Losung.
¢) Das Robynproblem hochstens eine Losung, falls a(z) > 0 in clG ist.

Im folgenden betrachten wir das Dirichletproblem. Unter gewissen Abschwichungen an die Funktion U kénnen weitere
Eindeutigkeitsauftsagen gemacht werden. Dazu am Ende des Abschnitts: Existenzbeweise von Losungen sind in der
Regel kompliziert.

Hilfsmittel aus der Vektoranalysis
e Gaultscher Satz
e Greensche Formeln.

e Parameterabhingige Integrale (siehe folgendes Lemma).

3.3.2 Lemma iiber parameterabhingige Integrale

Sei B C R™ kompakt und Jordan-Messbar, mit g € R(B). Sei F': C C R™ — R definiert durch

Fly) = /B f(.9)g() de

mit f: B x C — R. Dann gilt:
a) Ist f stetig auf B x C, so ist auch F stetig in cIC.

b) Ist C offen, mit

of _ .0
,— el (BxC
gy €CBXC)
so gilt
oF
—ec'(C
Oy, ©
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3.3.3 Grundlésungen und Darstellungsformen

Gesucht sind Losungen u € C? (R™\ {0}) mit Au = 0 in R™\ {0}, die nur von r = ||z|| = ||z, abhingen. Mit dem

Ansatz u(xz) = v(r) bekommt man
n—1 !

Au =v"(r) + V'(r)=0
r
Losungen dieser gew6hnlichen DGL sind
1
— n>2
u(r)=q "
Inr n=2

Sei
Bl = {x = (Ila a‘rﬂ) ER™: ||£EH § 1}

die Einheitskugel im R™ und
Wy, :=vol,_1 (0By)

der Inhalt der Oberflache B; von Bj. Die Funktion
Ny :R"\ {a} =R

definiert durch

-1 1 3
n=2en Jo—al? T
N, (x) :=
1
— -In|jz — | in=2
2m

heisst Newton-Potential oder auch Singularititenlésung. Es gilt: AN, =0 in R™ \ {a} und

1 _
grad Ny (z) = — - xiam n>2
wn |z —df

3.3.4 Lemma B: Lemma iiber das Newton-Potential

Sei G C R" offen, a € G, u € C*(G). Dann gilt:

u(a) = lim / (u(x)aZ\ngEx)—Na(x)gZ(x)) A

e—0
le—all=e

mit n als den dufleren Normaleneinheitsvektor an

B.(a):={zeR": |z —a| <&}

3.3.5 Satz: Darstellungsformel

Sei G C R™ ein zusammenhéngendes Normalgebiet, V' C G kompakte Menge (Gaufischer Bereich) mit glattem Rand
und u € C?(G). Dann gilt:

D= [u(m)a]\gléx) —Naagf)} dA+/VNa(x)Au(x) dV:{ g(a) Ziﬁn\v

oV

Bemerkung: Die obige Formel gilt auch fiir V = G und a € G, falls u € C?(clQ) ist.
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3.3.6 Definition: Grundlésung

Sei G C R" ein zusammenhingendes Normalgebiet im R™ und a € G. Dann heifst
Yo(x) := Ny(z) + @(x)

Grundlésung, falls ® € C?(clG) und A® = 0 in G ist. Dabei ist N, das Newton Potential im R™.
Kommentar: Die Grundlosung ist also eine Singularitdtenlosung wobei ® noch frei wahlbar ist. Fiir eine Grundlésung
gilt ebenfalls die Darstellungsformel vom vorigen Satz:

[ [0 288 o208 s [ awaate av = { 0@ e

fiir eine kompakte Menge V' C G. Ebenso ist die entsprechende Bemerkung vom Satz {ibertragbar!

3.3.7 Satz iiber die Grundlésung
Sei G CR", a € G, u e C*G). Dann gilt:

e—0
le—all=e

u(a) = lim / [u(azﬂg(;)—%(x) )|

3.3.8 Definition: Harmonische Funktion

Sei G C R™ ein Gebiet. Eine reelle Funktion u : G — R heiRt harmonisch in G, falls u € C*(G) und Au = 0 in G ist.
Bemerkung: Es gibt Funktionen u, die nicht in allen Punkten von G stetig sind, obwohl V x € G : Au = 0 erfiillt
ist!

3.3.9 Definition: Greensche Funktion

Sei G C R™ ein zusammenhéngendes Normalgebiet im R™. So heifst g(a,z) Greensche Funktion, falls bei fixiertem
a € G die Funktion g(a,z) Grundlésung in G ist, und g(a,x) = 0 fiir x € IG ist.

Bemerkung: Ist G ein zusammenhingendes Normalgebiet im R"™, so gibt es eine eindeutige Greensche Funktion in
G mit a € G. Das Problem besteht jedoch darin, harmonische Funktionen ® mit ® € C?(cIG) zu finden, so dass eine
Grundlésung Greensche Funktion wird. Bemerke dass hier ® allgemein auch von a abhéngt: ®(z) = ®,(x)

3.3.10 Satz iiber die Symmetrie der Greenschen Funktion
Sei G € R™ ein zusammenhéngendes Normalgebiet und a € G. Dann ist die Greensche Funktion g(a, ) symmetrisch,

d.h fir ¢ # a gilt: g(a,z) = g(x, a).

Darstellungsformel der Greenschen Funktion: Die Darstellungsformel hat fiir eine Greensche Funktion g(a, x)
die Form

dg(a, ) _f ula) raedG
/aG u(x) 5 dA + /Gg(a,a:)Au(x) dv = { 0 e R\ dG

n

3.3.11 Satz iiber die Losung der Poissongleichung

Sei G € R™, n > 2 ein zusammenhingendes Normalgebiet im R™ und u € C2(clG) eine Losung der Poissongleichung
Au(z) = p(z) fir z € G. Ist a € G, so gilt

a) Fiir eine Grunddarstellung v, (z):

)= [ (ww”gﬁ —mx)aj;ff)) 1+ [ sue)p(e) av
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b) Fir eine Greensche Funktion g(a, z):

= umi@g(a,m) a,x)p(x
wa) = [ w28 s | glamipte) av

da g(a,z) =0 fir x € G

¢) Fiir eine harmonische Funktion u in G:

B dg(a,x)
u(a) = /aG 5 u(z) dA

3.3.12 Greensche Funktion fiir die Kugel

Es sei
Br:={z eR": |z|| < R}

und
G =B% ={z€R": |z| < R}

Dann ist fiir a € B% die Funktion g(a,z) mit

-1 1 R 2 1
>3 0: = ' ~ \Ulall o= 224"
n>3, a#0:g(a,z) (n—2wn ||z —a|"> <||a||> Hx r2 "
i ~ Tal?
. _1 _ 1 1
n Z 3) a=0: g(a7-'17) - (n - Q)Wn . Han_Q - Rn72

1 R
n=2 a#0:g(a,x) = o [lnx—a” —In (’ HLRHJ:— ”a”aHﬂ
n=2,a=0:g(a :r)—i [In|z] —In R)

-4 - L gla, - 271_
eine Greensche Funktion in B%.
Bemerkung: Es gilt fiir ||z]| = R:
R2
lall - |z = —=a| = Rz — al
lall
und ferner
’ Mx _ RaH = |z —a
L ]

Zur Konstruktion der Greenschen Funktion: Man sucht allgemein solch ein ® so dass fiir n > 3 mit

-1 1
0 2, [nw —ar @]

die Bedingungen an die Greensche Funktion erfiillt sind. Es muss also innerhalb der Kugel gelten Ag(a,z) = 0 und
am Rand g(a,0Bgr) = 0. Durch den Ansatz
1
P(2)= — =, B>0, b >R
[ [l — b])"

wird fiir a # 0 solch ein b € R™ und g € R gesucht dass

g(a,0BRr) =0
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Beachte: Durch die Forderung ||b|| > R ist die Bedingung Ag(a,z) = 0 in B% automatisch erfiillt!
Die Bedingung g(a,dBgr) = 0 fithrt auf die Gleichung ||z — a|| = 8|z — b|| fiir ||z|]| = R, also

o —al* =z — b & (x—a,z—a)=p(x—bx—b)

& ol =2 (w,a) +llal” = 8 (Jlol” = 2 (b,2) + b))
—~—

R2
& R4 |la]® = B2R2 +2(a— B2b,z) + B2 0| ¥ ||z|| = R

1
= 2<a—62b,x>éconst Viz|=R = a—p*=0 = bzﬁa

2 1 2
éR%WM:WW+@WH
Losungen der letzten Gleichung sind
A =1
und
2
o _ llal
2 = R2
Da ||b|| > R ist, entféllt die erste Losung. Somit bekommt man
lall R
5 = —_, b = 72a
R llal

Fiir a = 0 bzw. n = 2 ist analog vorzugehen.

3.3.13 Greensche Funktion fiir den Halbraum

Sei
G:={z=(x1,....,2p) €R": 2, >0}, 0G={xeR": 2, =0}

Dann ist die Funktion g(a,z) fir a = (a1, ...,a,), * = (x1,...,2n) € G, a # x definiert als

I 1 ‘n>3
(n=2)wn |z—a|" Jz-a|"*]
gla,x) =
Lz —al| = n ||z — a] n=2
2

mit

a:=(ay,...,an-1,—ap)

die Greensche Funktion fiir den Halbraum OG. Es gilt ndmlich g(a,z) =0 fir v € 0G, a € G und Au = 0 fiir = # a.
Ferner gilt fiir n > 2
(x —a) (x —a)

1
grad‘g(aax):i' n —n
wn Lz =al™ |z —al

Speziell fir z € 0G

o
gradgla,z) = — . 4=
o To—al

und 5
99 _ —gradg(a,z) - &, =

on

2a.,

wn ||z — all"
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3.4 Eigenschaften harmonischer Funktionen
3.4.1 Definition: Mittelwerteigenschaft
Sei G € R™ offen. Eine stetige Funktion u € C(G) besitzt die sphdrische Mittelwerteigenschaft :<

1 1

VaeG VBr(a)CG:u(a)aBr(a)'./aBr(a)u(x) dA./”yl_IU(a+ry) dA,

wobei
|0B,(a)| = vol,,_1 (0B,(a)) = " w,

der Inhalt der Oberfliche der n-dimensionalen Kugel mit Radius r ist.
Eine stetige Funktion u € C(G) besitzt die rqumliche Mittelwerteigenschaft <

YaeG VB o) CCrula) = pr /B v

r r
|Br-(a)| = vol,, (By(a)) = ?Wn = n |0B;.(a)|

Bemerkung: Die sphéirische Mittelwerteigenschaft ist dquivalent zur rdumlichen Mittelwerteigenschaft!

3.4.2 Satz iiber harmonische Funktionen
Sei u € C?(@G) in einem Gebiet G C R™ harmonisch. Dann gilt:
a) wu besitzt in G die Mittelwerteigenschaft.

b) Maximum-Minimum Prinzip: Nimmt « in einem Punkt a € G ihr Maximum bzw. Minimum an, so ist u konstant

in G.

¢) Sei G C R™ ein beschrianktes Gebiet und v € C(cI@) in G harmonisch. Dann nimmt » ihr Maximum oder
Minimum auf dem Rand dG von G an, d.h

nax u(z) = max u(z)

Bemerkung: Es zeigt sich, dass das Maximum-Minimum Prinzip sogar fiir stetige Funktionen h € C(G) mit MWE
in einem Gebiet G C R" gilt. Wir wenden uns nochmals dem Eindeutigkeitsproblem fiir das Dirichletsche RWP
(DRP) zu. Es gilt folgender Eindeutigkeitssatz:

3.4.3 Eindeutigkeitssatz
Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, p € C(clG) und h € C(OG). Existiert eine Losung

u € C(dG) N C2(G)

des DRP:
Au=p, ulpc=h

so ist u eindeutig bestimmt!
Beweis: Seien uq,us Losungen des DRP. Dann ist

u:=u; —uz € C(clG)

Losung von
Au =0, ulgg=0

Durch das Max.Min. Prinzip folgt dass das Maximum und Minimum von u in G liegt. Dort ist aber v = 0 und
somit ist auch u(z) = 0 in G. Demnach ist u; = us. O
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3.4.4 TUber die Existenz und Eindeutigkeit des DRP fiir die Laplace Gl. auf der Kugel
Wir betrachten das DRP fiir die Laplace Gleichung auf der Kugel
Br :={x € R": |z|| < R}

Der Poissonsche Kern
Pr:{(z,y) eR*" xR":x#y} - R

ist fiir n > 2 definiert durch

llyll™ = ll=|l
Pr(x, = =
(9= R Ty — al
Es gilt
A Pr(z,y) =0

fiir  # y. Mit dem Satz iiber die Poissongleichung 3.3.11 folgt fiir eine Funktion u € C?(Bpg) die in B% harmonisch
ist, die Integraldarstellung

_ 9g(z,y)
we)= [ 5By aa,

wobei fiir die Greensche Funktion auf der Kugel Br

dg(z,y) R? — ||| "
. R 2 — o Pr(z,y) fir ||z <R, |yl

gilt. Damit hat man zusammengefasst folgendes:

3.4.5 Lemma C

a) Seiy € R™ fixiert. Dann gilt
AIPR(xay) =0 =z 7& Yy

b) Sei u € C*(Bg) in B% harmonisch. Dann gilt:

u(z) = / Pr(z,y)uly) dAy : z € By
9Br

Bemerkung: Insbesondere gilt:

1= / Pr(z,y) dA,

OBRr

(Setzen: u(x) =1)

3.4.6 Satz iiber das DRP fiir die Laplace Gleichung
Sei h € C(0BR). Dann ist die Funktion

Pr(z,y)h(y) dA, :z € By
u(z) == llvl=R
h(zx) :x € 0BpR

in B% harmonisch und in Bpg stetig:
u € C*(B%) NC(Bg)
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Folgerungen aus dem vorigen Satz:

a)

b)
)

Sei u € C(Bgr) harmonisch in B%. Dann gilt V « € B% die Poissonsche Integralformel
u@)= [ Palzpu) da,
yEOBR

d.h die Werte einer harmonischen Funktion im inneren der Kugel Br kennt man wenn man die Werte von u
auf dem Rand 0Bp kennt.

Eine harmonische Funktion u € C?(G) in einem Gebiet G C R™ ist beliebig oft differenzierbar.

Eine stetige Funktion h € C(G) in einem Gebiet G C R™ ist harmonisch < h besitzt die Mittelwerteigenschaft.

Weitere Folgerungen

a)

Konvergenzsatz fiir harmonische Funktionen: Sei G C R” offen und (uy) C C*(G) eine Folge harmonischer
Funktionen, die auf jeder kompakten Menge A C G gleichméfig gegen die Funktion v : G — R konvergiert, d.h

VACG: u—ully = supu(@) — up(z)] *=° 0
r€A

Dann ist w harmonisch in G.
Bemerkung: Die Stetigkeit von u folgt hier unmittelbar aus der Tatsache dass C?(A) bzgl. ||-||  ein vollstindig
normierter Raum ist.

Harnachsche Ungleichung: Sei n > 2, R > 0 und u € C*(B%) N C(Bgr) eine nicht negative harmonische
Funktion in B%. Dann gilt fiir € B%:

R — ||

T u(0) < u(z) < R"2. R+ |||

(R— )"

n—2

u(0)

Satz von Liouville: Eine beschriinkte harmonische Funktion u € C?(R") auf ganz R™ ist konstant.

Stabilitdt von Lésungen: Sei G ein beschrinktes Gebiet im R”™. Sind 1, 2 stetige Funktionen auf 0G und
u1, g die zugehorigen Losungen des DRP

Au=f(x):z€G, f€C(G) A ulsg=¢

dann ist

mase fus(2) — ua(2)| < max [1(2) — 2 ()
Kleine Anderungen der Randwerte bewirken auch kleine Anderungen der Losungen. Man sagt: Das Problem
sei korrekt gestellt.
Bemerkung: Ist GG kein beschréinktes Gebiet im R™, so ist das AWP fiir die Laplace Gleichung im allgemeinen
nicht korrekt gestellt!
Beispiel: Das AWP fiir die 2-Dimensionale Laplace Gleichung Au = 0 in R x (0, 00) mit u |[gg= ¢ und u, = ¢
auf R x {0} ist ein nicht korrekt gestelltes Problem!

Abschlieffend einige Bemerkungen zum DRP fiir die Poissongleichung Au = p fiir Funktionen p mit Kompaktem
Tréger, d.h

supp p := {z € R" : p(z) # 0}

ist kompakt im R”.
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3.4.7 Satz zur Poissongleichung

Sei n > 3 und p € C?(R") eine Funktion mit kompaktem Triiger. Ist
w) = [ Na(y)p(y) dV, z € R"
]Rn
so ist u € C2(R™) und erfiillt die Poissongleichung Au = p fiir z € R™. Hierbei ist N, (y) das Newton Potential.

e Bemerkung: Es gilt fiir p die Integralidentitét

p(x) = A Nz (y)Ap(y) dV,
denn man kann ein gentigend grofies R > 0 finden so dass Br(x) D supp p ist, und man mit der Darstellungs-
formel bekommt

o) = /’(mmmwwﬁwwwﬁﬂw>dA+L/zwwmmwd%z N, (4)Ap(y) 4V,

on on Rn
OBR(x) v Bpg(x)

Mit Hilfe von diesem Satz, konnen wir das folgende DRP fiir die Poissongleichung 16sen:

3.4.8 Satz iiber die Eindeutigkeit der Poissongleichung

Sein > 3 und B% = {z € R": ||z|| < R}. Ist ¢ auf OB stetig und p € C*(R") mit kompaktem Tréiger, so besitzt
das DRP fiir die Poissongleichung Au = p, u |op,= ¢ genau eine Losung. Es gilt u = v + w wobei

R? — ||z|? / o(y) —w(y)
v(r) = ———- " dA
@ = R o y—al” M

w(@) = | Na(y)p(y) dV,
R

Beweis: Wir machen den Ansatz v = v + w mit

Weil v das DRP in Bf% mit
u |33R: v |3BR +w ‘8BR: ¥
16st, ergibt sich fiir v folgendes DRP

Av= Au—Aw =0, vlgp,=¢ — W |aB,
p p

Nach Satz 3.4.6 besitzt dieses Problem die Losung

v(z) = Pr(z,y) (p(y) —w(y)) d4, O
9Br

3.5 Die Wellengleichung

Ist z = (21,...,2,) C R™ und ¢t € R, so setzen wir

(z,t) € R™ !
R} = {(z,t) e R""! 1 £ > 0}
R = {(z,t) eR*"" : ¢t >0}
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Wir betrachten das folgende Anfangswertproblem oder Cauchyproblem.
Sei
(NS C(Rn)v 1/) € C(Rn)v f($7t) = C(Ri—’_l)

Gesucht ist eine Funktion u = u(z,t) € C2(R}™) mit

aZU 2 n
52 ¢ Azu(z,t) = f(x,t), u(z,0) =¢(x):z R
0 0

S (@1 € R, Z2(x,0) = v()

Wir setzen 0.B.d.A ¢ =1, denn ist u eine Lésung des Cauchyproblems
(1) : uge — AAu =0, u(x,0) = (x), us(x,0) = p(z)

dann ist v(z, T) := u(x,t) mit 7 = ct eine Losung des Cauchyproblems

(2) 1 vy — Av = f(z,7) = cigf (a:, %) , v(z,0) = ¢(x), v (z,0)=(z):= Ew(a:)

Umgekehrt: Ist v(z, 7) Losung von (2), so ist u(z,t) = v(z,7) mit 7 = ¢t Losung von (1).
Beweis:

1
Uy = Purr, Au=Av = uy — FAu=c? (Vrr — Av) = f (9:, z) E Vg —Av=—f (1’, z) O
c c
Anfangsbedingungen:

v(z,0) = u(x,0) = ¢(z)

vy (2,0) = uy(x,0) = (x) = v(z,0) = %p(x) =: ()

3.5.1 Satz iiber die Eindeutigkeit der Losung des Cauchyproblems

Das Cauchyproblem der Wellengleichung besitzt héchstens eine Losung (in der Klasse der hinreichend glatten Funk-

tionen), z.B
¢ € C*(R™), v € C*(R™)

Bemerkung: Im Fall n =1 lasst sich die Eindeutigkeit leicht beweisen:

u(z,t) = f(x +t)+ gz —1t), f,g € C3R)

3.5.2 Konstruktion von Lésungen des Cauchyproblems fiir die WG

Wir beginnen mit dem Cauchyproblem
ugy — Au = f(z,t), u € C2(]Rf_+1), u(z,0) = p(z), u(z,0) = P(x)

Es gibt verschiedene Methoden zur Konstruktion von Losungen des Cauchyproblems fiir die WG. Um eine Struktur
der Losung zu bekommen, wenden wir hier die so genannte Operatormethode in formaler Weise an. Wir betrachten
den Fall n = 1:

Ut — gy = f('ra t)

und setzen:

Somit lautet die Wellengleichung



Setzen wir ferner
v(t) == (1), fo(t) := (1), v(0) = o = &(:), ve(0) = 1o = ()
dann erhélt man formal ein Anfangswertproblem fiir eine gewdhnliche DGL

b — A% = f,, v(0) = @,, v:(0) =,

Betrachten wir A > 0 als positive reelle Zahl und ¢,, ¥, als reelle Zahlen, so ist die Losung des AWP

v(t) = cosh(tA)p, + sinh(tA) A~ 4, + /0 sinh((t — s)A) A~ f,(s) ds

Setzen wir ferner
S(t) := sinh(tA)A™!

so hat v die Darstellung .
(1) ot) = '(Ogo+ SO+ [ Stt=3)10(s) ds

Wir interpretieren nun die Struktur (1) fiir das Cauchyproblem der Wellengleichung. Dazu miissen wir S(t) als
Operator mit A = 8% interpretieren. Die Intuition sagt uns, dass der inverse Operator

der Integraloperator ist. Denn es gilt:

(AA™ h)(x A/ /"L h(y) dy = h(z) — AA™' =1
0

Achtung: Es gilt jedoch
(A7 =47 h) = [ hw) dy = hiw) = (o)~ h(O)

Der Integraloperator fom ist also nur Rechtsinvers zu A.

Wir definieren nun:

k
tA . _ — A k
e’ = k't
k=0

d.h

(e"*h) () == h(z +1)
also eine Verschiebung des Arguments um ¢. Die Motivation fiir diese Definition erh&lt man fiir beliebig oft differen-
zierbare Funktionen die einer Taylorreihenentwicklung geniigen, durch

(e'*h) (z) = i h(k)(x)t’“ = h(z +1)

|
— k!
Somit erhalten wir

(cosh(tA)p)x = = (p(z + 1) + p(z — 1))

N | =

sinh(tA) A~ 19 (2) = sinh(tA) </ W(y dy> %e 7tA / by

-5 (/ Tvwar- [ ew ) =3 [ it
/0 t { /I x:t: f(ys ) dy} ds

und ferner

N =

/0 sinh ((t — s)A) A1 f,(s) ds =
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Der Verdacht auf die Struktur der Losung erweist sich fiir n > 1 in der Form

(2) u(z,t) = (5'()e) (z) + (S(B)¥) (x)+/0 S(t—s)f(x,s) ds

T+t t z+(t—s)
sl rea-D)+g [ uw g [ {/ F(y.9) dy} ds

z—(t—s)

3.5.3 Satz iiber die L6sung des 1-dimensionalen Cauchyproblems

Seien
feC (R x[0,00]), ¢ € C*(R), ¢ € C'(R)

Dann ist (2) die eindeutig bestimmte Losung des Cauchyproblems

Ut — Uz = [z, 1), u(z,0) = p(x), u(z,0) =(x)

3.5.4 Die 2 und 3-dimensionale Wellengleichung
Die Motivation zur Konstruktion einer Losung fiir das Cauchyproblem der 3-dimensionalen Wellengleichung
Ut — Au = f(xvt)a t> 07 'LL((E,O) = (P(x), ut(x70) = 1/)(55)7 T < Rg

holen wir uns iiber die Struktur der Losung des Cauchyproblems der 1-dimensionalen Wellengleichung.

u(z,t) = (5'(t)e) (z) + (S()) ($)+/O S(t—s)f(x,s) ds

T+t t z+(t—s)
= sl rea—n+g [ uw g [ { [ S dy} ds

Wir betrachten

x+t
swwE =3 [ v d=pt [

Oberes kann mit folgender Mittelung

: /
T U(y) dy
|[]} —t,x+ t]' [z—t,z+t] ( )

(S()¢) (z) =t (M) (x,1)

geschrieben werden. Fiir eine Funktion h € C(R"™) sei jetzt

(M) () ==

in der Form

1

M(h)(z,t) := 9B, / h(y) dA,

OBy ()

die sphdrische Mittelung. Fiir eine Losung des 3-dimensionalen Cauchyproblems der WG haben wir folgenden Satz.
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3.5.5 Satz iiber das retardierte Potential in der Wellengleichung

Seien
p € C°(R%), ¢ € C*(R?), feC*R®x [0c0))
Dann ist mit dem retardierten Potential

(RF) (2, 1) 1= — / fyt=ly—zl) ,

dm |y — |l
ly—=||<t

die Funktion

(1) = o (1) o, 1)) + H M), 1) + (R, 1)
ol [ oewan |+ [ e ar

ly—a||=t ly—=|=t
Losung des Cauchyproblems
utthU:f(l',t), t>0a U(Cﬂ,O) :(,O(l'), ’U,t(l',()) :’l/)(l'), ngS

3.5.6 Lemma iiber das retardierte Potential

Es gelten folgende Beziehungen:

)
(MR)(z, 1) = wi / h(z +tz) dA,, h € C(R™)
llzll=1
b)
0 1 1
GOm0 = e [ adnt)- ad, = e [ @n) ) dy
OB (x) By (x)
° 0? (n—1) 1 1
st =~ -B(/) (Ah)(y)dy+M~BB/()<Ah><y>dAy

Aus der Losungsformel fiir das 3-dimensionale Cauchyproblem erhalten wir mit der Hadamardschen Abstiegsmethode
die Losungsformel fiir das 2-dimensionale Cauchyproblem.

3.5.7 Satz iiber die 2-dimensionale Wellengleichung
Seien ¢ € C3(R?). ¢ € C*(R?) und f € C? (R? x [0, 00)).Dann ist:

t

u(z,t) = —t o / dV —I—i / Ly)dvy—i—/; / 1y 9) dV, ds
iy 2 ™ 2
sk VP Hy T Tl P =y —al b =2 =y —al

Losung des Cauchyproblems

Uy — Au = f(xat)v U(QE,O) = 4,0(33), ut(xvo) = ¢(3?)

wobel

B(x) = {y e R*: |y — ] <t}
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3.6 Cauchyproblem der Wirmeleitungsgleichung
Ist f €C(cl IRT'l) , g € C(R"), so wird eine Funktion u € C? (RT‘l) NC (cl R:‘_H) gesucht, mit
Ut — Au = f(.I‘,t)

und

u(z,0) = g(x) : x € R"
Die Funktion

P:R"x (R\{0}) =R

definiert als

o2
Bont) — Wwf% cxeR™ t>0
0 cx €R™ t<0
16st die homogene Warmeleitungsgleichung (oder Diffusionsgleichung)
u — Au =0

mit der Normierung

/ O(z,t)de=1:t>0

und heifst Fundamentallosung der WLG.
Bemerkungen:

a) Fir die Fundamentalldsung gilt
. o xz=0
}g%q)(z,t){ 0 :2#0
Die Fundamentallésung fiir die WLG spielt die gleiche Rolle wie das Newtonpotential fiir die Wellengleichung.
Sie beschreibt die Warmeverteilung im n-dimensionalen Raum fiir ¢ > 0 bei Anfangs §-distributionsartiger
Wirmeverteilung im Ursprung (siehe auch néchsten Satz).

b) Die homogene Diffusionsgleichung mit Diffusionskoeflizienten x

u —K-Au=20
besitzt die Fundamentallosung
L-e_”ﬂf rxeR™ >0
By, 1) = 4 ATRD" ’
0 rxeR™ t<0

mit dhnlichen Normierungsbedingungen und Grenzwerten.

3.6.1 Satz iiber die Fundamentall6sung der WLG
Sei g € C(R™) beschrénkt. Dann erfiillt die Funktion
u(zx,t) = / Oz —y,t)g(y) dy:x € R",t >0
die folgenden Eigenschaften:
a) u € C™®(R™x (0,00)) ist beschrankt.
b) wu; — Au =0 auf R” x (0,00)

f b)) = ) e R"
C) (x,t)i},?xmo)u(x ) 9(350) Zo

d) uw=u(z,t) ist eine Losung des Cauchyproblems

w—Au=0:t>0, u(zr,0) =g(z):z e R"”

Bemerkung: In der Definition von w ist zu sehen, dass instantan alle Punkte y € R™ eine Auswirkung auf alle
anderen Punkte x € R™ haben. Die Information wird sozusagen mit unendlicher Geschwindigkeit dbertragen.
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4 Fouriermethode zur Losung von partiellen Differentialgleichungen

4.1 Einfiihrung
4.1.1 Beispiel: Warmeleitung in einem Kreiszylinder

Betrachten die Temperaturverteilung in einem unendlich ausgedehnten Kreiszylinder mit dem Radius [ bei vorgege-
bener Temperaturverteilung f(z) auf der Oberfléche.

Zur Vereinfachung betrachten wir nur den stationéren Fall, und eine von z-unabhéngige Temperaturverteilung

f(x) = fle)
So erhélt man durch die Warmeleitungsgleichung die Laplace-Gleichung
Au=0, ulsp,= f(x)

Hinsichtlich der Tatsache dass auch die Lésung unabhéngig von der z-Koordinate sein wird, und eine gewisse Zylin-
dersymmetrie aufweisen wird, verwenden wir Polarkoordinaten (r,¢) und schreiben

0%u  10u 1 &%u _

A = —_— —_—— _—— =
Y or?2  ror + 72 Op?

0, ul,p)=f(p):0<p<2m

Im folgenden werden wir 0.B.d.A [ = 1 setzen, da sich der allgemeinere Fall einfach durch Koordinatentransformation
ergibt. Wir machen den Separationsansatz

u(r,¢) = R(r) - ®(p)
und bekommen

R R R'+ R &
Au=R"-®d4+ - .o+ —_.0" =0 . r T
U JrT +r2 — T%R >

Da linke und rechte Seite des Ausdruckes von jeweils unterschiedlichen Variablen abhéngen und iiberall gleich sind,
miissen sie beide konstant sein:
R// + 1 R/ (I)//
—— = — = —pu: t
%2 R 3 1L :cons
Somit erhélt man die gewohnlichen DGL
PR +rR —pR=0 , " +ud=0

mit den Forderungen
O(p) =P(p+2m) , R :stetig

Ist f(p) = C : const so ergibt sich die eindeutige Losung als u(r, ) = C. Wir betrachten also den Fall wo f nicht
konstant ist, also irgendwo f’(¢) # 0 ist. Somit ist auch ®’ # 0 und ferner

®(0) = ®(2r) A D'(0) = D'(27)
Wegen u® = —9” bekommt man

2 2 27
u/ ®?() dcp:—/ O"® dp=—0'd |(2)”+/ " dp >0
0 0 N—— 0

—_——— 0
>0
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und sieht dass ;¢ > 0 sein muss. Wir setzen also 1 = A? , A € R und bekommen die Losung
O(p) = Crcos(Ap) + Cosin(Ap) , C1,C2 € R

Durch die Randbedingungen

ergibt sich das lineare Gleichungssystem

[cos(2mA) — 1] C + sin(27A\)Cy = 0

—sin(27A)Cy + [cos(2mA) — 1] C =0
das nur nicht-triviale Losung hat falls

[cos(2m)) — 1] sin(27\)
det =2[1 —cos(27A)] =0
—sin(27A)  [cos(27A) — 1]

ist, also
A=4n,neN

Es geniigt, nur die Werte \,, = n € N zu betrachten, da negative Werte nichts an der urspriinglichen Lésung dndern.
Wir erhalten somit folgende Losungen:

D, (p) = ¢y, - cos(ng) + dy, - sin(ny) :n € N
Damit folgt jetzt fiir R = R(r) folgende (Eulersche) DGL
TQRH—FT‘R/—TLQR:O

deren Lésungen sich ergeben als
R(r) = Ru(r) = enr™ +par™"

Da wir die Stetigkeit bzw. die Defininierbarkeit in r = 0 fordern, setzen wir p,, = 0, und erhalten die partikuléren
Losungen von Au = 0 geméaf

Un(r,0) = 1" - [ay cos(np) + by sin(np)] , an,b, ER, neN
Bemerkungen:
e Jede endliche Linearkombination der u,, ist Losung von Au = 0.

e Wihlt man die Zahlenfolgen (ay,), (b,) C R beschrénkt, so ist
u(r, ) = ?0 Z [an, cos(np) + b, sin(ny)]

fir 0 <7 < 1und 0 < ¢ < 27 beliebig oft nach r und ¢ gliedweise differenzierbar (Majorantenkriterium), und
es gilt:
Au=A (D) 1S Au, =0
u=a(3)+ X A=

Zur erfiillen wére jedoch die Randbedingung u(1, ¢) = f(¢), wobei wir voraussetzen dass f stetig auf [0, 27) ist mit

lim f(p) = f(0)

=2~

Damit ldsst sich f zu einer stetigen 2m-periodischen Funktion auf R fortsetzen. Es ergibt sich folgendes Problem:
Kann man die Koeffizienten aq, a,,, b, so wihlen, dass

u(lp) = + Y (an cos(ng) + by sin(ne)) = f(p)

n=1
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gilt?
Annahme: Die Reihe konvergiert gleichméfig in . Dann erhdlt man durch Multiplikation obiger Gleichung mit
cos(ky) bzw. sin(ky), k € Ny und gliedweise Integration

- flp) dp = aom

f(p)-cos(kp) dp=apm :k=1,2...

flp) -sin(ky) dp =bpm 1 k=1,2...

—T

1 ™
Oder: aj, = — f(p) - cos(kyp) dp

by =—- 3 f(p) - sin(kyp) dp

0
Dabei wurden folgende Orthogonalitdtsrelationen verwendet:

(coskp,cosnp) =0:k#n

(sin kg, cosng) =0V k,n
(sinke,sinng) =0:k #n

(sinng, sinny) = (cosnp, cosny) =

mit
s

(frg)=[ [flp)-g(p) dp

—T

Einsetzen in die Reihe fiir u(r, ¢) ergibt

u(r, @) = % s f(t) dt+ i T’ [i " f(t) cos(nt) dt - cos(ny) + % " f(t)sin(nt) dt - sin(ny)
- n—1 -7 -

L % ) /_7r f(@) - {; + Z r™ - [cos(nt) cos(ny) + sin(nt) Sin(”%’)]} dt

217T~/:f<t)-

wobei "!"die Forderung impliziert, dass eine Vertauschung von Summation und Integration moglich ist. Es gilt

1

% + Z r" cos [n(t — (p)]] dt

1 <, 1 1— 72
§+;T COb(na)_ﬁ.l—&—r?—?rcosa

was man mit z := re'® leicht sehen kann:

— 2 21—z

N |

- , 1 z 1 1+z2
+) =t =
n=1
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Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil folgt so die obere Behauptung. Somit ist

2
u(r, p) = ! / /) dt

2 _r 1472 —=2rcos(t — p)

Dabei gilt

(siehe dazu Beweis zu 3.4.6 in Kapitel IT). Transformation der Losung auf das Kreisproblem in kartesische Koordinaten
ergibt mit

v(z) = v(x1,x2) = v(rcosp,rsing) = u(r, @)

9(y) == g(cos p,sinp) = f(p)

o) = 1 — ] /B 96) g,

2
wa ly — =

(Vgl. mit Satz 3.4.6 iiber das DRP der Laplace Gleichung fiir die 2-dimensionale Kugel (Kreis)).

schlieflich

Bemerkungen: Gerade und ungerade Fortsetzung: FEine Funktion f : (0,7) — R ldsst sich auf R derart
fortsetzen, dass sich eine eine gerade bzw. ungerade, stetige, 2m-periodische Fortsetzung ergibt. Sei f, die gerade
Fortsetzung. So ist

flz) 0<z<m

folz) =

fl=x) —m<x<0

Bei gerader Fortsetzungen unterliegen die Werte f,(0) und fy(m) = f4(—n) keiner Einschrankung, falls sie nicht
vornherein gegeben sind! Dagegen fiihrt die ungerade 27-periodische Fortsetzung

flx) 0<z<mw

fu(x) =

—(f—2) —m<x>0
auf die Notwendigkeit
f(0)=0 A f(m)=0
Andere Periodenlingen: Hat die Funktion f die Periode 27w auf R, so hat die Funktion
g@):=f () >0
die Periode 2[. Denn

4.2 Elemente der Hilbertraumtheorie
4.2.1 Definition: Prahilbertraum

Ein linearer Raum (Vektorraum) H {iber K (R oder C) heifst Prihilbertraum, falls er ausgestattet ist mit einem
Skalarprodukt
(w):HxH—=K

das folgenden Axiomen geniigt:

a) Positiv definit: Vz € H: (x,2) > 0und (z,2) =0 < =0
Bemerkung: (z,z) € R

b) Antisymmetrie: V z,y € H : (z,y) = (y, )

¢) Homogen im 1. Argument: Va € K:V 2,y € H : (az,y) = a{x,y)

d) Distributivitit: V z,y,z € H : (x +y,2) = (z,2) + (y, 2)
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Weitere Eigenschaften des Skalarproduktes: Aus den oberen Axiomen folgen aufterdem:

a) VaeK:Va,ye H: (x,ay) =a(zx,y)

VabeK:Va,yz€ H:{ax+by,z) =a(x,z) +b{y,z) A (z,ax+by) =a(z,z)+b(z,y)

o

c) t=0o0dery=0= (x,y)=0

)
)
)
)

o,

Cauchy Schwarzsche Ungleichung:
VeyeH: ’<w,y>2( <(z,z)- (y,9)

e) Durch ||z| := /{x, z) wird auf H eine Norm definiert, und aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt
[z, )] < [lz]l - Iyl

f) (z,y) ist stetig in x und y, d.h
Tn =T, Yo =Y = (Tn,Yn) = (2,9)

g) Parallelogrammgleichung:

Vaye oty + e -yl =2 (2l + [[v2])

4.2.2 Definition: Orthogonalitit

Zwei Elemente z,y € H heifen orthogonal :<
(r,y) =0
Man schreibt:
zly

Es gelten folgende Aussagen:
a) YeeH:z 10
b) zlz & =0

¢) Sindy, LzVneNsogilt:y, >y = yLlza

4.2.3 Satz des Pythagoras

Seien x1,...,x, € H mit x; L xi : i # k, so gilt

2 n
2
= ll]
i=1

n
2
i=1

4.2.4 Definition: Hilbertraum

Ein Prahilbertraum (H, (-,-)) der bzgl. ||-|| = +/(-,-) vollstindig ist, heifst Hilbertraum. Kurz: Ein vollstdndiger
Préhilbertraum ist eine Hilbertraum.
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Beispiele:

e Der Folgenraum [o

lo = {.’E = (fl,fg, ) : Z ‘filz < OO}

i=1

= (&), y=(m)

<£C, y> = Z §imi
i=1

ist ein Prahilbertraum. Durch

[2lly = v/ {z, z) = <Z fil2>

=1

wird Iy zu einem Hilbertraum.

e Der Raum Cla, b] aller stetigen Funktionen auf [a, b], mit dem Skalarprodukt

b
(f.g) = / f(2)9(@) da

b
1l = o F) = / @) da

ist ein Préhilbertraum. Die Vervollsténdigung von Cla, b] in den ||-||, ist ein Hilbertraum (Elemente sind Funk-
tionenklassen). Die Vervollstandigung von Cla, b] in der Norm

b 3
1£l = ( / @) dm)

ist der Raum Ls[a, b] aller Lebesgue-Integrierbaren Funktionen.

und der so induzierten Norm

4.2.5 Definition: Separabler Hilbertraum

Ein Hilbertraum heifst separabel :< Es existiert ein abzéhlbares System

{9r}pen ¢ H

so dass
VaeeH:Ve>0:3 gnwe : ||& = gnwo| <¢

4.2.6 Definition: Orthogonalsystem

Ein System
{9k}per € H , I :Indexmenge

heifst Orthogonalsystem <
VEkIleN, k#l:ng_gl

Bemerkung: Fiir Mengen I, X heifit eine Abbildung g : I — X Familie, System oder verallgemeinerte Folge. Die
Menge I heifit in diesem Kontext Indexmenge. Man schreibt:

{ga}ael ) (ga)ael ) (g(a))ael
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4.2.7 Definition: Orthonormalsystem

Ein Orthogonalsystem S = {gx },,c; heifit ferner ein Orthonormalsystem :<=

Vg €8:|gill =vV{gi,9) =1

4.2.8 Satz iliber Orthogonalsysteme
a) In einem Hilbertraum H sind die Elemente eines Orthogonalsystems {gy},.; stets linear unabhéngig.

b) In einem separablen Hilbertraum ist jedes Orthogonalsystem endlich oder abzéhlbar.

4.2.9 Definition: Reihe

a) Sei (x,) C H eine Folge. Dann heifit die Folge der Partialsummen

(Sn) = <Z xk)

Z T = (Sn)
k=1

Reihe. Schreibweise:

n
b) Eine Reihe Z Ty, heilst konvergent gegen x € H &
k=1

77.—_))00 0

n
xr — E Tk
k=1

n
c) Eine Reihe Z xy, heifit absolut konvergent &
k=1

oo
>zl < oo
k=1

4.2.10 Definition: Orthogonalreihe

Sei {gx },cn ein Orthogonalsystem in einem unendlich dimensionalen Hilbertraum H. Dann heifit die Reihe

chgk , CL eK

k=1

Orthogonalreihe.

4.2.11 Satz iiber Orthogonalreihen

Sei {gx } ey ein Orthogonalsystem in H, mit dim H = oo. Dann gilt:

o0 o0
ZC’kgk konvergent in H < Z |C’k|2 ||gk||2 < o0
k=1 k=1
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4.2.12 Lemma

Sei {gx } ey ein Orthonormalsystem in H. Dann gilt:

n 2 n n

2 2 2

2= Aegr| = lall® =D e g+ D 1 — (2, 1)
k=1 k=1 k=1

4.2.13 Besselsche Ungleichung & beste Approximation
Sei {gr },cn ein Orthonormalsystem und dim H = oco. Dann gilt:

a) Besselsche Ungleichung:
S g <z VaeH, VneN

bzw.

o0
S lwg)* < lz)* VeeH
k=1

b) Beste Approximation:

mln
A1 I 7 n €K

T — Z/\kgk

n
Die beste Approximation von x durch Linearkombination der Form Z Akgr wird durch A\ = (x, gi) erreicht.
k=1

k=1

Beide Aussagen folgen direkt aus dem vorigen Lemma.

4.2.14 Definition: Fourierreihe

Sei {gr } ey C H ein Orthonormalsystem in einem separablen oo-dimensionalen Hilbertraum. Die Reihe

oo
Z (2, gr)
k=1

heift Fourierreihe von = bzgl. des Orthonormalsystems {g},cy- Die (z, gx) heiken Fourierkoeffizienten von x bzgl.
des Orthonormalsystems {gy}.
o0

Bemerkung: Die Reihe Z (x, gi) gr ist aufgrund der Besselschen Ungleichung konvergent in H, denn

k=1
o0 o0
> 1w, i) llgell? ZI z,g0)|* < |ll|* — Auch Y (z,gx) gr konvergent
k=1 k=1

Jedem x € H wird die Fourierreihe Z (x, g) g zugeordnet:
k=1

Schreibweise:
oo
k=1

Es erhebt sich folgendes Problem: Unter welchen Bedingungen an das Orthonormalsystem {gy} ist
= _(z.90)
k=1
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Dies ist dquivalent zu
n
= 1.
x nggo;@ LK) Gk S

n

T — ngk

TL—)OO
0

4.2.15 Definition: Vollstédndiges Orthonormalsystem
Ein Orthonormalsystem {gx}, ., C H heift vollstindig <

VeeH:[(Vkel:{(x,g)=0) = x=0]
Mit anderen Worten, ist ein Orthonormalsystem {gx},; genau dann vollstéindig wenn nur fiir 2 = 0 gilt:

xlgyVkel

4.2.16 Satz iiber vollstindige Orthonormalsysteme

Sei {gx },c; ein Orthonormalsystem in einem separablen, unendlich dimensionalen Hilbertraum. Dann gilt:

{9} e ist vollstandig < Vo e H : |z|* = Z |(z,gx)|> : Parsevalsche Gleichung
kel

Ferner gilt:

n o0
r = lim E (x,9K) g E (x, gk)
n—oo
k=1 k=1

4.3 Trigonometrische Fourierreihen (klassisch)
4.3.1 Einfiihrung

Betrachten die Raume

R :={f € Rl—m,x]: f ist 27 periodisch und R-integrierbar}

ch .= {f € C*|—m, 7] : f ist 27 periodisch auf R und f®* stetig}

und die Vervollstdndigung Ls[a,b] von R[a,b] in der Norm

b
I£1e = [ V) ds

mit

b
>:/fmaﬁm

1fllo := sup [f(x)| fiir f € Rla,b]
z€[a,b]

Die Réume [R, ||-|| ] und [Cx, ||| ] sind vollstandig. Dagegen sind die Réume [Rr, ||-||5] und [C, |-||5] nur Préhil-
bertrdume. Die Vervollstdndigung ist der Raum Ls[a, b] der Lebesgue-Integrierbaren Funktionen.
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Die Konvergenz bzgl. ||-||, heift Konvergenz im Quadratischen Mittel und die Konvergenz bzgl. ||-||  heifit gleichmd-
Bige Konvergenz:

’ 2 —
||fnf2\// | frn(z) — f(2)] dx "= 0

fAS

[fn = flloe = w%ﬁdw—ﬂ@Viyo
Es gilt:

1f =gl < Vb —a-[If =gl

Somit impliziert gleichméfige Konvergenz auch Konvergenz im Mittel.
Ferner fithrt man die punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge f,, auf [a, ] ein:

Fu P i o) = £(0) Y 2 € [0

n—0o0

Gleichméfige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz!

4.3.2 Trigonometrische Orthonormalsysteme

Betrachten die Orthonormalsysteme:

a) Das reelle trigonometrische System auf [Rx, ||-||,] bzw. Lao(m) :

1 1
— cos(kt) , gop := —= sin(kt)

N

1 1
——=cost

1
=—, = , = —sint , ..., 1=
9o N 9 N g2 Nz 92k—1 N

b) Das komplexe trigonometrische System

Fiir beide Systeme gilt:
(9r> 91) = Ont

mit

(f.9) = / £(t) - 900 di

Bemerkung: Die Gleichheit

z=7 (r,9) g

k

gilt zwar im Hilbertraum, d.h im Ly(7), aber nicht im [R, [|-]|,]. Aufgrund der Mittel-Norm kénnen sich némlich
zwei gleiche Funktionen f, g, im Sinne von

Ilf —9H2 =0

trotzdem in endlich vielen Punkten unterscheiden.

4.3.3 Fourierreihe im reellen Orthonormalsystem

Betrachten die reelle Fourierreihe

k=0
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und schreiben:

Su(f) = (fr90) 90 + > _{{f: g2k—1) g2r—1 + ([, g1) gor}

k=1

= iﬁ / f(s) ds+ % Z /f(s) cos(ks) ds - cos(kt) + / f(s)sin(ks) ds - sin(kt)
k=1 |7, J

3

= % =+ (ax cos(kt) + by sin(kt)) , S(f):= lim S,(f)

n—o00
k=1

mit den Fourierkoeffizienten

ap = 1 /f(s) cos(ks) ds : k=0,1,2,..
T
1 r .

b= [ Fsintks)ds k=12,
™

Zusammenhang mit den urspriinglichen Fourierkoeffizienten:

ak:%<fa92k71> ) ka%(ﬂSJ%) ) aO:\/z<f>90>

4.3.4 Fourierreihe im komplexen Orthonormalsystem

Behandeln analog auch das komplexe Orthonormalsystem:

n

FY (foge)gn s Su(f) =D (f.n) o

k=—n

(f,9x) gx = /f(s)@ds 'Qk(t)Z%-/f(s)e_““ ds -¢ikt

mit den Fourierkoeffizienten C,, := Cy,(f).

Zusammenhang mit der reellen Form: Zwischen den beiden Orthonormalsystemen bzw. Fourierreihen besteht

folgender Zusammenhang;:

1
Co="%+ Cn =3 (an—iba) , Oy =5 (an +iby)

ag =2Co , an=Cp+C_y bn:i(on_c—n)

Bemerkung: Ist f reell, so folgt unmittelbar dass C_,, = C,, ist, denn

1 f inx _ 1 7Tiinw _ 1 7777””: _ 1 f —inz -
C,n—%/f(x)e d:r—%/f(x)e dm—%/f(x)e dx—%/f(x)e dx = Cy,

—T
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4.3.5 Rechenregeln
Seien f,g € R, bzw. Lo(7). Dann gilt:

2)

a-+m ™

]f(t) dt:/f(t) dt:/f(b+t) dt a,beR

b) Linearitat:
Cn(af + Bg) = aCn(f) + BCn(g) » o, fER

Analoges gilt auch fiir die reellen Fourierkoeffizienten.

c) ‘

Cn(fa) = €™ Cu(f) + falt) :== fla+1)
d)

Sn(faat) = Sn(faa+t)
e)
Cn (6itf) = Cn-1(f)

f)

f@&)=a:const - S,(f,t)=a :neN
g) _

ColO < 5 Wl Al = [ 15 ae
h)

f gerade — b,(f)=0

f ungerade — a,(f) =0

f € C71r = Cn(f/) = ch’fb(f) ’ an(f/) = nbn(f) ) bn(f/) = _nan(f)

L 1

2 <
fec = 1GHl=s 5= —

Somit ist die Fourierreihe auch absolut konvergent.

4.3.6 Trigonometrischen Polynome

Definieren

T = {p(x) = % + Z (ay cos(kx) + by sin(kx)) : ak, by, € R}
k=1

als Menge der trigonometrischen Polynome vom Grad < n.
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4.3.7 Besselsche Ungleichung & beste Approximation
Sei f € [Rx, |||l5) bzw. f € La(m). Dann gilt:

a)
£ = Su(£)lls = inf 111 =l

b)
f_SrL(f) L 7;L thpe Tn : <f_Sn(f)ap> =0
o)
2 n
1 = SOl = 115 =7 |5+ D (a} +8)
k=1
Q)

[ V)

a > 1

2

5 D (@ +6) < —Ifll3
k=1

Bemerkung: Es gilt sogar die Gleichheit in der Besselschen Ungleichung, d.h Parsevalsche Gleichung fiir f € R,
bzw. f € La(m):

o0

2
a 1 2
o+ (@ +0) = —IIfll3
k=1
Analoge Aussagen erhilt man fiir die Menge der komplexen trigonometrischen Polynome vom Grad < n:

TC = {p(x) = Z are™ :ay € (C}

k=—n

4.3.8 Lemma von Riemannn-Lebesgue

a) Sei f € Ry oder f € La(m). Dann sind die Folgen

ap, = % /f(t) cos(nt) dt , by, := % /f(t) sin(nt) dt

konvergent gegen 0:
Qn, by — 0

b) Sei f € Rla,b] oder f € La[a,b]. Dann gilt:

/f ) cos(nt) /f )sin(nt) dt — 0

4.3.9 Integraldarstellung von Teilsummen - Der Dirichlet Kern

Beginnend mit der Definition der Partialsummen S, schreiben wir
Sp(f,z) = % +5 " (an cos(nz) + by sin(nz))
k=1

n

= % / f(@) dt+kz::l %/f(t) cos(nt) dt - cos(nx) + % / f(t)sin(kt) dt - sin(kx)

T

- 1
-+ Z cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sm(kx))] dt = / + Z cos [k(t — x)]| dt
k=1

™

—T

;/ﬁm
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Mit dem so genannten Dirichlet-Kern

Lo sin [(Qn—i— 1)%]
= §+;COSU€Q):W , a €R
gilt:
i)
1] 1] 17
Su(fix)== [ f(8)Dp(s—x)ds== [ fx+t)Dy(t) dt == [ [f(x+t)+ f(x—t)] - Dy(t) dt
7r/7r W[ 7T0/

i) Fir f =1 gilt S,,(f,2) =1 und somit ist

0/ Do (t) dt = T

ili) Die Fourierreihe von f € R, (f € La(7)) konvergiert im Punkt « € R genau dann gegen f(z) wenn

mw

Sulf,) / (x4+1) + f(z — 1) — 25(2)] Da(t) dt "= 0
0

gilt.

4.3.10 Riemannscher Lokalisationssatz

Die Fourierreihe von f € R, (f € La(w)) konvergiert im Punkt 2 genau dann gegen f(x), wenn fiir irgendein
0 <0< gilt:
s

/ [z +8) + Flz — 1) — 25(2)] Do(t) dt "3 0
0

Bemerkung: Der Lokalisationssatz besagt, dass bereits die Funktionswerte in einer beliebig kleiner §-Umgebung
von x das Konvergenzverhalten der Fourierreihe an der Stelle x festlegen. Wie die Funktion auferhalb einer solchen
Umgebung verlduft, ist vollig belanglos.

4.3.11 Punktweise & Gleichmiftige Konvergenz von Fourierreihen
Sei f € Rx (f € La(m)).

i) Existieren in z € R die Grenzwerte f(x +0), f(z —0) sowie

o @A) = f@40) L fa—t) — f@-0)

t—0+ t T t0- t

Dann gilt:

S(f,z):= nILHQOSTl(fvx) _ f(z+0) ;f(I—O)

d.h die Fourierreihe konvergiert gegen das Mittel der beiden Grenzwerte von f (linksseitiger & rechtsseitiger).

ii) Ist f € R, stiickweise stetig differenzierbar, so gilt:

fl@+0)+ f(z—-0)
2

S(fx) =

iii) Ist f € C; und 3 f/, dann gilt:
S(f,x) = f(x)
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iv) Ist f € C, stiickweise stetig differenzierbar, so gilt

If = Su(Plloe = sup |f(z) = Su(f,2)] =30

z€[—m7,m]

d.h die Fourierreihe konvergiert gleichméifig gegen f.

4.3.12 Gliedweise Differentiation & Integration von Fourierreihen

Gliedweise Differentiation: Sei f € C, und stiickweise stetig differenzierbar. Dann erhélt man die Fourierreihe

von f’ durch gliedweise Differentiation der Fourierreihe von f. Sie konvergiert an der Stelle  gegen f'(z), falls f”(x)
existiert.

Gliedweise Integration: Sei f € R, und g € R|w, 8]. Dann gilt:

8 8 o B
f(x)g(x) dx = a0 () dx + [ay, cos(nz) + by, sin(nz)] - g(z) dx

Insbesondere folgt fiir g = 1:

8 8 o B
/f(x) dx:/% Z/ ap, cos(nx) + by, sin(nz)| dx
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