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a) Sei I das Definitionsgebiet von f .

~∇f = (cos x− cos(x + y + z), cos y − cos(x + y + z), cos z − cos(x + y + z)) != ~0  cos x = cos y = cos z = cos(x + y + z)

⇒ (x, y, z) ∈
{

(0, 0, 0),
π

2
(1, 1, 1), (π, π, π)

}

H(x, y, z) := f ′′(x, y, z) =

 − sinx + sin(x + y + z) sin(x + y + z) sin(x + y + z)
sin(x + y + z) − sin y + sin(x + y + z) sin(x + y + z)
sin(x + y + z) sin(x + y + z) − sin z + sin(x + y + z)



H(π, π, π) = H(0, 0, 0) =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 → nicht definit → keine Aussage

Doch ∃ ε > 0 : ∀ ~r ∈ Bε(0) ∩ I : (f ′(~r))i ≥ 0 ⇒ Lokales Minimum da f ′(0) · ~r ≥ 0

Analog ∃ ε > 0 : ∀ ~r ∈ Bε(~π) ∩ I : (f ′(~r))i ≤ 0 ⇒ Lokales Minimum da f ′(~π)(~r − ~π) ≥ 0

H
(π

2
,
π

2
,
π

2

)
=

 −2 −1 −1
−1 −2 −1
−1 −1 −2

  Pλ(H) = (λ + 1)2(x + 4)

→ Eigenwerte : λ1,2 = −1,−4 → H negativ definit → Isoliertes lokales Maximum
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b) Definieren: x0 := a, xn+1 := b, ~r := (r1, ..., rn) ∈ Rn, r0 := rn+1 := 0 und α ∈ Rn die gesuchte extrem-Stelle.

w := lnu =
n∑

i=1

lnxi −
n∑

i=0

ln(xi + xi+1)

∂xi
w =

1
xi
− 1

xi−1 + xi
− 1

xi + xi+1

!= 0, i = 1, ..., n  x2
i = xi−1xi+1

Induktionsanfang : x2 =
x2

1

a
(Klar)

Induktionsannahme : xk =
xk

1

ak−1
∀ k = 1, .., n, n + 1

Induktionsschritt : xk+1 =
x2

k

xk−1
=

(
xk
1

ak−1

)2

xk−1
1

ak−2

=
xk+1

1

ak

⇒ xn+1 = b =
xn+1

1

an
⇒ x1 = n+1

√
ban, xk =

(ban)
k

n+1

ak−1
≥ 0, k = 1, ..., n

∂i2w = − 1
x2

i

+
1

(xi−1 + xi)2
+

1
(xi + xi+1)2

, ∂i−1,iw =
1

(xi−1 + xi)2
, ∂i+1,iw =

1
(xi + xi+1)2

Definieren : ∂0,1w = ∂n+1,nw = 0

Ω(~r) :=< w′′(α)~r, ~r >=
n∑

i=1

{
∂i−1,iw · ri−1ri + ∂i2w · r2

i + ∂i+1,iw · ri+1ri

}

=
n∑

i=1

{
2∂i,i+1w · riri+1 + ∂i2w · r2

i

}
=

n∑
i=1

{
2ri+1ri

(xi + xi+1)2
+ r2

i ·
(

1
(xi−1 + xi)2

+
1

(xi + xi+1)2
− 1

x2
i

)}

=
n∑

i=1

{
2 · a2i · riri+1

x2i
1 (a + x1)2

+ r2
i ·
(

a2i−2

x2i−2
1 (a + x1)2

+
a2i

x2i
1 (a + x1)2

− a2i−2

x2i
1

)}

=
n∑

i=1

a2i−2

x2i
1 (a + x1)2

·
{
2a2riri+1 + r2

i ·
(
x2

1 + a2 − (a + x1)2
)}

=
n∑

i=1

a2i−2

x2i
1 (a + x1)2

·
{
2a2riri+1 − 2ax1 · r2

i

}

Ω(~ei) = −2x1−2i
1 a2i−1

(a + x1)2
< 0 ∀ i = 1, ..., n ⇒ ∀ ~r ∈ Rn \ {0} ∃ λ1, ..., λn ∈ R : ~r =

n∑
i=1

λi · ~ei

⇒ Ω(~r) = Ω

(
n∑

i=1

λi · ~ei

)
=

n∑
i,j=1

{λiλj · < w′′(α)~ei, ~ej >} =
n∑

i,j=1

{λiλj · ∂ijw} < 0

→ f ′′(a) negativ definit ⇒ Isoliertes, lokales Maximum

Bemerkung: a, b 6= 0. Oberes Extremum ist übrigens auch Extremum von u().
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c) Definieren: x0 := 1, xn+1 := 2, ~r := (r1, ..., rn) ∈ Rn, r0 := rn+1 := 0 und a ∈ Rn die gesuchte extrem-Stelle.

w(x1, ..., xn) =
n+1∑
i=1

xi

xi−1
, ∂iw =

1
xi−1

− xi+1

x2
i

!= 0, k = 1, ..., n ⇒ x2
i = xi−1xi+1

b⇒ xk = xk
1

⇒ xn+1 = xn+1
1 = 2 ⇒ x1 = n+1

√
2 ∧ xk = 2

k
n+1

∂i2w =
2xi+1

x3
i

= 2 · 2
1−2i
n+1 , ∂i−1,iw = − 1

x2
i−1

= −2
2−2i
n+1 , ∂i+1,iw = − 1

x2
i

= −2−
2i

n+1

Definieren : ∂0,1w = ∂n+1,nw = 0

Ω(~r) :=< w′′(a)~r, ~r >=
n∑

i=1

{
∂i−1,iw · ri−1ri + ∂i2w · r2

i + ∂i+1,iw · ri+1ri

}
=

n∑
i=1

{
2∂i+1,iw · rirr+1 + ∂i2w · r2

i

}

= 2 ·
n∑

i=1

{
−2

−2i
n+1 · ri+1ri + 2

1−2i
n+1 · r2

i

}
= 2 ·

n∑
i=1

2
−2i
n+1 ·

{
2

1
n+1 · r2

i − ri+1ri

}
, Ω : bilinear

Ω(~ei) = 2 · 2
1−2i
n+1 > 0 ∀ i = 1, ..., n ⇒ ∀ ~r ∈ Rn \ {0} ∃ λ1, ..., λn ∈ R : ~r =

n∑
i=1

λi · ~ei

⇒ Ω(~r) = Ω

(
n∑

i=1

λi · ~ei

)
=

n∑
i,j=1

{λiλj · < w′′(a)~ei, ~ej >} =
n∑

i,j=1

{λiλj · ∂ijw} > 0

→ f ′′(a) positiv definit → lokales Minimum

Bemerkung: Die Funktionswerte an den Extrema ergeben sich durch einfaches einsetzen.
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