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Aufgabe 01

Setzen : ξ := x(t), η := y(t)  F (t, ξ, η) :=
∫ η

ξ

g(t, τ)dτ ≡ f(t)

⇒ f ′ = ∂ξF · ∂tξ · ~ex + ∂ηF · ∂tη · ~ey + ∂tF = g(t, η) · ∂tη − g(t, ξ) · ∂tξ +
∫ η

ξ

∂tg(t, τ)dτ

= g(t, y(t)) · ẏ − g(t, x(t)) · ẋ+
∫ y(t)

x(t)

ġ(t, τ)dτ

Aufgabe 02

a)
f ′(x, y) = (∂xf, ∂yf) = 3(y − x2, x− y2) != 0 ⇒ (x, y) = (0, 0) ∨ (x, y) = (1, 1)

Betrachten:

H := f ′′(x, y) =
(
−6x 3

3 −6y

)
 Pλ(H) = det

(
λ+ 6x −3
−3 λ+ 6y

)
= λ2 + 6(x+ y)λ+ 36xy − 9 != 0

(0, 0)  λ = ±3 → H Indefinit → Kein Extremum

(1, 1)  λ1,2 = −3, −9 → H negativ definit → Maximum
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b)

f ′(x, y) =
(
6xy − 6x, 3x2 + 12y2 − 24y

) != 0 ⇒ (x, y) ∈ {(0, 0), (0, 2), (2, 1), (−2, 1)}

H := f ′′(x, y) =
(

6y − 6 6x
6x 24y − 24

)
 Pλ(H) = det

(
λ− 6y + 6 −6x
−6x λ− 24y + 24

)
!= 0

(0, 0)  λ = −6, −24 → H negativ definit → Maximum

(0, 2)  λ = 6, 24 → H positiv definit → Minimum

(2, 1)  λ = ±12 → H indefinit

(−2, 1)  λ = ±12 → H indefinit

c)

Minimum in (0, 0)

d)

f ′(x, y) = (cosx− sin(x+ y), cos y − sin(x+ y)) != 0 → x = y =
π

6

H := f ′′(x, y) =

 − sinx− cos(x+ y) − cos(x+ y)

− cos(x+ y) − sin y − cos(x+ y)

 , Pλ(H) = det(λE −H) != 0

→ λ1,2 = −1
2
, −3

2
< 0 → negativ definit → Maximum

e)

f ′(x, y) = 2e−(x2+y2) ·
(
x(1− x2 − 2y2), y(2− x2 − 2y2)

) != 0 ⇒ (x, y) ∈ {(0, 0), (0, 1), (0,−1), (1, 0), (−1, 0)}

H := f ′′(x, y) = 2e−(x2+y2)︸ ︷︷ ︸
>0

·
(

(2x4 − 5x2 + 4x2y2 − 2y2 + 1) −2xy(3− x2 − 2y2)
−2xy(3− x2 − 2y2) (4y4 − 10y2 + 2y2x2 − x2 + 2)

)
︸ ︷︷ ︸

A

(0, 0)  Pλ(A) = det(λE −A) != 0 ⇒ λ = 1, 2 → H positiv definit → Minimum

(0,±1)  λ1,2 = −1, −4 < 0 → H negativ definit → Maximum

(±1, 0)  λ1,2 = −2, 1 → H Indefinit

Bemerkung: Funktionswerte an Extremstellen einfach durch Einsetzen ausrechnen.
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Aufgabe 03

Suchen das Minimum von

ϑ(x, y) :=
3∑
i=1

{
(x− xi)2 + (y − yi)2

}
Also:

ϑ′(x, y) =
3∑
i=1

(2(x− xi), 2(y − yi)) = 6(x, y)−
3∑
i=1

2(xi, yi)
!= 0 ⇒ (x, y) =

1
3
·

3∑
i=1

(xi, yi)

H := ϑ′′(x, y) =
(

6 0
0 6

)
, Pλ(H) = det(λE −H) != 0  λ = 6 > 0 → H positiv definit → Minimum

Aufgabe 04

Fall 1: xi = 0 ∀ i : Ist n = 1 so ist jede durch den Punkt (x1, y1) laufende Gerade ein Minimum. Für n > 1 ist das Problem
sinnlos.
Fall 2: ∃ xi 6= 0:

f ′(A,B) = (∂Af, ∂Bf) = −2 ·
n∑
i=1

(xi(yi − (Axi +B)), yi − (Axi +B)) != 0 ⇒ A ·
n∑
i=1

(x2
i , xi) +B ·

n∑
i=1

(xi, 1) =
n∑
i=1

(xiyi, yi)

⇒ A =
n
∑
i xiyi − (

∑
i xi) · (

∑
i yi)

n ·
∑
i x

2
i − (

∑
i xi)

2 =
xy − x · y
x2 − x2

, B =
∑
i yi
n
−A ·

∑
i xi
n

= y −A · x

H := f ′′(A,B) = 2

 ∑
i x

2
i

∑
i xi∑

i xi n

  Pλ(H) != 0 → λ1,2 =

(
n+

∑
i x

2
i

)
±
√

(n−
∑
i x

2
i )

2 + 4 (
∑
i xi)

2

2

Zu erkennen ist: H ist positiv definit (das heißt es handelt sich um ein Minimum) falls λ1,2 > 0, also x2 > x2. Dies ist immer
erfüllt (vgl. Cauchy Schwarzsche Ungleichung).
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