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1 Vorwort

1.1 Was dies ist

Hierbei handelt es sich um grobe Aufzeichnungen des Stoffes der im SS 2007 an der FSU Jena von Prof. Bernd Carl im Fach
Analysis II gelehrt wurde. Dabei sind Beispiele und Beweise im allgemeinen nicht vorhanden da ich selber nur endlich viel

Zeit habe.

1.2 Verbesserungen

Ich werde immer mal dieses Skript verbessern bzw. erweitern. Im Falle von Fehlern, ist mir Bescheid zu sagen das beste was
du machen kannst da so alle davon profitieren kénnen. Wissen ist das einzige auf dieser Welt das vom Teilen mehr wird!
Ich bin zu erreichen unter stilianos.louca@apfel. uni-jena.de, ohne das Obst.



2 Metrische und normierte Raume

2.1 Metrische Raume

2.1.1 Definition: Metrik, metrische Rdume

Sei () # X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — [0, 00) heift Metrik auf X :&
e Definitheit: d(z,y) =0 & z=y
e Symmetrie: V z,y € X : d(z,y) = d(y, x)
e Dreiecksungleichung: V z,y,z € X : d(x,y) < d(z,z) + d(z,y)

Das Paar (X, d) heilt metrischer Raum.

Beispiele
d (Rad)7 d(xay) = |l‘ - y|
e R, d), x=(21,..,Zn), y=(Y1,..-,Yn) € R"

(NI

— Euklidische Metrik : d(z,y) (Z |x: — vl )
— Maximum Metrik : d(x,y) := max {|z; — yi|, i =1, ,n}

— Summen Metrik oder Manhattan Metrik : d(x,y) Z |z — vl

2.1.2 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

VneN:Vay,..,ay,by,....;0, eR:

bz

n n I/ 3
< Zmibi' < <Z|ai|2> . (Z'biP)
i=1 i=1 i=1

Bemerkung: Fiir 1 < p,q < oo mit % + % =1 gilt sogar:

1 1
< aib| < (Z |ai|p> : (Z bi|q>
i=1 i=1 i=1

2.1.3 Minkowski Ungleichung
Fiir beliebiges p € [1,00) gilt:

=

< (Z|) ¥ (ZW)F
=1 =1

Sei (X,d) ein metrischer Raum, a € X,r > 0. Dann heift B.(a) := {& € X : d(z,a) < r} abgeschlossene Kugel mit
Mittelpunkt ¢ und Radius r. Analog heift B,:= {z € X : d(x,a) < r} offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r.

VneN:Vay,..danbi,...bp €R: (ZW +bﬂ>
i=1

2.1.4 Definition: Kugel

2.1.5 Definition: Haufungspunkt
Sei X ein metrischer Raum und M C X. Ein Punkt g € X heifft Hiufungspunkt der Menge M &

Ve>0:Bo(ao) N (M\ {zo}) # 0



2.1.6 Definition: Innerer Punkt
Sei X ein metrischer Raum und M C X. Ein Punkt xo € M heisst innerer Punkt der Menge M :&

Fe>0:B(xg) CM

Das Innere int(M) einer Menge M ist die Menge der inneren Punkte von M.

2.1.7 Definition: AuRerer Punkt

Sei X eine metrisqher Raum und M C X. Ein Punkt 29 € X \ M heisst duferer Punkt von M < xq ist ein innerer Punkt
von X \ M. Das Auflere ext(M) einer Menge M ist die Menge der duferen Punkte von M.

2.1.8 Definition: Randpunkt

Sei X ein metrischer Raum und M C X. Ein Punkt xy € X heisst Randpunkt von M :< x( ist weder innerer noch dufierer
Punkt von M, d.h
Ve>0:(MNB(xg) #0) N (Be(xo) N X\ M #0)

Der Rand OM einer Menge M ist die Menge der Randpunkte von M. Aufgrund der Symmetrie der Definition gilt OM =
X\ M).

2.1.9 Definition: Konvergente Folgen
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,) C X heifst Konvergent :<

JaeX:Ve>0:Inp(e) eN:VneN:n>no(e) = dlzy,a) <e

Man sagt die Folge ist konvergent gegen a.

Satz 0.1 : Grenzwert einer Folge
Sei (z,) C X konvergent gegen a € X. Dann ist a eindeutig bestimmt und heiflt Grenzwert oder Limes der Folge ().

Schreibweisen: lim z, = a, ©, — a.
n—oo

Satz 0.2 : Teilfolgen
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,) C X konvergiert gegen a € X genau dann wenn: jede Teilfolge (x,, ) C (zn)
gegen a konvergiert.

2.1.10 Definition: Beschriankte Folgen
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,) C X heifit beschrinkt :<
JaeX:IM>0:VneN:dx,,a) <M

Alle Glieder der Folge (x,,) liegen in einer Kugel Bjys(a) mit Radius M.

Satz 0.3: Jede konvergente Folge (x,,) ist beschrénkt.

2.1.11 Definition: Cauchyfolgen
Eine Folge (x,) C X heift Cauchyfolge :&

Ve>0:dn.eN:VnmeN:nm>n. = da,,zm) <e

Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.



2.1.12 Definition: Vollstdndiger metrischer Raum

Ein metrischer Raum (X, d) heift vollstindig :< Jede Cauchyfolge in X ist konvergent.

2.1.13 Definition: Grenzwerte von Funktionen
Seien (X, d), (Y, cf) metrische Rdume und f : D C X — Y eine Funktion. Dann sei a € X ein Punkt mit folgender Eigenschaft
3 (zp) CD:limz, =a
Eine Funktion f: D — Y hat in a den Grenzwert ¢ :<
V(xy,) C D:limz, =a = lim f(z,) =c

Schreibweisen: lim f(z) = ¢

r—a

2.1.14 Definition: Stetigkeit

Seien (X, d), (Y,d) metrische Rédume, f: D C X — Y und a € D. Die Funktion f heifit stetig in a :& lim f(z) = f(a).

f heif’t stetig in D :< f ist in jedem Punkt von D stetig.

2.1.15 Definition: ¢ — §—Definition von Stetigkeit

Seien (X,d), (Y,d) metrische Riume und f : D € X — Y eine Funktion. f ist stetig in a € D :&
Ve>0:36.(a)>0:VaeD: dxa)<d.(a) = d(f(z),fla) <e

bzw.

Ve>0:36:(a) >0: f(Bs.(a)(a) N D) C B:(f(a))

Beide Definitionen sind dquivalent!

2.1.16 Rechenregeln

a) Sei (X,d) ein metrischer Raum, D C X. Sind f,g: D — Rstetigina € X = f+g, f-g, A-f (A € R) sind auch
stetig in a.

Ist g(a) # 0 so ist auch ! : D' :={x € D:g(z) # 0} — R auch stetig in a
g

b) Seien X, Y, Z metrische Rdume, D C X, ECY, f:D—Y, g: E— Z, f(D) C E. Dann gilt: Ist f in a € D stetig
und g in f(a) stetig = go f = g(f) ist in a stetig.
2.1.17 Definition: gleichméifiige Stetigkeit
Eine Funktion f: D C X — Y heilt gleichmdfsig stetig auf D :&
Ve>036.>0:Va,yeD:dxy) <. = d(f(z),fy)) <e

Ist f: D C X — Y gleichméfig stetig = f ist auf D stetig. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht!

2.1.18 Definition: Offene und abgeschlossene Mengen
e Die Menge O C X heilit offen :& Vo€ O:3e>0: B.(x) CO
e Die Menge A C X heifit abgeschlossen :< X \ A ist offen.

Satz 0.4 Eine Teilmenge A C X ist abgeschlossen < V (z,) C A: (z,) konvergent in X = a:=lima, € A.

Satz 0.5 Seien X,Y metrische Rdume. Dann sind dquivalent
a) f:X —Y ist stetig
b) VO CY offen : f~1(0) ist offen in X
¢) V ACY abgeschlossen : f~1(A) ist abgeschlossen in X.



2.1.19 Definition: Kompakte Menge

Sei X ein metrischer Raum. Eine Menge K C X heifit kompakt :< Jede Folge aus K enthélt eine in K konvergente Teilfolge,
d.h
V(zp) CK:3 (zp,) C (zn) : klim T, € K

Satz 0.6 Sei K C X kompakt. Dann ist K beschriankt und abgeschlossen.
Bemerkung: Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht! In (R, |-|) gilt jedoch auch die Umkehrung.

Satz 0.7 Sind X, Y metrische Rdume, K C X kompakt und f: K — Y stetig, dann gilt
a) f ist gleichmifig stetig
b) f(K) ist kompakt

Satz 0.8 : Maximum und Minimum von reellwertigen Funktionen auf kompakten Mengen
Sei X ein metrischer Raum, K C X kompakt und f: K — R stetig. Dann gilt:

Ip,qe K: f(p) =sup{f(z):2 € K}, f(g) =inf{f(2):zec K}

Mit anderen Worten, f nimmt auf K ihr Maximum und Minimum an.

2.1.20 Der Banachsche Fixpunktsatz in vollstindigen metrischen Riumen

Bemerkung: FEine abgeschlossene Teilmenge A eines vollstandigen metrischen Raumes ist ebenfalls ein vollstdndiger me-
trischer Raum.

Der Banachsche Fixpunktsatz - Prinzip der kontrahierenden Abbildung: Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer
Raum und f : X — X eine kontrahierende Abbildung, dh 30<a<1:Vz,y € X :d(f(x), f(y)) < a-d(z,y). Dann gilt:

a) JaeX: fla)=a
b) Sei zy € X beliebig und (x,) C X eine Folge definiert als z,41 = f(x,). Dann gilt: limx,, = a, f(a) = a.

c¢) Fehlerabschitzung:




2.2 Normierte Riume
2.2.1 Normierter Raum

Sei E ein linearer Raum (Vektorraum) iiber K = R oder C. Eine Funktion ||| : E — [0, 00) heit Norm auf E, wenn fur
beliebige z,y € F und « € K die folgenden Eigenschaften gelten:

a) |lz]| >0und ||z =0< =0
b) Homogenitét: ||az|| = |af - [|z|
c¢) Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z + ||yl

Das Paar (E, ||-||) heift normierter Raum.
Bemerkung Durch den Ansatz d(z,y) := ||z — y|| wird auf E eine Metrik erklért. Damit ist £ insbesondere ein metrischer
Raum.
Begriffe wie konvergente Folge, Cauchyfolge, konvergente Reihe, offene-abgeschlossene-kompakte Mengen, vollstindig nor-
mierte Ridume etc. werden mit Hilfe dieser Metrik erklért.
Beispiele

« R= R

R [l @ = (@1, w0) € R

n »
<Z|wz|p> 1<p<oo
p = i=1

max {|z;[,1<i<n} :p=oc

2.2.2 Definition: Banachraum

Ein vollstdndiger, normierter (Vektor)Raum heifst Banachraum
2.2.3 Beispiele: Funktionenrdume
e Der normierte Raum der beschrankten Funktionen auf eine Menge € : [B(9), ||| ]
B(Q) :={f:Q—R: f beschrankt}, ||f| ., = sup{|f(z)]: 2z € Q}

B(2) ist ein normierter, linearer Raum.

e Der normierte Raum der beschrankten und stetigen Funktionen auf einem metrischen Raum [X,d] : [Cg(X), |||/ ]
C3(X) :={f: X = R: f beschrinkt und stetig}, | f|. = sup{|f(z)|:z € X}

* Ist X ein kompakter metrischer Raum so gilt [C(X), ||-[|..] = [Cs(X), |||l ]

e Der normierte Raum der R-Integrierbarer Funktionen : [Rla, b], ||-|| ..]

Rla,b] :={f € Bla,b] : f R — Integrierbar}

[C[a,bL ||'Hp} il = (/ab |f()? dm) v

[CY |l], C'a,b] == {f € Cla,b] : f stetig dif ferenzierbar in (a,b)}



Bemerkung: Falls Q ={1,...,n} 4, R damn gilt:

e BO)=R", [ (f(1),-. f(n), [[flloe = sup{lf(@), i € Q} = max{|f(D)], i € Q}
e Analog: C(Q2) =R"

Satz 1.1 [B(Q), |||l..]: [Cs(X), IIll.]: [Rla,b], ||I-|.,] sind Banachréume.

Folgerung: [R",||-|| ] ist ein Banachraum denn B ({1,...,n}) = R".
Bemerkung: [C[cu b], ||||p} , {Cl[a, b], I'll,,| sind keine Banachréume.

Bemerkung: Die Konvergenz bzgl. [|-|| . heifit gleichmifige Konvergenz von Funktionen in B(Q), C3(X), Rla,b] :

1fo = fllo — 0 baw. £, f

= V€>O:3n5€NSVnZns:||fn7fHoo§€

= Ve>0:In.eN:VeeXVn>ne:|folz)— flz) <e

punktweise
- f

Beachte den Unterschied zur Punktweise Konvergenz von Funktionen: f, =

VeeX,Ve>0:dn.eN:Vn>n.:|fu(z)— flx)] <e

bzw.
VaeX: folz) = f(x)

Aus gleichméfiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht!

2.2.4 Gleichméfiige Konvergenz und Integration

Satz 1.2 Sei (f,) C Rla,b] gleichméRig konvergent gegen f, f, e f. Dann ist f € R[a,b] und es gilt:

n—oo

b b b
lim fn(x)da::/ f(m)dx:/ 7lli_>ngofn(x)dx

Bemerkung: Obere Aussage gilt im allgemeinen nicht im Fall von punktweise Konvergenz von Funktionen!

2.2.5 Definition: Endlich dimensionale normierte Raume

Ein Vektorraum E iiber K = R oder C heiflt endlich-dimensional :<

ElmGN:3xl,...,zmEE:VIEE:Hal,...,anEK:z:Zaixi
i=1

Man setzt
n
dimE::min{m€N|Elml,...,xmEE:VxEE:Hal,...,anEK:x:Zaixi}

i=1

Beispiele: R™ und C" sind n-dimensionale Vektorrdume.

Satz 1.3 : Satz von Bolzano Weierstras
Sei K C R™. Dann gilt: K ist kompakt in [R", ||-|| ] & K ist abgeschlossen und beschrénkt in [R", ||-||__].

10



2.2.6 Definition: Aquivalenz von Normen
Sei I ein Vektorraum und |[-||, , [|-|| zwei Normen auf E. ||-|, und ||-|| heifen &quivalent :&

3Co,C>0:VazekE:|z||, <Co-|lz|| A |z <C -],
Bemerkung: Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation! Das heift es gilt insbesondere Symmetrie, Reflexivitét
und Transitivitat.
Satz 1.4 : Auf einem endlich dimensionalen Vektorraum iiber R bzw. C sind alle Normen &quivalent. Das heifst, ist F ein
endlich-dimensionaler Vektorraum iiber R bzw. C und sind |-||; , ||-||, Normen auf F, dann

3¢,0>0:clall, < lall, < Clle], Yo e B

Satz 1.5 :

a) Ein endlich dimensionaler normierter Raum iiber R oder C ist ein Banachraum, d.h ein vollstindiger, normierter
Vektorraum.

b) Bolzano Weierstrass Eigenschaft
Sei K eine Menge eines n-dimensionalen normierten Raumes. Dann gilt: K ist kompakt < K ist abgeschlossen und
beschrankt.
Bemerkung: Es gilt sogar: Sind in einem Banachraum FE die beschrankten und abgeschlossenen Mengen kompakt =
So ist E endlich dimensional.

2.3 Stetige, lineare Abbildungen (Operatoren) zwischen normierten Riumen

2.3.1 Definition: Lineare Abbildungen

Seien E, F Vektorrdume iiber K (K = R oder C). Eine Abbildung A : E — F heifit linear <
Va,BeEKYayeE: Alaz + By) = aA(x) + BA(y)

2.3.2 Definition: Beschrankte, lineare Abbildungen
Seien F, F normierte Rdume. Eine lineare Abbildung A : E — F heifit beschrinkt <
IM>0:VaeekE: |Az||p < M- |z| 5

Es gilt: Die Menge L(E, F) :={A: E — F | A linear und beschrinkt} ist ein Vektorraum.
Durch [|A|| := sup{||Az|p : ||z]|z <1} wird auf L(E,F) eine Norm (Operatornorm) erklart, d.h [L(E,L), |-||] ist ein

normierter Raum.

Alellg < [IAll- |zl da

Es gilt auerdem: |Az|, < ||A]-||z|z V& € E denn |Az|, = HA < i )
F

7, -

Komposition von linearen, beschriankten, Operatoren Sind E, F, G normierte Raume und A € L(E, F'), E € L(F,G)
lineare Operatoren, dann gilt BA= Bo A€ L(E,G) und ||AB| < ||4] - ||B|

Satz 1.6: Seien E und F' normierte Rdume. Dann gilt:
A : E — F ist linear und stetig < A ist linear und beschrénkt, d.h A € L(E, F).

Bemerkung: Ist eine lineare Abbildung A : F — F stetig in 0, so ist sie stetig V x¢p € E denn:

lim Az = lim [A(z — x0) + Azg] = ili% Ax 4+ Axg = A0 +Axy = Axg

T—x0 T—x0
0

Satz 1.7: Seien F,F normierte Rdume, und dim E < oco. Dann ist jede lineare Abbildung A : E — F beschrinkt und
somit auch stetig.

Satz 1.8: Sei F ein normierter Raum, und F' ein Banachraum. Dann ist [£(E, F), ||-]|] ein Banachraum.
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3 Differentiation

3.1 Definition, Beispiele, Rechenregeln
3.1.1 Definition: Differenzierbarkeit

Seien F und F Banachrdume und D° C F eine offene Menge.
Eine Abbildung f : D° — F heiflt in « € D° differenzierbar :&

JAeL(EF),3r(h),36>0:VheE|h|<d:xz+heD A f(x+h)=f(z)+ Ah) +r(h) A }llimo7|a|(hh|):

Bemerkung: Differentiation von f in € D° bedeutet eine Approximation durch eine affine lineare Abbildung f(z)+ A(h)
mit der Eigenschaft dass

o FE R~ fa) AR )
h—0 (IRl h=0 [|A]|
Setzt man W
) iy Ph#O
7(h) =
0 :h=0

so ist 7 in h = 0 stetig.

Bemerkung: &#quivalent zur Definition der Differentiation von f in = € D° ist die folgende:

JAELE,F)I7TF6>0:V B <6:x+heD® A flz+h)=fx)+AR) +||h] -7 (h) A lim #(h) =0

Satz: Esgilt: A € L(E, F) ist eindeutig bestimmt.

3.1.2 Definition: Ableitung, Differentiation

Seien F, F' Banachrdume und f: D° C E — F, D°:of fen, in © € D° differenzierbar. Dann heifft der eindeutig bestimmte
Operator A € L(E, F) mit
r(z,h)
lim
Ihl—o0 [[R]

Ableitung (oder Fréchet Ableitung) und Ah Differential der Funktion f im Punkt z.
Schreibweisen: f'(x) := (Df)(z) := A, f'(x)h:= (Df)(z)h := Ah

flx+h) = f(x)+ Ah + r(x, h),

Bemerkung: Sind F, F Banachrdume, f : D° C E — F in D° differenzierbar, dann ist die Ableitung eine Abbildung
f':D°— L(E,F). Ferner ist fiir E=F =R : LR,R) ® R

Satz 1.2: Seien E, F' Banachrdume und f: D° C E — F, D°:of fen, in x € D° differenzierbar, so ist f in x stetig.

3.1.3 Rechenregeln

a) Seien E, F Banachrdume, f,g: D° C E — F, D°: of fen, in x differenzierbar. Dann sind f + g und - f, « € R in
x € D¢ differenzierbar, und es gilt

(f +9)(@) = f'() +9'(x), (- f)(x) =a-f(z)

b) Sei E ein Banachraum und f,g: D° C E — R, D°:of fen, in x € D° differenzierbar. Dann sind f - g,g fiir g(z) #0
in x differenzierbar, und es gilt

(f-9)(@) = (@) - 9(a) + F(x) - o' (a), (f;) (z) =

12



¢) Kettenregel: Seien E, F Banachriume, f : D° C E — F, in z € D differenzierbar und g : D° ¢ F — G, f(D) c D°
in f(x) differenzierbar. Dann ist g o f in & € D° differenzierbar, und es gilt

(g0 f)(x) =g (f(x))o f'(x)

bzw.

Bemerkung:

f'(z) € L(E,F), ¢'(f(z)) € L(F,G), g'(f(x))o ['(x) € L(E,G)

3.1.4 Definition: Richtungsableitung
Seien F, F Banachrdume und 0 # h € E . Existiert fiir eine Funktion f: D° C E — F im Punkt x € D° der Grenzwert

f(z +th) — f(z)

lim
t—0,tER t
so heifst o7 1 ) — ()
T+ — J(x
o, @) =l ;

Richtungsableitung von f im Punkt x in Richtung h.
Bemerkung: In der Literatur wird oft gefordert dass ||h| = 1.

Satz 1.3: Seien E, F Banachrdume und f: D° C E — F in x € D° differenzierbar. Dann existiert die Richtungsableitung
of

a—h(x) fiir jede Richtung h # 0 und es gilt

of .

() = ')
denn o1 fat )~ f@) . f@)thtr(h) (th)

T+ — f(x "(z)th +r , T o
o (2) = g TR — i LT — gy i T2 Il = o
—_——
0

Bemerkung: Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht!
Die Richtungsableitung ist also das Differential in Richtung A und liegt somit in F'.

Schreibweisen:

af . Of(x+th)
%(1'), ot

|t:07 (th)(l')
3.2 Differentiation von R"” - R™ Funktionen
3.2.1 Definition: Partielle Ableitung

Sei f: D° C R™ — R™ eine reellwertige Funktion. Existiert im Punkt x = (21, ..., z,,) € D° die Richtungsableitung

aei t—0 t

, e; = (0,0,...,0,1,0,...0,0)

so heifst of o7
oz, (z) = de, (z)

partielle Ableitung von f nach der i-ten Koordinate im Punkt z. Anders:

of (z) = Tim flxi,@o, i1, i + 6, T, ooy @) — (21,000, 20)
6l‘i t—0 t
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Bemerkung: Die partiellen Ableitungen einer Funktion f : D° C R™ — R™ kann man als gewShnliche Ableitungen von
Funktionen eine Variablen interpretieren, indem man nach der i-ten Koordinaten differenziert und die iibrigen als konstant
betrachtet.

3.2.2 Darstellung der Ableitung von R” - R™ Funktionen.

f1
Satz 2.1: Sei f := f2 :D° CR" - R™, f;: D° C R" — R im Punkt z € D? differenzierbar.
fm
Dann gilt fiir die Ableitung von f die Matrixdarstellung:
of1 of
I 871;1(:1}) e @(m)
fi(x) = af... af...

Bemerkung: Die Existenz der partiellen Ableitungen von f : D® C R™ — R™ reicht im allgemeinen nicht fiir die differen-
zierbarkeit von f aus.

f1
afi
Satz 2.2: Sei f := f2 :D° CR" = R™, f;: D° C R" — R eine Funktion, so dass die partiellen Ableitungen a—f
€5

fm

in D° existieren und im Punkt x € D? stetig sind. Dann ist f in z differenzierbar und es gilt die Formel von Satz 2.1:

/ . afz
o) = (8%‘ (gj))i—l...m, j=1..n

Bemerkung: f; sind alle jeweils differenzierbar < f ist differenzierbar.

3.2.3 Definition: Gradient

Sei f: D° C R"™ — R so dass die partiellen Ableitungen f_ (), i=1,..,nin z € D° existieren. Dann heift

e (0) = (@) 5 (a)

Gradient von f an Stelle x € D°.

Bemerkung;:
a) f muss nicht notwendigerweise in 2 € D° differenzierbar sein.
b) Ist f in z differenzierbar, so gilt f/'(z) = grad f(z). Fiir die Richtungsableitung in Richtung h = (hy, ..., hy,) gilt dann

of
oh

i=1 T%(w) . hi

(z) = f'(x)h = (grad f(z)) h =

Die Richtungsableitung ist also das Standardskalarprodukt zwischen Ableitung und Richtungsvektor.

Satz 2.3: Sei f: D° C R" — R in « € D° differenzierbar. Ist grad f(x) = 0 so verschwinden alle Richtungsableitungen
0
a—{l(x) in z. Ist grad f(x) # 0 so gibt es unter allen Richtungsableitungen mit ||h|| = 1 eine grofte, ndmlich die Richtung des

Gradienten mit
of

(@) = llgrad f(@)],
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3.2.4 Kettenregel

Seien u = (U1, ..oy Upy) : D CR* - R™ g: M CR™ - R, u(D) C M, f=gouin z € D bzw. u(z) € M differenzierbar.
Also:

flx) = f(x1,.yzn) = glur(x), ooy tm(2)) = g(ur(T1, ooy Tn)y ooy U (T4, ooy Tp))
Dann gilt die Kettenregel

)= 30 2 ) )

8$k

Spezialfall: v = u(t) : R - R™ — f = f(¢): R — R. Dann gilt

auz dt P ou;
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4 Mittelwertsatze, Hohere Ableitungen, Taylorsche Satz, lokale Extrema

Satz 3.1 (Mittelwertsitze fiir reellwertige Funktionen) Sei f: D° C R” — R und auf D° differenzierbar. =,z + h
seien zwei Punkte aus D° und x +th € D° V 0 < ¢ < 1. Dann existiert ein ¢ € (0,1) mit

f@+h) = f(2) = [z + )
Bemerkung: In der Version gilt der MWS fiir vektorwertige Funktionen nicht mehr! Beispiel:

Fo[0,27] — R2, f(t) := ( cost ) — =30< P <1:f(2r) — f(0) = f(92m)2n

sint

4.0.5 Vektorwertiges R-Integral

fi
Sei f = . : [a,b] — R™, wobei f; : [a,b] — R, i =1,..,m R-Integrierbar sind. Dann heifst

fm

b 12 ptya
/ f(t)dt :==
‘ 12 fn(t)dt
das R-Integral von f iiber [a,b].

Bemerkung: f ist z.b R-Integrierbar wenn f stetig ist. Analog definiert man fiir A : [a,b] — L(R"™,R™) das R-Integral

als
/a " Aty = ( / ' aij(t)dt> |
/a " Ayt

Hilfssatz (A-Ungleichung) Fiir jede stetige Funktion f : [a,b] — R" gilt

| / " Floye

Bemerkung: Diese Ungleichung gilt auch fiir beliebige Normen [|-|| auf R™.

Ferner:

/abA(t)h dt =

b
< [ 1@l at
S e

Veranschaulichung des Hilfssatzes: Stellt man sich unter f(t) die Geschwindigkeit eines Massenpunkts vor, so ist

b
5= / 1F(0)] dt

/a " for

einfach der Abstand zwischen End- und Anfangspunkt. Letzterer ist offensichtlich kleiner als der erste.

der gesamte zuriickgelegte Weg, und

A7, =|

2

Satz 3.2 - MWS fiir vektorwertige Funktionen Sei f: D° C R” — R™ stetig differenzierbar, und =,z 4+ h € D° und
VO0<t<1:x+the D° Dann gilt:

flx+h)— f(z) = /0 f(z+th)h dt
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Veranschaulichung: Durch die Substitution @ := x 4 th ergibt sich

z+h f(z+h)

f@wg/ df

fa+h) - fl) = [ b

x

Ferner gilt:
If(@+th) = f(@)l, < sup |[f'(z+th)|-]|Al,
0<t <1 ————_——

Operatornorm

4.0.6 Definition: Polygonzug
a) Sei E ein normierter Raum und zg, 21, ..., , € E. Dann heifst

P = U{(l — Wi + 9z : 0 <9 <1}
i=1

Polygonzug durch die Punkte xg, x1, ..., Zn.

b) D € E heifst Polygonzugzusammenhingend < ¥V z,y € D : 3 ein Polygonzug P C D durch zg,z1, ..., z, mit 29 =z
und z, =y.

Satz 3.3: Sei f: D° C R™ — R™ differenzierbar, D° polygonzugzusammenhéngend, und f’ = 0 auf D°. Dann ist f = const
auf D°.
Bemerkung: Man nennt eine Menge D Gebiet :<= D ist offen und polygonzugzusammenhéngend.

4.1 Multilineare Abbildungen & Hohere Ableitungen
4.1.1 Hohere partielle Ableitungen von R" — R

Notationen: Sei f : D° C R™ — R eine partiell differenzierbare Funktion. Sind die partiellen Ableitungen g—f, i =
€T

1,..,n: D° C R" — R selbst wieder differenzierbar, so heift f zweimal partiell differenzierbar. Man kann die partiellen

Ableitungen 2er Ordnung bilden:
aﬁ(®_8 gi(@
&viaxj o 81’1 (%cj

fir a € D°.

Weitere Schreibweisen:
(0: (9;1)) (a) = (0:0; ) (a)
Fiir ¢ = j schreibt man
o’ f 0*f
Tﬁ(a) - 0x,;0x; @)
Allgemeiner definiert man durch Induktion: f : D° C R™ — R heiflt (k 4+ 1)-mal partiell differenzierbar wenn sie k-mal

k
differenzierbar ist und alle Ableitungen k-ter Ordnung 3 0 f@
Ly - O,

f:D° C R" — R heifft k-mal stetig partiell differenzierbar wenn sie k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen
Ableitungen der Ordnung < k stetig sind.

: D° — R partiell differenzierbar sind. Eine Funktion
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4.1.2 Hohere (totale oder Fréchét) Ableitungen
4.1.3 Definition: 2 Ableitung

Seien E, F' Banachrdume und f : D° C E — F in D° differenzierbar, d.h f'(z) € L(E, F) existiert fiir jedes x € D°. Ist
f':D°C E — L(E,F) in a € D° differenzierbar, so heift f in a zweimal differenzierbar. Es ist (f')' (a) € L(E, L(E, F))

und definieren die zweite Ableitung von f in a durch:

" (a)(k,h) = ((f)(a)k)h fir k,h e E

Somit ist
f":D°CFE— L(E,LE,F))
Beispiele:
a)
fi
f:DCR—-R™ f= ( . )7 fir:DCR—-R
fm
fi(z)
fl(x) = f2(2) € L(IR,R™), f'(x)h eR™, f':DCR— L(R,R™) =XR™
m(2)
1 (z) 1 (z)kh
/":DCR—-R", "= . , f(x)(k,h) = ..
m () m(x)kh
b)

f:DCR"—R, f(fE) = f(xla ~~~axn)a fl(m) = grad f(x) = (al(x)v 7871(1')) € 'C(Rna

v)h = Zax, z)h; € R

n

(flat k)= F@h =Y 0:f(a+k) - = (Z

() (a) € LR™, L(R™,R)), (f'): D CR" — L(R", L(R",R)) = L(R",R")

4.1.4 Bilineare Abbildung

R)

Seien F, F, G Banachrdume und A € L(E, L(F,G)). Durch B(z,y) := (Az)y € G fiir x € E,y € F wird eine stetige bilineare
Abbildung B : E x F — G erkldrt, wobei eine Norm auf E x F durch ||(z,y)| := max{||z||, |||} gegeben ist und E x F zum

Banachraum wird.
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Bemerkung: B heifit bilinear, wenn B in jeder Komponente eine lineare Abbildung ist, d.h B(-,b) : E — G und B(a,-) :
F — @G sind lineare Abbildungen Va € E, b€ F.

Ferner gilt:

1Bl := sup{[|B(z,y)|| : lzll <1, [lyll <1} = sup sup [[(Az)yll = sup [ Az|,pa) = 1Allm.cma)
lell<1 Jlyl<1 ol <1

Beschrianktheit: Eine bilineare Abbildung B : E x F' — G heifft beschrénkt, falls ||B|| < co. Dann wird die Menge
L(E x F,G) :={B: ExF — G : B beschrinkt und bilinear} und ||B]| zu einem Banachraum. Es gilt B ist beschrankt
< Bist stetig< IM >0V (x,y) € EX F:|B(z,y)|| < M - ||lz| - |yl

Isometrie: Durch ¢(A)(k,h) := (Ak)h wird eine lineare Isometrie von L(E, L(F,G)) auf L(E x F,G) definiert, d.h ¢ ist
linear und es gilt
lp(A = 1Al

Damit ist die 2e Ableitung eine stetige bilineare Abbildung, mit

f"(a) e LIEX E,F) = L(E,L(E,F)), f"(a)(k,h) = (f") (a)kh

4.1.5 Multilineare Abbildungen

Analog wird eine k-Lineare Abbildung 7' : F; X ... X E — F als eine in jede Komponente lineare Abbildung definiert. Sie
ist stetig falls | T'|| := sup{||T(z1, ..., zx)| : [|z1l], - [|J2x]| < 1} < 0.

L(Ey X ... X Ep,F):={T:Ey x..X Ey, — F:T stetigk — linear}

Seien E, F Banachriume und D° C E. Fiir k € N wird rekursiv C¥(D°, F) := {f € CY(D°,F) : f' € C*1(D°,F)}
wobei C1(D°, F) := {f : D° — F, f stetig dif ferenzierbar in D°}. Ahnlich wie im Fall k = 2 wird fiir C*(D°, F) die
k-te Ableitung f*)(a) € L(E*, F),E* := E x ... x E als stetige k-lineare Abbildung f*)(a) : E¥ — F erklirt, die durch
FO(a)(hy, ooy bg) == (FED) (a)(h1)(ha, ..., hy) definiert ist, wobei (f*®~1)' (a) € L(E, L(E*1, F)).

Satz 3.2 : Schwarz : Seien £ =R", F = R™, D° C E und f € C'(D° R™) so dass f’ in a € D° differenzierbar ist. Dann
gilt:

" (a)(k,h) = f"(a)(h,k) V k,h € R"
Sei f: D° C R™ — R stetig partiell differenzierbar und existieren sdmtliche partielle Ableitungen 2er Ordnung und sind
diese Ableitungen stetig in a € D?, so gilt

' a) = 0°f (a), i,j=1,..,n
Or;0x; "~ Ow;0r; KA

2

8xi8xj

Bemerkung: Der Satz von Schwarz ist ohne die stetige Bedingung von in @ € D? i.a nicht richtig.

Folgerung: Ist f € C*(D° C R",R™), so gilt

orr ok f

8xi1 ...8l’ik 8xiﬂ(1)...8xiﬂ(m

fiir jede Permutation 7.
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4.2 Taylor Formel
Die Taylor-Formel fiir reelle Funktionen f : D C R — R mit Lagrange-Restglied lautet:

/ e, SO k1
fla+h)=f(a)+ f(a)h+ ..+ W(a)h + o 1)!(a + 9h)h
fiir ein 0 < 9 < 1, oder Integralrestglied
_ / AN B k (k1) k1
fla+h)=fla)+ f'(a)h+ ...+ W(a)h + l ~/0 (1=t)"f (a+th)h" T dt
(R F)(R)

Motiviert durch die Taylorformel fiir reelle Funktionen entwickeln wir eine Taylor-Formel fiir R™ — R Funktionen.

Sei f € C*¥(D° C E, F) wobei E, F Banachriume sind. Dann ist die k-te Ableitung f*)(a) € L(E*, F) eine k-lineare
Abbildung und aus dem Satz von Schwarz ergibt sich induktiv auch die Symmetrie von f*)(a), d.h die k-lineare Abbildung
ist gegen Permutationen 7 ihrer Argumente invariant, d.h

FO@) (hay ooy i) =[O By i)
Fiir T € L(E*, F) wird die folgende Notation benutzt:
T(h*) :=T(h,...h), he E

Satz 3.5: Satz von Taylor: Sei D° C R" und [a,a + h] := {a+th:0 <t <1} C D° Fiir f € C**1(D° R™) gilt dann
die Taylor-Formel

f¥(a)
Rl

fla+h) = f(a) + f'(a)h + %(lﬁ) + .4

(") + % : /01(1 — )" f*EF (@ + th) (BFH)dt

Zur Ordnung von Funktionen: Seien F, F Banachrdume, r : D C £ — F eine Funktion mit der Eigenschaft
h h
Il _ o iy )

lim ——=~ = i
K K
h=0||h[g h=0lh| g

=0 (K eN)

so sagt man 7(h) geht von héherer Ordnung als ||| gegen 0.
Schreibweise: r(h) = o(||h||") Klein o von ||h|*.

Folgerung 3.5a: Sei D° C R” und f € C¥(D°,R™). Dann gilt fiir ein a € D° mit [a,a + h] C D° die qualitative Version

der Taylorformel.
k

Flat k) = 32 59 @) () + of ]

=0

4.2.1 Multiindexschreibweisen der Taylorformel

n
Unter einem Multiindex versteht man einen Vektor a@ = (a1, ..., ) € Nj. Seine Ordnung wird definiert als |af := Zai.
n =1
|l |al! . , .
Ferner setzt man a! := Hai! und = als den so genannten Polynomialkoeffizienten. Fir © = (x1,...,z,) €
o a!
i=1

n
R™, a=(o,...,0p) € Nj sel 2% := Hmf‘
i=1

Sei a = (a1, ..., ) ein Multiindex und A eine Menge von |a| Elementen: card A = |«|. Dann existieren verschiedene

o
o
Abbildungen die genau «; Elemente von A auf j Abbilden, j = 1,2,...,n. Fir 2 = (z1,...,2,) € R” und p € N gilt die so

genannte Polynomialformel
(x1+ 22+ ... +2p)P = Z <Z) -z

|a|=p
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Bemerkung: Fiir n = 2 ist dies die Binomialformel.

Diese Formel ist eine Motivation fiir eine weitere Schreibweise der Taylorformel. Fir f € C*(D C R™ R™) schreiben

wir die partiellen Ableitungen in der Form

9%f = a(o‘lw"aan)‘f = 909929 f = ol
N [ o P, Mo

Nach dem Satz von Schwarz kommt es dabei auf die Reihenfolge der Differentiation nicht an!

Sei f € C*(D° c R™ R™). Die Koordinaten der k-ten Ableitung bzgl. der kanonischen Basis des Raumes L((R")* R™)
der k-linearen Abbildungen sind die k-ten partiellen Ableitungen, d.h fiir Vektoren h(9) = (hgj ), ey th )) e R™

n n n akf
@GR ) =3 Y LS F(a)hgj),..hglkf)

IIleeSOIldeI‘e gllt.
’ (k)(a)(e . eZ ) L
219 k 93;'1 )

e;. € R
8.Z‘ik K

Sind alle Argumente gleich, d.h A = p® . = pk) = p = (h1, ..., hy), so kann man wegen der Symmetrie der k-linearen
Abbildung f*)(a) einige dieser n* Summanden zusammenfassen:

9% f(a)h® = 8% ...0% f(a)h®
Damit ergibt sich
T S
GRS (Heestame. (1) =5

bzw.

1 1 1 ok
-_— (k) k = — o~ 0(: . at . QX
SIPWR) = Y0 o flaht = Y T Rl oy, e AC LSRR

lal=k la|=k n

Die Taylor-Formel von Satz 3.5 kann dann wie folgt geschrieben werden:

k

1
flath)= 30 o f@ht (ke ) [(A=0f 3 o e
laj=0 & 0 al=ht1

4.2.2 Taylorpolynom & Taylorreihe
Fiir f € C¥(D° C R™,R™) heifit
" (e oY
(TEf)(h Z HP@W) = 3 O f(@ht =Y i (Z ) f(a)
j=1 o<k =0 \i=1
das Taylorpolynom (in h) zu f vom Grad k in a € D. Damit lautet die qualitative Version der Taylorformel:
flath) = (T{ ) (h) + o |[1]]*)

Die Differenz (R¢f)(h) := f(a+h)— (T f)(h) heiflt das k-te Restglied. Das Taylorpolynom ist dasjenige, eindeutig bestimmte
Polynom vom Grad k das an der Stelle a mit f(a) und allen Ableitungen fU)(a), j =1,..., k iibereinstimmt! Es gilt

L fa ) = (TEHH)

h=0 IR |* -

Fiir m = 1 ergibt sich das Lagrange Restglied als

(REF)(h) = ——

mf(k+1)(a+’l9h)(hk+l) _ Z iﬁaf(a+’l9h)ha, 9 e [07 1]

|| =k+1
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4.2.3 Eindeutigkeit von Taylorpolynom

Ist f € C*(D° c R™,R) und P ein Polynom von Grad k mit der Eigenschaft f(a + h) = P(h) + o(||h||*), dann ist
P(h) = (T f)(h).

4.2.4 Taylorreihe
Sei f € C*(D° C R",R™) := (=, C¥(D,R™). Dann heift

% 4(k) (g o
aenm =3 =Dy = 3 Ll e
k=0 ’ aeNy

die Taylorreihe von f in a € D. Es gilt

fla-+h) = Jim (TEf)(B) & lim (REF)(H) =0

4.3 Lokale Extrema
4.3.1 Definition: Lokale Extrema

a) Sei D° C X eine offene Menge eines metrischen Raumes X. Eine reelwertige Funktion f : D° — R besitzt in a € D°
ein lokales Maximum bzw. Minimum, falls es eine e-Kugel B.(a) C D°, ¢ > 0 gibt und V « € B.(a) : f(z) < f(a) bzw.
f(@) > f(a). Es liegt ein isoliertes lokales Maximum bzw. Minimum vor falls f(z) # f(a) fur z # a gilt.

b) Eine reelwertige Funktion f : X — R auf eine Menge X besitzt in a € X ein globales (absolutes) Maximum bzw.
Minimum falls V 2 € X : f(z) < f(a) bzw. f(z) > f(a). Es liegt in a € D° ein isoliertes globales Maximum bzw.
Minimum vor falls f(x) # f(a) Va # a gilt.

¢) Ein Extremum ist ein (lokales) Maximum bzw. Minimum.

Satz 3.7: Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum. Sei f : D° € R™ — R eine partiell differenzierbare
Funktion. Dann gilt: Besitzt f in a € D° ein lokales Extremum, dann ist Vf(a) =0, d.h

of
(“)xi

(a)=0,i=1,...,n

4.3.2 Definition: Hesse Matrix
Sei D° C R" und f € C?(D°,R). Die Hesse Matriz von f im Punkt a € D° ist durch

o%2f \"
Hy(a) := (3%3%—)@]»_1

definiert. Nach dem Satz von Schwarz ist Hy(a) eine symmetrische Matrix.

Satz 3.8: Definitheit der Hesse-Matrix Sei f € C?(D° C R",R) mit V f(a) = 0. Dann gilt:
a) Ist f(a) = Hy(a) positiv (negativ) definit, so hat f in a € D° ein isoliertes lokales Minimum bzw. Maximum.
b) Ist f’(a) = Hy(a) indefinit, so besitzt f in a € D° kein lokales Extremum.

¢) Ist f”(a) semidefinit, so kann im allgemeinen keine Aussage gemacht werden.
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Bemerkung: Eine symmetrische Matrix A = (a;;);';—; heifst positiv definit
= VheR"\ {0} :< Ah,h >>0

und negativ definit < — A ist positiv definit. Dabei ist <> das Standardskalarprodukt.
A heilst positiv semidefinit falls
VheR":<Ah,h>>0

und negativ semidefinit falls — A positiv semidefinit ist.
A heifst indefinit
& IhkeR"\ {0} :< Ah,h >>0 A < Ak, k ><0

Ferner: Aufgrund der Definition der Hesse-Matrix Hy(a) = f”(a) kann die Taylorformel wie folgt geschrieben werden:
1
fla+h) = fa)+ fia)h+ 5 < Hy(a)h.h > +o(|[hl|*)

4.3.3 Kriterien fiir positiv definite Matrixen

Eine symmetrische Matrix A = (a;;);';—; ist positiv definit & Ja > 0:V h € R*\ {0} :< Ah,h >> aHhHg < alle
Eigenwerte sind positiv <
ail A

Vk=1,..,n:det >0
ary ... Qg

Satz 3.8 Sei f € C?(D° C R™",R) und Vf(a) = 0. Dann gilt:
a) Ist f”(a) = Hy(a) positiv bzw. negativ definit, so hat f in a € D® ein isoliertes lokales Minimum bzw. Maximum.

b) Ist f”(a) indefinit, so besitzt f in a € D kein lokales Extremum.

4.4 Implizite Funktionen
4.4.1 Definition: Implizite Funktion
Eine Funktion f: D C R® — R™ wird implizit genannt wenn sie durch eine Gleichung der Form
Fz,y) =0
gegeben ist, d.h
F(z,f(z))=0VxzeD

Problem: Unter welchen Bedingungen an F wird durch F(x,y) = 0 eine Funktion y = f(x) definiert?
Oder: Unter welchen Bedingungen an F' ist die Gleichung F'(x,y) = 0 eindeutig nach y auflésbar? In Komponenten zerlegt
bedeutet dies, das Gleichungssystem

Fi(z1,22y ooy Tpy Y1y ooy Ym) =0

Fm(I17z23 ey Ty Y1, 7ym) =0
T Y1 . Fy
wobei T = , Y= . , FF= .
x'n« ym F7n

auf D nach ¢ aufzulGsen, also reelwertige Funktionen f1, ..., f;, : D — R zu bestimmen so dass gilt

Fj(z1, .., 2n, fi(Z),.... fm(Z)) =0, j=1,....m
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Notationen:

x1 N . F
T = eR™ y= . eER™ F = .
1
€ xn n m m
( ):: , FIKCR"XR™" -R™ F,: K—R
Y Y1
Ym

Fl(xlw-'vxnaylv"-aym)
F(%y) = F(I]_, "'axnayla“'?ym) =
Fr(X1y ey Ty Y1y ooy Ym)

4.4.2 Hauptsatz iiber Implizite Funktionen
Seien D C R™ und G C R™ nicht-leere offene Mengen und die Funktion F': D x G C R® x R™ — R™ sei stetig differenzierbar.
oF
Ferner seien £ € D und n € G Punkte fiir die F(£,7) = 0 und die Ableitung 8—({, 7)) invertierbar ist. Dann gilt:
Y
a) Es existiert eine offene -Kugel B§(§) C D und eine offene e-Kugel BZ(n) C G und genau eine stetige Funktion

f:Bg(&) — B2(n) mit f(§) =nund F(x, f(z)) =0V x € B§(§). Fiir alle x € Bg(€) ist y = f(x) die einzige in B2(n)
liegende Losung der Gleichung F'(x,y) = 0.

b) Es existiert eine weitere offene -Kugel Bj (§), 61 < 0 und die Funktion f : B§ (§) — BZ(n) ist stetig differenzierbar,
und es gilt die Formel

o) = = (G o @) - G (@)

Bemerkung: Ist I k-mal stetig differenzierbar dann ist f in Bg (§) auch k-mal stetig differenzierbar.

Satz 4.2: Umkehrsatz Sei f: D° C R™ — R" stetig differenzierbar und in £ € D° sei f/(£) invertierbar. Dann existiert
eine offene Umgebung U C D° um & € D° und eine e-Kugel B2(n) von n := f(&) so dass f |y: U — B2(n) bijektiv die
Umgebung U auf B2(n) abbildet. Die Umkehrung f~! |y von f | ist stetig differenzierbar und fiir die Ableitung gilt

(FH ) ) = /(@) mit y = f(z), €U

Bemerkungen:

e Sei f: U — V eine bijektive Abbildung der offenen Mengen U und V C R. Sind f und f~! stetig differenzierbar, so
heiftt f ein Diffeomorphismus. In dieser Terminologie besagt der Umkehrsatz dass f |y bei hinreichend kleinem U ein
Diffeomorphismus ist.

e Der Umkehrsatz ist eine lokale Aussage, d.h existiert fiir eine stetig differenzierbare Funktion f : D° C R" —
R", f'(x)~! V o € D so existiert nicht unbedingt die globale Inverse f~! auf ganz D.

4.5 Extrema mit Nebenbedingungen
4.5.1 Definition: Extremum mit Nebenbedingungen

Seien f : X° C R"” - R,g : X° — R™ m < n. f besitzt in £ € X ein lokales Maximum bzw. Minimum unter der
Nebenbedingung g(x) = 0 (Nebenbedingungsmenge : N := {z € X : g(z) = 0}) :&

€€N A IBs(§) CX:VaeBs(€)NN: fla) < f(€) baw. f(x) > f(€)
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Problem: Gesucht sind also diese Stellen lokaler Extrema von f unter der angegebenen Nebenbedingung und die Werte
die f in ihnen annimmt. Setzen:

T ITm+1
z:_(y>7y;_ .. ERm7Z:: .. G]Rnim
X

m mn

und g(z) = g(y, 2). Falls g(y,z) = 0 nach y auflosbar ist, dh y = h(z) und g(h(z),z) = 0, dann l&uft das Problem der
Extremwertbestimmung darauf hinaus, die freien lokalen Extrema (d.h Extrema ohne Nebenbedingungen) der Funktion
©(z) = f(h(2), z) zu bestimmen.

Ist eine solche ezplizite Auflésung von ¢(y, z) = 0 nach y nicht moglich, so hilft uns die Multiplikatormethode.

Satz 5.1 (Lagrange Multiplikatormethode): Seien

g1
f:X°CR*"—=R,g= . X >R m<n
9m

stetig differenzierbar, und f besitzt in £ € X° ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(z) = 0. Ferner existiert in
9, [é)
(&) . g(E)

o S

(ORI el (9]

eine m-Reihige unter-Determinante die nicht verschwindet. Dann gibt es m Zahlen Ay, ..., A, (Lagrange Multiplikatoren), so
dass die Gleichungen

g€ =

€+ E Aigi(§) =0
i=1
bestehen.

4.5.2 Praktische Losung der Extremwertaufgaben

g1
Suchen Extremwerte von f: X C R™ — R unter der Nebenbedingung g(z) =0, g = . ,m<n.
Im
Merkregel: Man bildet die Funktion
F(z,A) = f(z) + Z Aigi(z)
i=1
und fordert F'(z,A\) = 0 also
aF m
— =0 f A : =0
o )+ 3o
und aF
5*O@g(x):0<:>gz(x):(),z:1, , M
In Komponenten geschrieben:
0 "L Oy
/() +Z)‘i 9:(2) =0,k=1,...,n A g1(z) =... = gm(x) =0

al‘k

Obere stellen (m + n) Gleichungen mit m + n Unbekannten dar!

Bemerkung: Ob in z = £, die das obige Gleichungssystem erfiillen, lokale Extrema vorliegen, muss tatséchlich noch {iber-
priift werden. Hinreichende Bedingungen lassen sich schwer angeben. In diesem Zusammenhang sind folgende Bemerkungen

niitzlich.
N:={ze€eX:g(z)=0}

Ist N kompakt, so besitzt f |y ein Maximum und ein Minimum, d.h f hat sogar ein globales Maximum und Minimum.
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4.5.3 Eine hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen von lokales Extrema unter Nebenbedingungen

Sei T': R — R™ eine lineare Abbildung. Dann heifst
N(T):={heR": Th=0}

Nullraum oder Kern der Abbildung T. N(T') ist ein linearer Unterraum von R".

Satz 5.2 (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema unter Nebenbedingungen) Seien f: X° CR" - R, g:
X — R™, m < n 2 mal stetig differenzierbar. Fiir

F,A) = f(x) + Z Aigi()

sei (€,A) € X x R™ ein Punkt mit F'(z,\) = 0. Ferner sei Rang(¢'(§)) = m d.h ¢'(§)(R™) = R™, d.h mindestens eine
m-Reihige Unterdeterminante verschwindet nicht. Die Hesse-Matriz bzgl. x € X im Punkt (£, A) ist definiert durch

0’F _ ( 0*F (QA))”

8132 8%5':1:1 i,j=1
Dann gilt:
9*F / / . . . R,
a) Ist w({,/\) auf dem Nullraum N(g'(£)) von ¢'(§) : R® — R™ positiv definit, so hat f in £ ein isoliertes lokales

Minimum unter der Nebenbedingung g(x) = 0.

0’F
b) Ist W(@)\) auf dem Nullraum N(g¢'(€)) negativ definit, so hat f in & ein isoliertes lokales Maximum unter der
x
Nebenbedingung g(z) = 0.

’F
c) Ist ?)—Q(g ,A) auf dem Nullraum N(¢'(£)) indefinit, so hat f in £ kein lokales Extremum unter der Nebenbedingung
x

g(z) =0.
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5 Geometrische Begriffe

5.1 Kurven
5.1.1 Definition: Kurve

Unter einer Kurve im R"™ versteht man eine stetige Abbildung f : I C R — R™, wobei I C R ein Intervall ist. Die Kurve
graph(f) heifit [stetig] differenzierbar falls f [stetig] differenzierbar ist.

5.1.2 Definition: Tangentenvektor
Sei I C R ein Intervall und f : I — R™ eine differenzierbare Funktion. Fiir ¢t € I heifst f/(t) Tangentenvektor der Kurve f

!
zum Parameter ¢. Falls f'(t) # 0 heifst f, ®)
1)

Tangenteneinheitsvektor der Kurve f im Punkt t.

Geometrische Interpretation: Der Tangentenvektor f(t) 1aft sich als Limes von Sekanten (im R™) auffassen, denn

F0) — g LD O

h—0 I2|l

Bemerkung: Eine Kurve f : I — R™ braucht nicht unbedingt eine injektive Abbildung darzustellen. Gilt f(t1) = f(t2) =
x € R™ fiir t1 # t3, so heiftt & Doppelpunkt der Kurve f. Im Punkt x hat dann f im allgemeinen zwei verschiede Tangenten-
vektoren.

5.2 Fliachen und Tangentialebenen
5.2.1 Definition: Fliche
Sei f: D C R™ — R eine (stetige) Funktion. Die Menge

graph(f) := {( f(xx) > S D}

heifst Fliche im R™t1,

5.2.2 Definition: Tangentialebene
Sei f: D° C R™ — R differenzierbar in £ € D. Die Menge

r={( 1) ieerny= s+ rOE-o]

heiftt Tangentialebene von f im Punkt ( fé) )

Bemerkung: Im Fall n =1 benutzt man den Begriff Kurve statt Fliche und Tangente statt Tangentialebene.

5.2.3 Definition: Niveauflache

Sei f: D C R™ — R. Dann heifst
{reD: f(z) =C = const}

Niveaufliche der Funktion f zum Niveau C. In der Physik: Aquipotentialfiiche.
Bemerkung: Man kommt von einer Niveaufliche (f(x) = C}) zu einer unmittelbar benachbarten Niveaufliche (f(z) = Cs),
d.h 7 — C5 =~ 0, am schnellsten in Richtung der Gradienten
Cr—=Cy=f(z+h)— f(z)=f(x)h+r(h) = f'(z)h
f'(x)

max {|f'(z)h| : [|b]l, <1} = |/ ()], h = @l
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5.2.4 Niveauflaiche und Gradient

&
Sei f: D° C R™ — R stetig differenzierbar und f/(§) # 0 im & = . € D°. Dann gilt: Die Tangentialebene an der

&n
Niveaufliche f(z) = C mit f(£) = C im Punkt £ ist charakterisiert durch die Gleichung

<f(€x—E>=0 & (@- L[ & fOr-§=0
In Komponenten:

Z(l‘i — &) %(51, b)) =0
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6 Wegintegrale

6.1 Rektifizierbare Wege
6.1.1 Definition: Weg-Kurve

Unter einem Weg im R™ versteht man eine stetige Abbildung v : I — R"™, wobei I C R ein Intervall ist.

6.1.2 Definition: Rektifizierbarer Weg
Ein Weg 7 : [a.b] — R™ heifst rektifizierbar mit der Lénge L &

k
v5>035>o:VkeNva:to<t1<...<tk:b:01£ia§xk|tfti_1|ga;» Z;ny(t,;)—y(ti_l)HQ—L <e

Aquivalente Formulierung Wir geben jetzt eine dquivalente Formulierung der Rektifizierbarkeit an. Sei ¢ ein Zerlegung
von [a,b], d.h
C={a=ty <ty <..<tgp_1<tp=">}

und
Zla,b] :={¢ : ¢ Zerlegung von [a,b]}

Sei 7 : [a,b] — R™ ein Weg. Fiir ¢ € Z[a, b] betrachtet man die Linge

k
Le(y) =D Iv(t) = vt
i=1
des y-beschriebenen Polygonzuges. Offenbar wird L¢(y) bei Verfeinerung der Zerlegung ¢ vergréfert (A-Ungleichung).

6.1.3 Definition: Rektifizierbarkeit

Ein Weg v : [a,b] — R™ heisst Rektifizierbar, wenn die Menge

{Lc(v) : ¢ € Z[a,b]}

beschrankt ist. In diesem Fall heisst

k
L(y):=Li(y) = sup Y [v(t:) = v(tic1)ll,
C€Z[ab] ;7

die Lange des Weges . Beide Definitionen sind &dquivalent.

Nebensatz zur Transformation der Wege: Sei 7 : [a,b] — [c, d] eine bijektive stetige und streng monoton wachsende
Abbildung von [a, b] auf [¢,d] und 7, : [a,b] — R™, v : [¢,d] — R™ zwei rektifizierbare Wege mit der Eigenschaft v = v 0 7.
Dann gilt: L(v1) = L(vy2).

6.1.4 Aquivalenzrelation zu Wegen
Der obige Satz gibt zu folgenden Begriffen Anlass:
WR") :={y:7v:I—-R" Weg, I beliebiges Intervall}

und
T = {7 | T stetige, bijektive, streng monoton wachsende Funktion zwischen kompakten Intervallen}

Man erklirt eine Aquivalenzrelation auf W(R™): 41,72 heifen dquivalent :<
HTETZ’Yl:’)/QOT
Schreibweise: 1 ~ v2. Es gilt:

o ~ ist Symmetrisch, d.h (71 ~v2) < (72 ~ 1)
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o ~ ist Reflexiv, dhVy e W(R"):vy~~y

o ~ ist Transitiv, dh v ~v9 A Y9 ~73 = 1 ~"73

Damit kann W(R™) in Aquivalenzklassen eingeteilt werden

M :={oc e WR"):0~7}
Es gilt:

Mml=[e] & n~7

Notationen:

a) Sei~y € W(R"). Dann heifit das Bild
R(y) :==~(la,b]) =T CR"
Bogen, Spur oder Bahn.

b) e Eine Menge I' C R™ heifst Kurve falls es einen Weg v € W(R"™) gibt mit R(y) =T.
e Des ofteren wird eine Kurve I' auch als Aquivalenzklasse I' := [] eines Weges v € W(R™) betrachtet.

Ein zur Kurve I' geh6render Weg « heifst Parameterdarstellung oder auch Parametrisierung von I'.

c) e Ein injektiver Weg v € W(R"™) heiflst Jordan- Weg.

e Eine KurveI' C R"™ heifst Jordan-Kurve, falls ' das Bild eines Jordanweges ist. 7y heifst dann Jordan- Parameterdarstellung
von T

e Ein geschlossener Weg v : [a,b] — R™, v(a) = v(b) heilt geschlossener Jordanweg und dann Jordan Parametri-
sierung von I' = R(y) wenn v |[q ) injektiv ist.
d) e Sei v : [a,b] — R™ ein Weg. Dann heift
(=7) :==7-:[a,0] = R"
definiert durch
V() = (a+b—1)
der Umgekehrter Weg von ~y. Ist v rektifizierbar so ist auch «y_ rektifizierbar, und es gilt L(y) = L(v-)

e Es gibt zwei Orientierungen fiir eine Kurve T' die durch die Aquivalenzklassen [y] und [y_] bestimmt werden.
e) Zusammengesetzter Weg: Seien 71 : [a,b] — R™, 75 : [b,¢] — R™ Wege mit v, (b) = 72(b). Dann wird durch
o= { ) G
ein Weg definiert und heiftt der zusammengesetzter Weg v = v1 + 2 von ;1 und ~2. Er beschreibt die Kurve I'y + 'y =
R(y1 +72)-
f) e Ein Weg v : [a,b] — R™ heifst glatt, wenn er stetig differenzierbar ist mit 4(t) # 0V ¢ € [a, b].

o v heillt stickweise glatt wenn es eine Zerlegung ¢ = {a = tp < t1 < ... < ty = b} des Intervalls [a, b] gibt, so dass
die Einschrénkungen v |;;,_, +,, ¢ = 1,...,n glatt sind.

e Eine Kurve I' heiftt glatt bzw. stiickweise glatt, falls es eine glatte bzw. stiickweise glatte Parametrisierung gibt.

6.1.5 Aquivalenzrelation iiber glatte Wege

Definieren:

WHR™) == {y € W(R") : v glatt}
WLR™) := {y € W(R") : v stiickweise glatt}

T':={r € T : 1 stetig dif ferenzierbar und 7 > 0}
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Zwei glatte Wege 71,72 € WH(R™) heifien bzgl. 7! Gquivalent &
JreTl:y=yor

Durch
Y~ Yy S 37’671:71:7207

wird eine Aquivalenzrelation auf YW!(R™) eingefiihrt. Definieren ferner Aquivalenzklassen:
] = {0 € W'(R") 10 ~ 7}
Satz 2: Sei vy € WHR"), v : [a,b] — R™.
e Dann ist « rektifizierbar, und es gilt \
L) = [ o,
e Fiir v € [y] gilt L(m) = L(7)

6.1.6 Definition: Bogenlinge
Fiir eine Jordan-Kurve I' C R™ mit der Jordan-Darstellung +, heiftt L(T") := L(v) die Bogen- oder Kurvenlénge von T

6.2 Wegintegrale von Skalar- & Vektorfeldern
6.2.1 Definition: Wegintegrale
Sei v € WLH(R"), v : [a,b] — R™, T'= R(y).

a) Ist f:I' CR™ — R eine auf I stetige, reellwertige (skalare) Funktion, so heift

b
/f'ds 1=/ FO@®) - 15 @, dt

das Wegintegral oder Kurvenintegral von f langst des Weges v bzgl. der Bogenlénge. ds = ||¥(¢)||, dt heifit das skalare
Weg- oder Streckenelement von ~y.

b) Ist f: T C R™ — R” eine auf I stetige Vektorfunktion, so heift

b b
[edsi= [ Frasim [ )i = [ <0050 > d
¥ %l a a
das Wegintegral oder Kurvenintegral 1dngst T'. ds' = 4(t)dt ist das vektorielle Wegelement (Bogenelement) von :

Idsll, = 15(6)l, dt = ds
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7 Mehrdimensionale Integrale

Wir erweitern das Riemansche Integral im Eindimensionalen auf Funktionen von mehreren Variablen. Mit Hilfe des Satzes von
Fubini werden mehrdimensionale Integrale auf Eindimensionale zuriickgefiihrt. Die Substitutionsregel vereinfacht Rechnungen
durch bequeme Integrationsbereiche und Integranten.

7.1 Riemansches Integral
7.1.1 Definitionen: Zerlegungen
a) Seien —oo < a; < b; < 00, i = 1,...,n. Die Menge
I=Ja,b:={z=(21,..,xn) s a; <ax; <b;, i=1,....,n} CR"

heifst abgeschlossenes n-dimensionales Intervall.

b) Die Zahl

heifst n-dimensionales Maf$ oder n-dimensionaler Inhalt von 1.
¢) Die Menge
¢C={L,..,In}
von abgeschlossenen Intervallen heifst Zerlegung von I C R” :&

I=|JIx Aoffen IRNI) =0, k#1
k=1
Ferner:
Z(I)={C: ¢ Zerlegung von I}

d) Der Wert

d(¢) := —
(©) = max sup Jlz =yl

heifst Durchmesser der Zerlegung
¢=A{L,.., I}
e) Eine Zerlegung
¢ ={1,..I',} € Z(I)
heiftt eine Verfeinerung der Zerlegung ¢ € Z(I) :&
VIL,e¢ :3yel: I, Cli
Schreibweise: ¢ < (. Es gilt: d(¢") < d(¢).

7.1.2 Definition: Obersumme, Untersumme

Bezeichnen:
B(I):={f:ICcR”"—R}
Sei f € B(I) und ¢ € Z(I). Fir M C I ist

FOM) = inf f@), F(M) = sup f(x)

zeM zeEM
Ferner:

S(f;¢) = Z fx) - p(Ix) Untersumme

I €
S(f:¢) = Z f(Iy) - p(Ii) Obersumme
Ipe€
Es gilt stets:

S(f;¢) <8(f:0)
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Satz iiber Unter- & Obersummen Sei f € B(I). Dann gilt:

V¢, ¢ e Z(I): 8(f;¢) < S(f;¢)
V. ezZ(I): (= = S(f;0) <S(fi¢) A S(f:0) = S(f:¢)
f) - (1) < S(f;¢) < S(f3¢) < F(I) - ulD)
7.2 Riemansches Integral auf einem n-dimensionalen Intervall I C R”

7.2.1 Definition: Darbouxsches Integral
Sei f € B(I). Dann heifien die Grofen

/fdx: inf S(f;¢)
I

¢ez(I)

unteres bzw. oberes Darbouzsches Integral. f heifst Rieman Integrierbar (R-Integrierbar) :<

/If dx/lf dx
/Ifd:v:/If dx/If dz

Schreibweise:

Lemma 2.1 : Integrabilititskriterium f € B([) ist R-Integrierbar < Ve > 03¢ € Z(I): S(f;¢) —

Satz 2.2: Sei f € B(I) stetig. Dann ist f R-Integrierbar.

7.3 Iterierte Intervalle, Satz von Fubini
7.3.1 Satz von Fubini
Seien I, C R*, I, C R! Intervalle, und ist I := I,, x I, C R**!. Dann gilt:

S(f;¢) <

a) Ist f € B(I) R-Integrierbar und 3 g(y / f(z,y) de ¥V y € I, so ist g auf I, R-Integrierbar und es gilt:

/fdxy /Iy (/wa(x,y) dw)dy

b) Ist f € B(I) R-Integrierbar und 3 h(x / flz,y) dy V x € I, so ist h R-Integrierbar auf I, und es gilt

/fdxy /1 (/ny(x,y) dy>d:c

¢) Die Aussagen (a) und (b) sind z.b erfiillt, wenn f € B(I) stetig ist. Dann gilt fiir I = [a,b] C R™:

/[a,b] Jdr = /: (/:2 ( (/ab" f($17-..,xn)dxn> ) dx2> dry
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Bemerkung: Aus der Existenz der Iterierten Integrale folgt allgemein nicht die Existenz von / f d(z,y). Umgekehrt
I

braucht aus der Existenz von / f d(z,y) nicht die Existenz der iterierten Integrale zu folgen.
I

7.4 Rieman Intervalle und beschrinkte Mengen im R”

Fir f: D C R" — R sei fp durch
f(x) :z€B

fB(LC) =
0 :x e R*"\ B

definiert.

7.4.1 Definition: R-Integrierbar
Sei ) # B C R™ beschrinkt, I C R" ein kompaktes Intervall mit B C I. Eine beschrinkte Funktion f : B — R heift
R-Integrierbar :< fp: I — R ist R-Integrierbar. In diesem Fall heifst / fdx = / fB dx das Rieman Integral von f iiber

B I
B. B heifst Integrationsbereich, und man definiert als die Menge der R-Integrierbaren Funktionen

R(B):={f:B—R: fR— Integrierbar}

Bemerkungen
e Die obige Definition ist unabhéngig von I O B.
e Fiir n = 1 ergibt sich auch eine Verallgemeinerung des 1-dimensionalen R-Integrals.

e Ist die charakteristische Funktion
1 z€B

XB::
0 zcR"\B

w(B) ::/I/Yb d:r:/de

n-dimensionaler Jordan Inhalt bzw. Jordan Volumen von B. Fiir n = 2 bzw. n = 3 wird p(B) auch Flacheninhalt bzw.
Volumen von B bezeichnet. Definitionsgema$ ist p(@) = 0. Fiir I = [a,b] C R™ als Spezialfall ergibt sich wieder das
normale n-dimensionale Mafs von I:

R-Integrierbar, so heifst

n

u(l) = /Idx - /ab < (/b dmn> ) diy = 1;[1(192- —a)

7.4.2 Definition: Nullmenge

Eine Menge B C R™ heifit n-dimensionale Nullmenge :< ¥V e > 0 : 3 hochstens abzéhlbar viele abgeschlossene (oder offene)
Intervalle I, Is... C R™ mit
BcC UIj A Zu(lj) <e
J Jj=1
Eine Menge B C R™ heifit Jordan Nullmenge :< B ist beschrénkt und pu(B) = 0.

Kriterium fiir eine J-Nullmenge: Eine Menge B C R" ist J-Nullmenge < V ¢ > 0 3 endlich viele kompakte Intervalle
Il, ...7Im mit

BC ij A iu(fj)SE
j=1 j=1

Ist eine Menge B C R" eine J-Nullmenge so ist sie auch eine Nullmenge. Die Umkehrung gilt allgemein nicht (Beispiel 0).
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7.4.3 Definition: J-messbare Menge

Eine beschrinkte Menge B C R™ heilt Jordan-messbar < X € R(B). Man sagt: Eine Eigenschaft (Aussage) p = p(z), = €
B gilt "fast iiberall” auf B C R" :&
N :={z € B:p(z) Falsch}

ist eine Nullmenge.

Lebesquesches Integrabilitdtskriterium Sei B C R™ J-messbar. Dann gilt:
f € R(B) & f ist beschrankt und fast iiberall stetig auf B.

Beispiele fiir Nullmengen
e Endliche Mengen C R™
e Bilder stetig differenzierbarer Funktionen aus f: R™ — R”, m <n

e Rinder von Normalbereichen die durch endlich viele stiickweise stetige Funktionen beschrieben werden. Der Rand einer
Menge A C X eines metrischen Raumes X ist definiert als

0A:={a€eX:Ve>0:B(a)NA#D N B(a)N(X\A)#0}
Das n-dimensionale Integral iiber eine Nullmenge ist stets Null. Damit ist es egal ob man nur iiber das Innere eines J-
messbaren Bereichs B integriert oder ob man den Rand 0B mit hinzunimmt.
7.4.4 Definition: Normalbereich
Sei A C R™ kompakt und J-messbar, ¢1, @2 € C(A) stetig mit @1 < 9. Dann heifst
N={(z,y) eR"™ 12 € A, p1(2) <y < pa()}

Normalbereich bzgl. der x = (21, ..., z,) Ebene.
Bemerkung: Analog definiert man

M= {(z,y) e R™ iy € A puy) < o < pa(y))

als Normalbereich bzgl. der (z2, ..., Zp, Zn11) Ebene usw.
7.4.5 Integration tiber Normalbereiche

Sei A C R"™ kompakt und J-messbar, @1, 2 € C(A) mit @1 < ¢o. Fiir f € C(B), wobei
B={(z,y) eR"™ 1z € A, p1(z) <y < po(x)}

Aj@wﬂawzﬁ<[::ﬁ@m@>m

7.4.6 Substitutionsregel (oder Transformationsformel) fiir Integrale iiber R"

gilt:

Satz 5.1: Transformationsformel: Sei ¢ : G° C R™ — R" injektiv und stetig differenzierbar, und sei det(¢’(¢)) sténdig
positiv oder stindig negativ auf G. Ferner sei B C G° eine kompakte & J-messbare Menge und f € C(p(B)). Dann ist ¢(B)
J-messbar und es gilt die Transformationsformel (Substitutionsregel)

[ @ do= [ sete)- et @) ae
»(B) B
Diese Formel ist auch noch giiltig, wenn

p({t € B:det(¢'(t)) =0}) =0 (Nullmenge)

oder
w({t € B: pist nicht Injektiv}) =0

ist.
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7.4.7 Prinzip von Cavaleri

Sei B Cc R™t! t € R fixiert. Dann heift
B :={u=(21,...,2,) € R": (u,t) € B}

n-dimensionale Schnittmenge.

Cavalierisches Prinzip: Sei B C R"*! J-messbar. Ist B; fiir jedes t € R J-messbar, so gilt

hi

Mn+1(B) = /]Rﬂn(Bt) dt :/h Mn(Bt) dt

0

Insbesondere hat man: Ist u,(B;) hochstens ein Polynom 3-en Grades, so erhilt man die Keplersche Fufiregel:

~hi—hg

Hn+1 (B) 6

“ i (Bho) + 4t (B’H;ho ) + in (B, )

Beweis: Seien I C R, J C R" kompakte Intervalle mit B C I x J. Dann folgt mit dem Satz von Fubini:

fins1(B) = Xp(u,t) L™ /I ( /J XB(u,t)du) dt O
ML 4

JxI

pn(B)

7.5 Uneigentliche Riemansche Integrale

Uneigentliche Integrale sind nur in der Riemanschen Theorie von Interesse. Lebesque-Integrale werden in der Maftheorie von
vornherein auch fiir unbeschréankte Bereiche und Funktionen definiert.

Uneigentliche Integrale werden oft als Grenzwert von eigentlichen Integralen {iber Gebiete By, die die Gesamtheit B C R"
ausschépfen, erklart. Insbesondere verlangt man, dass dieser Grenzwert fiir jede Ausschdpfmenge der selbe ist.

Im Mehrdimensionalen (n > 1) folgt aus der Integrierbarkeit sofort auch die absolute Integrierbarkeit. Dies hat zur Folge
dass fiir n > 1 alle uneigentlichen Rieman-integrierbaren Funktionen auch Lebesque-integrierbar sind.

Beachte: Diese Aussage trifft fiir n = 1 im Allgemeinen nicht zu!

sinx
Beispiel: Die Funktion ist auf [0, 00) uneigentlich R-integrierbar, doch nicht Lebesque-integrierbar.

Wir definieren uneigentliche Integrale fiir offene Bereiche.

7.5.1 Definition: Ausschépfungsfolge
Sei A C R™ offen und derart, dass fiir beliebigen Radius R > 0, die Mengen
Ag :={x € A:|z|| < R}

Jordan-messbar sind.
Bemerkung: Ap ist offen da der Schnitt zweier offener Mengen auch offen ist.
Sei (Bg)ken eine Folge offener J-messbarer Teilmengen von A mit folgenden Eigenschaften:

A= By, VkeN:Cl(By) C Brp
k=1

Dann heifst (By)ren Ausschipfungsfolge von A.

Beispiele:

e Die Kugeln
{z e R" : |jz|| < k}

bilden eine Ausschopfungsfolge des R™.
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e Die Kugelschichten
1
Ky = {xER":k<||;v <k}

bilden eine Ausschépfungsfolge des R™\ {0}, d.h
U K =R"\ {0}
k=1

Bemerkungen: Jede offene Teilmenge A C R™ besitzt eine Ausschépfungsfolge, z.B.
By :={zeR":|z||<k}nNA
Ist (By) eine Ausschopfungsfolge von A und K C A eine beliebige kompakte Teilmenge von A, so folgt

JkoeN:Vk>ko: K C By

7.5.2 Definition: Uneigentliches Riemansches Integral

Sei f: A — R auf jeder kompakten Teilmenge K C A R-integrierbar. Dann heifst f auf A uneigentlich Rieman-integrierbar,
wenn fiir alle Ausschopfungsfolgen (By) von A der Grenzwert

lim fdx

k—o0 By,

existiert. In diesem Fall ist der Grenzwert V (Bj) der selbe. Dieser gemeinsame Grenzwert

/ fdx .= hm fdzx
By

heifst uneigentliches Riemansches Integral von f iiber A.

Satz 6.1: Sei A offen und f(z) > 0 auf A. Dann ist f genau dann iiber A integrierbar, wenn die Folge der Integrale

/kada:

fiir eine spezielle Ausschopfungsfolge (By) C A beschriankt ist.
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8 Einige Anwendungen in der Physik

8.1 Koordinatentransformationen
8.1.1 Kugelkoordinaten

Die Transformation zwischen Kartesischen und Kugelkoordinaten heiflt die folgende Abbildung

psin ¥ cos
PR = R3 7=d(p,0,0)= | psindsing
pcost

Umgekehrt ergibt sich

p =12+ y%+ 22, ¥ = arccos (Z> , tanp = J
p x

mit der iiblichen Vorsicht bei den Formeln fiir ¢, ¢. Man nennt ¢ die Poldistanz, ¥ = g — ¢ die geographische Breite und ¢
die geographische Léange.
® ist stetig differenzierbar und surjektiv. Sie ist lokal umkehrbar iiberall dort, wo ihre Funktionaldeterminante

sindcosyp pcosvcosy —psindsing
det(®') = det | sindsing pcosdsing  psindcosp = p?sin?
cos ¥ —psind 0

nicht verschwindet, also in allen Punkten des R® Raumes aufer der z-Achse.
Beachte: Die Transformation ® ist im R?\ {z Achse} nicht global invertierbar. Sie bildet aber die Menge (0, 00) x (0, 7) x
(—m, m) bijektiv auf den R\ {2 Achse} ab.

Quader: Ist
Q:={(p,9,9) | pe[0,R], 9€[0,n], p €]0,2n]}

und
K(R) = {(z,y,2) | 2* + y* + 2* < R*}
dann gilt dass ®(Q) = K(R).

Das Volumenelement in Kugelkoordinaten ergibt sich als

dV :=d(z,y,2) = p*sind dp dv dyp

8.1.2 Elliptische Koordinaten

Die Abbildung
apsin Y cos ¢
F=U(p,d,¢)=| bpsindcosy |,
cpcos v

nennt man Koordinatentransformation in FElliptische Koordinaten.

Quader: Ist ) der Quader
Q=A{(p.9,¢) | pe[0,1], ¥ €[0,7], ¢ €0,27]}

und & das Ellipsoid
2?2 22
5{(:17,34,2) | a2++c2§1}

Dann gilt ¥(Q) = €. Ist
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die Diagonalmatrix mit den Halbachsen a,b und ¢, so gilt £ = D(K(1)), denn fiir 7 € (1) gilt

axr

. (az)®> | (by)* | (cz)?

Dr = by 2 b2 =
cz

=22+t 422 <1

)

Umgekehrt: Ist 7€ £ d.h

dann ist

also D7Y(&) = K(1). Wegen
U(p,0,) = D®(p, 9, )

folgt
det U' = det(D®) = det(D - ®') = det(D) - det(®’) = abep? sin

Demnach ist das Volumenelement in Elliptischen Koordinaten dV = abcp?sind dp do de.

8.1.3 Zylinderkoordinaten

Die Abbildung
0:R* =R 7= 0(p,p,2) = (pcos g, psing, 2)

nennt man die Transformation in Zylinderkoordinaten. © bildet den Quader

Q= {(p7g0,z) | pe [O,R], pE [07271—}7 z € [07h]}

auf den Zylinder
Z = {(x,y7z)\w2+y2 < R?, nggh}

ab: ©(Q) = Z. Die Funktionaldeterminante ist gegeben durch
cosep —psing 0

det(©') =det | sing pcosp 0 | =p
0 0 1

und demnach das Volumenelement durch dV = p dp dy dz.

8.1.4 Elliptische Zylinderkoordinaten
Die Transformation in Elliptische Zylinderkoordinaten ist gegeben durch

F:R* =R 7=F(p,p,z) = ( apcosp,bpsing,z ), pe 0,00}, p €R, z€R
Sie bildet den Quader

Q= {(p,g{),z) |p€ [07 1}7 p e [0’27[-]’ z € [07}7’]}

auf den Elliptischen Zylinder
22 g2

ab: F(Q) = Z. Das Volumenelement ist in Elliptischen Koordinaten gegeben durch dV = abp dp dy dz.
Es gilt die Verkettung

}"(p,cp,z) :D@(PMP»Z% D =

o O e
o ot O
_ o O
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8.2 Korper mit Massendichte p =1
8.2.1 Definition: Schwerpunkt

Sei K C R? ein Koérper mit Massendichte p = 1 und Vi sein Volumen. Dann ist der Schwerpunkt 7, € R3 dieses Korpers

definiert als .
Ty 1= — - / rdV
Vi Jk

8.2.2 Definition: Trigheitsmoment
Sei K C R3 ein Kérper mit Massendichte p = 1. Dann nennt man die Gréfen J,, J,, J, bzgl. der Achsen z,y und z

g [ av gy = [@ e s (@ av
K K K

die Trdgheitsmomente des Korpers.
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