Klausur zur Analysis II
FSU Jena - WS 07

- Losungen -

Stilianos Louca

12. September 2007

Aufgabe 01
Sei f: I C R — R eine stetige Funktion und F' : I — R eine Stammfunktion von f, d.h F’/ = f. Dann gilt:

Va,belz/bf(t) dt = F(b) — F(a)

Aufgabe 02
Sei (X, d) ein metrischer Raum und f : X — X eine kontrahierende Abbildung, d.h

F0<a<l:Va,ye X d(f(x), f(y) <a-dz,y)
Dann gilt:
e f besitzt in X genau einen Fixpunkt a = f(a).
e Fiir beliebiges ¢y € X konvergiert die Folge (x,) C X : 41 = f(z,) und es gilt

lim z, =a= f(a)

Aufgabe 03
Seien 7,75 € D beliebig. Auf R? wird folgende Metrik definiert:

d(1,72) = |71 — 7o) = |21 — 22| + [y1 — y2l

Fiir die Funktion f : D C R? — R? gilt ferner

A(f(71), f(72)) = |sin(z1 — y1) — sin(zs — y2)| +]0 — 0] = 2 |sin (“’1 e ak yl) . coS (“ R e e y2)
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Die gegebene Abbildung ist demzufolge eine Kontraktion auf D. [



Aufgabe 04

a)
TZ COS (W(LC + y)e$+y2+23 . ew+y2+23 + (z+ y)ew+y2+z3
f(7) = zsin (77(55 + y)€x+y2+23) — f'= TZ COS (ﬂ'(l‘ + y)ex"’?/z‘*‘zs) . (e$+y2+23 +2y(z + y)€x+y2+z3)
sin (w(x + y)em+y2+23) + 7z cos (w(x + y)e”y2+23) 322 (x 4 y)e Y
3med cos 271'63)
f(1,1,1) = 5med cos (2me?)
6med cos (27r63) + sin (27r63)
of fh L f _11 L (47e® cos (2me®) + sin (27e?))
— oy =) == = ——= (47 us in (27
oh 3 1 V3
b)
F+th) —
f(7) = zsin(w(x +y)) - ety % = %1_{% M
27 ,
1 1 _L V() —_—— s 3
(1 B i) - sin <7T [93 - —=+ty+ ]) e’ F+(r+35) +(--%) zsin (m(x + y)) -e* TV +=
V3
= lim V3 V3
t—0 t
t—0 t
Aufgabe 05

of 1., (z4+y+=z 0% f 1 TH+y+z o3 f 1 . (x+y+z
5. — 35 = - COS sin | ————

3 " Ozi0z; 9 3 D Oxrixy, 27 3
(TF f) (h) f(*)+afh +8fh +8fh +1a2fh2+1a2fh2+1a2fh2+ ath hy, + a2fhh + 82fhh
- ™ a 'tz a_ a_ Iz aa o a9 o aa. 9 a o 'z a_ o ltxllz a a_ z
2 oz oy Y 0z 20x2°"  20y2°Y 2022 % Qxdy © Y 0x0z oydz Y
(h2 + h2 + h2 + 2hyhy + 2hyh, + 2hyh.) (hy + hy + h)?
=it 18 B A R

Die Differenz A := |(R3 f) (h)| ergibt sich fiir ein ¥ € (0,1) als

1 B B) oN® 1 5 1 z+y+2+0(he +hy +hs)
<L \he + hy + he|?

Unter der Einschréinkung
h3 + hi +h? <r?



wird A Maximal wenn hy, hy, h, gleiche Vorzeichen haben. Seien also 0.B.d.A hg, hy, h, > 0. Ferner wird A maximal wenn
h2 +hi 4+ h2 =r?

und hg + hy + h, maximal wird. Dies ist eine normale Extremwertaufgabe und es ergibt sich dass A maximal wird fiir

T
hgy = hy = h, = —= also
V3 o V36
<107% = r<

Apax = —= < ~ 0.3147
18v/3 10

Aufgabe 06
Die Funktion f: R? — R ist fiir (z,y) # (0,0) auf jeden Fall stetig. Betrachten deshalb den Fall (z,y) = 0.

lim f = lim il < lim = lim sgn(x) -y =0 = f(0)

LY
7—0 7—0 \/x2 + y2 7—0 /2 7—0
Die Funktion f ist also {iberall stetig. Die Partiellen Ableitungen ergeben sich als
of _aylx—y)+y* 9f yx(y—x)+a®
ox (z2 +y2)7 Oy (22 +y2)?

Sie existieren fiir 7 # 0. Im Ursprung sind sie nicht definiert!

Aufgabe 07
Da fiir z = 0 gilt

OF OF\ "
%7(:05,27&0 — 3 (82)

und F' stetig differenzierbar ist, kann aufgrund des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen in einer Umgebung von (0,0, 0)
F nach z = z(x,y) aufgelost werden:
z = —arcsin (z* 4 22 cos y)

Die Funktion z = z(z,y) wird 0 fiir = 0 oder y = arccos (729:3). Die partiellen Ableitungen ergeben sich als

9z 423 4+ 2cosy B 9z 2z siny 0
O \/1 — (2% + 2z cosy)? 9y \/1 — (2% + 2z cosy)?
Aufgabe 08
Betrachten 7 = (z,y) € R? fiir die z,y # 0.
3,2 2 ! 1 1
flay =27y (l-a-y), Vf=ay (B -4o-3y), 22-22-3y) =0 — a=5, y=3
Wir zeigen dass tatséchlich ein Extremum vorliegt:
11
Ho=f" = Ou2f  Oyaf '\ _ 62y%(1 — 2z —y)  xy(6z — 8z — 9xy) R
’ Opyf Opf ry(6z — 822 — 9ry) 223(1 — = — 3y) 11
2 8

Da H negativ definit ist, liegt ein lokales, isoliertes, Maximum vor.

Betrachten jetzt Extrema auf den Koordinatenachsen, erlauben also x = 0 bzw. y = 0. Fiir x = 0 ist Vf = 0 und f” die
Nullmatrix, also semidefinit. Auf der Achse x = 0 ist jedoch f = 0V y € R, entlang der Y-Achse also konstant, es kann
deshalb erstmal kein isoliertes Extremum vorliegen. Wir wollen jedoch kleine Anderungen éx, 5y betrachten:



e Fall: y =1
§f = —(62)3(1 4 6y)*(6x + 6y)

Fiir 6z > 0 und dy < —dx ist f > 0. Fiir §z > 0 und dy = 0 ist 4 f < 0. Es liegt also kein Extremum vor.
o Fall : y # 1, dann sei [0z + dy| < |1 —y]
of = —(02)° (y + 6y)*(1 —y — oy — ox)
———
>0

Fiir y = 0 sei dy # 0. Das Vorzeichen von ¢ f ist gegeben durch sgn(dzx) - sgn(1 — y) und somit auch hier abhéngig von
ox.

Es kann also kein Extremum auf der Y-Achse vorliegen.
Wir betrachten jetzt die X-Achse, also y = 0 und x # 0. Dann ist Vf = 0 und

"= (8 2;53(?—;5) )

wieder semidefinit. Auf der X-Achse ist f =0V x € R, es kann somit kein isoliertes Extremum vorliegen. Betrachten jedoch
kleine Anderungen dz, dy:

e Fall: z =1
0f =—(1+ 6x)3(5y)2(5x + 0y)

Das Vorzeichen von § f hingt auch hier von §z und dy ab.
e Fall : x # 1, dann sei |6z + dy| < |1 — =, |dz| < |z|.
5f = (x4 6x)%(0y)*(1 — x — 6z — dy) — sgn(df) = sgn(z®(1 — ) = const
Es liegt also ein lokales Extremum vor.

Es liegt also ein (nicht isoliertes) lokales Extremum fast iiberall auf der X-Achse vor, d.h fiir 1 # x # 0. Fiir ¢ € (00, 0)U(1, 00)
liegt immer ein Maximum vor. Fiir z € (0,1) liegt ein Minimum vor.

Aufgabe 09

Aufgabe 10

1 1 1 1
Li@v e = [ [ deay= [ nery) w0+

= [(249) (2 +) 1)~ (14 3) (n(1 +) —~ D]y = 3103 — 42 =In 2%



